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BacuMann, F. u. W. Pesas 
Math. Annalen 140, 1—8 (1960) 


Metrische Teilebenen 
hyperbolischer projektiv-metrischer Ebenen 
Von 
FRIEDRICH BACHMANN und WoLFGANG PeEsas in Kiel 


1. In dem Buch ,,Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff‘‘*) 
(im folgenden zitiert als AGS) wurde die Theorie der metrischen Ebenen 
behandelt.. Dabei war die folgende Einbettbarkeitsfrage offen geblieben 
(AGS § 18,5): 

Ist jede metrische Ebene Teilebene einer euklidischen, elliptischen oder hyper- 
bolischen Ebene?*) ? 

Das Ziel dieser Arbeit ist, durch Verallgemeinerung eines Gedankens von 
M. Deun*) eine Klasse von Beispielen metrischer Ebenen zu konstruieren, 
unter denen sich auch metrische Ebenen befinden, die nicht Teilebenen eu- 
klidischer, elliptischer oder hyperbolischer Ebenen sind. 

2 (Metrische Ebenen). Eine metrische Ebene ist axiomatisch wie folgt 
definiert (AGS § 2,3): 

Gegeben sei eine Menge von Punkten und eine Menge von Geraden, und 
ferner eine Inzidenz von Punkt und Gerade und ein Senkrechtstehen von Geraden, 
so daB die folgenden sieben Axiome gelten: 

Inzidenzaxiome. Zu zwei verschiedenen Punkten gibt es genau eine 
Gerade, welche mit beiden Punkten inzidiert. Es gibt wenigstens zwei Punkte*). 

Orthogonalitatsaxiome. Ist a senkrecht zu b, so ist b senkrecht zu a. 
Senkrechte Geraden haben einen Punkt gemein. Durch jeden Punkt gibt es zu 
jeder Geraden eine Senkrechte, und wenn der Punkt mit der Geraden inzidiert, 
nur eine. 

Zu jeder Geraden g gibt es wenigstens eine Spiegelung an g, d.h. eine in- 
volutorische orthogonalititserhaltende Kollineation, welche alle Punkte von g 
festlapt (Spiegelungsaxiom). Das Produkt von Spiegelungen an drei Geraden 
a, b, c, welche mit einem Punkt inzidieren oder auf einer Geraden senkrecht stehen, 
ist eine Spiegelung an einer Geraden d (Satz von den drei Spiegelungen). 


1) F. Bacumann: Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff. Berlin - Gét- 
tingen - Heidelberg 1959. 

*) Wir benutzen die Begriffe euklidische, elliptische und hyperbolische Ebene so, wie 
sie in AGS definiert sind. 

*) M. Denn: Die Legendreschen Satze iiber die Winkelsumme im Dreieck. Math. 
Ann. 58, 404—439 (1900). F. Scour: Grundlagen der Geometrie. Leipzig 1909. M. Pascu 
u. M. Dexn: Vorlesungen iiber neuere Geometrie. Berlin 1926. W. Kirncenperc: Grund- 
lagen der Geometrie. In C. F. Gauss, Gedenkband, hrsg. von H. Retcuarprt. Leipzig 1957. 

*) Vgl. die Bemerkung zu dem Axiomensystem der metrischen Ebenen am Schlu8 
dieser Arbeit. 
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Es ist beweisbar, daB es in einer metrischen Ebene zu jeder Geraden g 
‘genau eine Spiegelung an g gibt (AGS § 2, Satz 3). 

3 (Hyperbolische projektiv-metrische Ebenen). Unter einer projektiven 
Ebene verstehen wir eine Menge von Punkten und Geraden, in der die pro- 
jektiven Inzidenzaxiome, der Satz von Parrus und das Fano-Axiom gelten. 

Eine projektive Polaritat wird hyperbolisch genannt, wenn es Punkte gibt, 
welche mit ihren Polaren inzidieren. Die mit ihrer Polaren inzidierenden Punkte 
bilden dann einen Kegelschnitt, den Fundamentalkegelschnitt der Polaritat. 

Eine projektive Ebene, in der eine hyperbolische projektive Polaritat als 
,, absolute“ Polaritét ausgezeichnet ist, nennen wir eine hyperbolische projektiv- 
metrische Ebene (AGS § 5,5). In einer solchen Ebene nennen wir zwei Geraden, 
welche die Eigenschaft haben, daB die eine mit dem Pol der anderen inzidiert, 
zueinander orthogonal. Ist C,c ein nicht-inzidierendes Paar Pol-Polare, so 
bezeichnen wir die harmonische Homologie, deren Zentrum der Punkt C und 
deren Achse die Gerade c ist, als die Spiegelung der hyperbolischen projektiv- 
metrischen Ebene an dem Punkt C und auch als die Spiegelung an der Geraden c. 

4 (Metrische Teilebenen). In einer hyperbolischen projektiv-metrischen 
Ebene bezeichnen wir eine Menge von Punkten und Geraden, welche bei der 
gegebenen Inzidenz und Orthogonalitét eine metrische Ebene ist, als eine 
metrische Teilebene. Die Spiegelungen der Teilebene (an Geraden bzw. Punkten) 
sind dann die Restriktionen der Spiegelungen der hyperbolischen projektiv- 
metrischen Ebene auf die Geraden und Punkte der Teilebene. 

Ist H eine hyperbolische projektiv-metrische Ebene und 7' eine metrische 
Teilebene von H, so sagen wir: 7 gehért zu H, wenn die folgende ,,Zugehérig- 
keits-Bedingung“ (vgl. AGS § 18,5) erfiillt ist: 

(Z) T enthalt mit einem Punkt stets alle mit ihm inzidierenden Geraden von H. 

Eine zu H gehérige Teilebene 7’ ist bereits durch die Menge ihrer Punkte 
festgelegt: eine Gerade von H gehért dann und nur dann der Teilebene 7 an, 
wenn sie mit einem Punkt der Teilebene 7' inzidiert. Es gilt (vgl. AGS § 19,1) 
das 

Kriterium. In einer hyperbolischen projektiv-metrischen Ebene sei eine 
Menge von Punkten gegeben. Die Menge T dieser Punkte und der mit wenigstens 
einem Punkt der Menge inzidierenden Geraden ist dann und nur dann eine zu- 
gehérige metrische Teilebene, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 

1) T enthélt keine selbst-orthogonalen Geraden ; 

2) T enthalt mit zwei zueinander orthogonalen Geraden deren Schnittpunkt ; 

3) T enthélt mit drei kollinearen Punkten den vierten Spiegelungspunkt*) ; 

4) T enthalt wenigstens zwei Punkte. 

5 (Invariante metrische Teilebenen). In AGS wurden bereits die simtlichen 
invarianten metrischen Teilebenen von hyperbolischen projektiv-metrischen 
Ebenen bestimmt (AGS § 18,6); dabei ist unter einer invarianten metrischen 
Teilebene eine metrische Teilebene verstanden, welche bei allen Spiegelungen 

5) Unter-dem vierten Spiegelungepunkt zu drei kollinearen Punkten A, B, C verstehen 


wir den Punkt D, fiir welchen die Spiegelungsgleichung 0,030; = dp gilt. (¢; bezeichnet 
die Spiegelung der hyperbolischen projektiv-metriechen Ebene am Punkte X.) 
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(und daher bei allen Bewegungen) der projektiv-metrischen Ebene in sich 
tibergeht. 

In jeder angeordneten hyperbolischen projektiv-metrischen Ebene bilden 
die Punkte, welche im Inneren des Fundamentalkegelschnitts liegen, und die 
mit ihnen inzidierenden Geraden eine hyperbolische Ebene; und jede hyper- 
bolische Ebene la8t sich so darstellen (AGS § 15, Theorem 11). 

Jede hyperbolische Ebene ist invariante metrische Teilebene der hyper- 
bolischen projektiv-metrischen Ebene, zu der sie gehért. Jede invariante 
metrische Teilebene einer hyperbolischen projektiv-metrischen Ebene ist 
Teilebene einer hyperbolischen Ebene (AGS § 18, Satz 10); jede hyperbolische 
projektiv-metrische Ebene, welche eine invariante metrische Teilebene enthalt, 
ist anordenbar (AGS § 18, Satz 8). 

Es sollen nun in gewissen hyperbolischen projektiv-metrischen Ebenen 
zugehorige, nicht-invariante metrische Teilebenen konstruiert werden. Es wird 
sich zeigen, daB solche nicht-invarianten Teilebenen auch existieren kénnen, 
wenn die hyperbolische projektiv-metrische Ebene nicht anordenbar ist*). 

6. Eine hyperbolische projektiv-metrische Ebene denken wir uns fortan 
stets als projektive Koordinatenebene iiber einem Kérper K von Charak- 
teristik + 2 gegeben, in der die Polaritét von zwei durch Tripel x = (x,, 2, 23), 
Y = (Yy) Ye Ys) dargestellten Punkten durch das Verschwinden der symme- 
trischen Bilinearform 

f(x, Y) = — 141 — Z2Y2 + Zs 
und die Orthogonalitét von zwei durch Tripel uv = [u,,-wg, us], ¥ = [0,, V2, U3] 
dargestellten Geraden durch das Verschwinden der Form 

f*(u, v) = — U0, — Ugd, + Uys 
gegeben wird [AGS §10,1). Wir sprechen von der hyperbolischen projektiv- 
metrischen Koordinatenebene iiber K. 

Die angeordneten hyperbolischen projektiv-metrischen Ebenen werden 
durch die hyperbolischen projektiv-metrischen Koordinatenebenen iiber den 
geordneten Kérpern dargestellt. Die inneren Punkte des Fundamentalkegel- 
schnitts werden dabei jeweils durch die Tripel x mit /(x, x) > 0 dargestellt. 

7 (Formulierung des Theorems). Es sei nun K (Charakteristik + 2) ein 
bewerteter Kérper. Es sei also eine Abbildung a > w(a) von K — {0} auf eine 
additiv geschriebene geordnete Gruppe gegeben und es gelte 

w(ab) = w(a) + w(d) 
w(a + b) > Min(w(a),w(b)) fir a+b+0. 


Die Bewertung sei nicht trivial, d.h. es gebe Elemente a ¢ K — {0} mit 
w(a) + 0. 

Es sei R der Bewertungsring, der aus der Null und den Elementen a ¢ K 
mit w(a) > 0 besteht, FZ die Linheitengruppe von R [die Menge der a eK mit 
w(a) = 0), P das Bewertungsideal, welches aus der Null und den Elementen 


*) Die Konstruktion solcher Teilebenen war bereits Gegenstand einer Staatsexamens- 
arbeit von G. Féiscu (1958). 


1* 
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a¢ K mit w(a) > 0 besteht [P besteht aus den Nichteinheiten von R und ist 
maximales Primideal in R]. Da die Bewertung nicht trivial ist, ist P + (0). 
' Wir wollen das folgende Theorem beweisen : 

Theorem. Gegeben sei ein bewerteter Kérper K (Charakteristik +2); es 
sei R der Bewertungsring, P das Bewertungsideal, und es sei —1 nicht Quadrat 
in dem Restklassenkérper R/P. Ferner sei J ein beliebiges Ideal aus R mit 
R>P2J>(0). 

In der hyperbolischen projektiv-metrischen Koordinatenebene iiber K bilden 
dann die Punkte, welche durch Tripel 


(1) (2%, 2%, 1) mit 2, 2,€6/ 


darstellbar sind, und die mit thnen inzidierenden Geraden eine zugehdrige metrische 
Teilebene.o 

8 (Normierte Tripel). In der projektiven Koordinatenebene iiber einem 
bewerteten Kérper K nennen wir ein Tripel (z,, x,, x), welches einen Punkt 
darstellt, normiert, wenn 2, x2, 2, in R, aber nicht alle in P liegen. Jeder Punkt 
148t sich durch ein normiertes Tripel darstellen. [Man wahle unter den von Null 
verschiedenen Elementen eines den Punkt darstellenden Tripels ein Element 
mit minimalem w-Wert, und dividiere die Elemente des Tripels durch dieses. ] 
Zwei normierte Tripel, welche denselben Punkt darstellen, unterscheiden sich 
um einen Faktor aus £. 

Ein Tripel [w,, 2, us], welches eine Gerade darstellt, wird normiert genannt, 
wenn es die entsprechenden Bedingungen erfiillt. Es gelten die entsprechenden 
Tatsachen. 

Es sei nuu — unter den Voraussetzungen des Theorems — 7’ die Menge 
der durch Tripel (1) darstellbaren Punkte und der mit ihnen inzidierenden 
Geraden. 

Hat ein Punkt der hyperbolischen projektiv-metrischen Ebene die Eigen- 
schaft, daB er sich durch ein normiertes Tripel 


(2) (%,, %q, Zs) mit 2, 2,67 


darstellen 14Bt, so hat jedes normierte Tripel, welches den gleichen Punkt 
darstellt, die Form (2); wegen der Normiertheit und J ¢ P ist 2, ¢ P, also 
x,€ £. Der Punkt gehért daher der Menge 7’ an, und es gilt: Die Punkte aus 
T sind genau die Punkte, die durch normierte Tripel (2) dargestellt werden. 
Ferner betrachten wir die Geraden, welche sich durch ein normiertes Tripel 


(3) [Uy, Ug, Ug] mit we J 


darstellen lassen; wegen J ¢ P liegen u,, u, nicht beide in P, also wenigstens 
eines der beiden Elemente in Z. Jede Darstellung einer solchen Geraden durch 
ein normiertes Tripel hat dann die Form (3). Es gilt nun: 

Die Geraden aus T sind genau die Geraden, welche durch normierte Tripel (3) 
dargestellt werden. 

Beweis. Es sei (2x,, 22, 23) ein normiertes Tripel, welches einen Punkt 
aus T darstellt, und [u,, u,, us] ein normiertes Tripel, welches eine mit dem 
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Punkt inzidierende Gerade darstellt; es sei also 
U2, + Ug%e + Ug I; = 0. 
Wegen 2,, 7,¢€ J ist u,2,+ u,x,€ J, also u,z,¢ J, und wegen 2,¢ H: u,¢ J. 

Sei umgekehrt eine Gerade gegeben, welche durch ein normiertes Tripel (3) 
dargestellt wird. Es sei etwa u,¢ #. Dann ist das Tripel (—ug, 0, u,) normiert 
und wegen u,¢€J von der Form (2); es stellt also einen Punkt aus 7' dar. 
Dieser Punkt inzidiert mit der gegebenen Geraden. 

9 (Beweis des Theorems). Nach diesen Vorbereitungen zeigen wir, dab 
die in 8 definierte Menge 7’ von Punkten und Geraden die Forderungen 1)—4) 
des Kriteriums aus 4 erfiillt. Dabei benutzen wir die Voraussetzung, daB —1 
nicht Quadrat in dem Restklassenkérper R/P ist, um zu schlieBen: 

(*) In jedem normierten Tripel (3) ist u? + ug = 0 mod P. 

1) Fir jedes normierte Tripel u = [w,, u,, u,] der Form (3) ist 

f*(u, v) = —u? — uf + uf = —uf — ug = 0 mod P 
wegen (*), also erst recht /*(u, uv) + 0. 

2) Seien u = [u,, Ug, Ug], V = [0,, Ug, ¥3] normierte Tripel der Form (3) 

und sei 
[* (U, V) = — U0, — Ug, + Uyrs = 0. 

Wir bemerken zunachst, daB v,v nicht mod P proportional sind. Da 
namlich u, v als normierte Tripel + [0, 0,0] mod P sind, lieBe sich eine Pro- 
portionalitat in der Gestalt u=cv mod P mit c¢ R schreiben. Da wegen 
{* (u,v) = O erst recht /* (u,v) = 0 mod P ist, ware /* (u,v) = cf* (u,v) = 0 mod P, 
entgegen dem unter 1) Bewiesenen. 

Der Schnittpunkt der durch u und v dargestellten Geraden wird dargestellt 

Uy Uy, 


durch 
(X1, Lg, Xs) = ( v 0,|’ ) . 


Wegen us, v,= 0modJ sind z,, z, = 0 mod J, also erst recht mod P. Wire 
nun auch z, = 0 mod P, so waren u und v mod P proportional, was unméglich 
ist. 

(x, Zg, 23) ist also ein normiertes Tripel der Form (2). 

3) Es seien @ = (a,, dg, dy), b = (b,, by, bs), ¢ = (Cy, Cg, Cg) normierte Tripel 
der Form (2), welche drei kollineare Punkte darstellen. Der vierte Spiegelungs- 
punkt wird dann durch d = (d,, d,, ds) mit 

d; = a,f(b, c) — b, f(a, ¢) + ¢,f (a, b) 
dargestellt (AGS §8, Satz 6). Wegen aj, a, b,, by, c;, c= 0 mod J gilt auch 
d,, d, = 0 mod J. Fir d, erhalt man wegen 


f(b, €) = bgcg, f(4,¢)=agcg, f(a,b)= a,b, mod P 


U, Uy 
UV, Ug 


Ug Us 
Vz U3.’ 




















d, = a,b,c, mod P, also wegen dz, b,c, = 0 mod P: d, = 0 mod P. 

(d,, dy, dy) ist also ein normiertes Tripel der Form (2). 

4) (0,0, 1) und (a, 0, 1) mit a + 0 aus J stellen zwei verschiedene Punkte 
aus 7’ dar. 
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10. Korollar. Ist in der hyperbolischen projektiv-metrischen Koordinaten- 
ebene H iiber einem Kérper K von Charakteristik + 2 auf Grund des Theorems 
eine metrische Teilebene T konstruiert, so ist T nicht-invariante Teilebene von H. 

Beweis. Durch die Abbildung x — f(x, x) wird jedem Punkt von H eine 
Quadratklasse aus K zugeordnet, der Formwert des Punktes. Zwei Punkte mit 
gleichem Formwert lassen sich durch eine Spiegelung von H ineinander iiber- 
fihren (AGS §10,3). Eine invariante metrische Teilebene von H enthilt 
daher mit einem Punkt stets alle Punkte mit demselben Formwert. Die auf 
Grund des Theorems konstruierten metrischen Teilebenen haben diese Eigen- 
schaft nicht. Jede solche Teilebene enthalt némlich von den beiden durch die 
normierten Tripel (0,0, 1), (1, 2,3) dargestellten Punkten, welche gleichen 
Formwert haben, den ersten, aber nicht den zweiten. 

Da T nicht-invariante Teilebene von H ist, erhalt man weitere metrische 
Teilebenen von H, indem man T' an geeigneten Geraden von H spiegelt. 

11. Wir geben nun einige Beispiele von bewerteten Kérpern, welche die 
Eigenschaft haben, daB im Restklassenkérper der Bewertung —1 nicht 
Quadrat ist, und auf die also unser Theorem angewendet werden kann: 

Beispiel 1. Der p-adisch bewertete Korper K, der rationalen Zahlen, wobei p 
eine Primzahl von der Form 41 + 3 ist. Der Bewertungsring R besteht aus den 
gekirzten Briichen, in deren Nennern p nicht aufgeht, das Bewertungsideal P 
aus den gekiirzten Briichen aus R, deren Zahler durch p teilbar ist. Der Rest- 
klassenkérper R/P ist der Primkérper der Charakteristik p; in ihm ist —1 nicht 

~ Quadrat. 

Beispiel 2. Der Kérper K = k(t) der rationalen Funktionen einer Un- 
bestimmten t iiber einem Koérper k, in welchem —1 nicht Quadrat ist, mit der 
iiblichen Gradbewertung: Fiir ein Element a + 0 aus k(t), welches als Quotient 


s= t zweier Polynome aus k[t] geschrieben ist, werde w(a) = Grad g — 
— Grad { gesetzt. Der Bewertungsring R besteht aus der Null und den ratio- 
‘nalen Funktionen £ mit Grad f < Grad g, das Bewertungsideal P aus der 


Null und den rationalen Funktionen £ mit Grad {< Grad g. Der Restklassen- 
kérper R/P ist isomorph zu k; daher ist —1 nicht Quadrat in R/P. 

Beispiel 3. Jeder nichtarchimedisch geordnete Kérper K. Die ganzzahlig- 
einschlieBbaren Elemente aus K (AGS § 19,2) bilden einen Bewertungsring R, 
da von zwei Elementen a, a—' aus K (a + 0) stets wenigstens eines ganzzahlig- 
einschlieBbar ist’). Das Bewertungsideal P besteht aus der Null und den 
,unendlich-kleinen“ Elementen aus K, d.h. den Inversen der nicht ganz- 
zahlig-einschlieBbaren Elemente. Da fiir jedes a ¢ R die Ungleichung 
0< (1 + a*)-! < 1 gilt, also (1 + a*)-! ganzzahlig-einschlieBbar, also 1 + a*¢ P 
ist, ist —1 nicht Quadrat im Restklassenkérper R/P. 





7) Fiir den Satz, daB jeder echte Teilring eines Kérpers K, der von zwei Elementen 
a,a~* aus K (a + 0) stets wenigstens eines enthalt, Bewertungsring einer nicht-trivialen 
. Bewertung von K ist, vgl. etwa G. Pickert: Einfiihrung in die héhere Algebra. Géttingen 
1951; E. Artmy: Geometric Algebra. New York 1957. 
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12. Wir kehren nun zu der in 1 gestellten Frage zuriick. 

Wir betrachten eine hyperbolische projektiv-metrische Ebene H und eine 
zugehérige metrische Teilebene 7. 7 kann gewi8 nicht Teilebene einer eu- 
klidischen Ebene sein, weil in einem Viereck aus 7', in welchem drei Winkel 
rechte sind, der vierte Winkel kein rechter ist. Ferner kann 7' nicht Teilebene 
einer elliptischen Ebene e sein. Denn wire dies der Fall, so miBte, da die 
elliptische Ebene e bereits eine projektiv-metrische Ebene ist (AGS § 16,3), 
auch die Idealebene von 7 Teilebene von e sein. Da 7 zu H gehért, ist die 
Idealebene von 7 isomorph zu H. Die hyperbolische projektiv-metrische 
Ebene H kann aber nicht Teilebene der elliptischen Ebene e sein, da H Punkte 
enthalt, die mit ihrer Polaren inzidieren, e aber nicht. Die Frage, ob 7’ Teil- 
ebene einer hyperbolischen Ebene sein kann, beantwortes das Kriterium : 

T ist dann und nur dann Teilebene einer hyperbolischen Ebene, wenn folgende 
Bedingung erfiillt ist: Die gegebene hyperbolische projektiv-metrische Ebene H 
muB anordenbar sein, und zwar so, daB die Punkte von T innere Punkte des 
Fundamentalkegelschnittes sind. 

Das ,,dann“ des Kriteriums folgt aus der Tatsache, daB in einer angeord- 
neten hyperbolischen projektiv-metrischen Ebene die inneren Punkte des, 
Fundamentalkegelschnittes die Punktmenge einer hyperbolischen Ebene 
bilden (vgl. 5). 

Es bleibt das ,,nur dann“ zu beweisen: Ist 7’ Teilebene einer hyperbolischen 
Ebene h, und ist H* die Idealebene von h, so besitzt die hyperbolische projektiv- 
metrische Ebene H* eine Anordnung derart, daB die Punkte von h die inneren 
Punkte des Fundamentalkegelschnitts von H* sind. Da T' Teilebene von h ist, 
ist H Teilebene von H*. (Da 7 zu H gehért, ist nimlich, wie gesagt, die Ideal- 
ebene von 7' zu H isomorph; und es gilt allgemein: Ist eine metrische Ebene M 
Teilebene einer metrischen Ebene M*, so ist die Idealebene von M Teilebene 
der Idealebene von M*.] Die betrachtete Anordnung von H* induziert daher 
in der Teilebene H eine Anordnung, bei welcher die Punkte von 7' innere 
Punkte des Fundamentalkegelschnitts von H sind. 

Im Beispiel 1 liefert unser Theorem in der eindeutig anordenbaren hyper- 
bolischen projektiv-metrischen Koordinatenebene iiber dem rationalen Zahl- 
kérper K, zugehérige metrische Teilebenen, welche sowohl innere als auBere 
Punkte des Fundamentalkegelschnitts enthalten. 

Im Beispiel 2, bei nicht-anordenbarem Kérper k, liefert unser Theorem in 
der nicht-anordenbaren hyperbolischen projektiv-métrischen Koordinaten- 
ebene iiber dem Korper k(t) zugehdérige metrische Teilebenen. 

In beiden Fallen erfiillen die nach dem Theorem konstruierten metrischen 
Teilebenen nicht die Bedingung des eben bewiesenen Kriteriums. 

Es gibt also, wie diese Beispiele zeigen, hyperbolische projektiv-metrische 
Ebenen, welche zugehdrige metrische Teilebenen enthalten, die nicht Teilebenen 
von hyperbolischen Ebenen sind. 

Die metrischen Teilebenen euklidischer, elliptischer und hyperbolischer 
Ebenen erschépfen daher nicht die Mannigfaltigkeit der metrischen Ebenen. 
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Bemerkung zu dem Axiomensystem der metrischen Ebenen 


In AGS war als Reichhaltigkeitsaxiom — im Gegensatz zu der vorliegenden Arbeit — 
gefordert: Es gibt mindestens eine Gerade, und mit jeder Geraden inzidieren mindestens drei 
Punkte. J. Annens hat bemerkt, daB es stattdessen geniigt zu fordern: Es gibt wenigstens 
zwei Punkte. 

Da je zwei verschiedene Punkte eine Verbindungsgerade besitzen, gibt es dann namlich 
mindestens eine Gerade. Um zu zeigen, daB mit jeder Geraden mindestens drei Punkte 
inzidieren, beweist man mit Hilfe der anderen Axiome, jedoch ohne Verwendung des 
Satzes von den drei Spiegelungen nacheinander die folgenden Behauptungen: 

1. Eine orthogonalitdtserhaltende Kollineation, welche alle Punkte festlaBt, laBt auch alle 
Geraden fest, ist also die Identitat. 

Beweis. Man betrachte eine Gerade g. Enthalt g zwei Punkte, so bleibt g als Ver- 
bindungsgerade zweier Fixpunkte fest. Im anderen Fall muB es einen Punkt P auBerhalb 
von g geben, und man schlieBt zunichst, daB ein von P auf g gefilltes Lot fest bleibt, da 
es auBer P noch den LotfuBpunkt enthalt. Dann muB g aber wegen der Eindeutigkeit des 
errichteten Lotes fest bleiben. 

2. Keine Geradenspiegelung laft alle Punkte fest. 

Beweis. Eine Geradenspiegelung, welche alle Punkte festlaBt, wire nach 1. die Iden- 
titat, also nicht involutorisch. 

3. Sind die Geraden a,b nicht zueinander orthogonal und enthdlt a mindestens drei 
Punkte, so enthalt auch b mindestens drei Punkte. 

_ Zam Beweis fille man von den auf a liegenden Punkten Lote auf 6 und betrachte die 
te. 

4. Bleibt der Punkt P bei einer Spiegelung an der Geraden g nicht fest und ist | ein Lot 
von P auf g, so enthilt | mindestens drei Punkte. 

Man sieht namlich leicht, daB der Punkt P, sein Bildpunkt bei der Spiegelung und der 
FuBpunkt von | paarweise verschieden sind und auf ! liegen. 

5. Jede Gerade g enthilt mindestens drei Punkte. 

Beweis. Man betrachte eine Spiegelung an g und einen Punkt P, welcher bei der 
Spiegelung nicht fest bleibt (2). Es sei / ein Lot von P auf g und F dessen FuBpunkt. 
Man betrachte weiter eine Spiegelung an / unc einen Punkt Q, welcher bei dieser Spiegelung 
nicht fest bleibt. Liegt Q auf g, so folgt die Behauptung aus 4. Liegt Q nicht auf g, so ist die 
eindeutig bestimmte Verbindungsgerade c der Punkte Q, F von g und von / verschieden, 
‘also auch weder zu g noch zu I senkrecht. Nach 4. enthalt | mindestens drei Punkte. Mit 
Hilfe von 3. schlie8t man, daB c und weiterhin auch g ebenfalls drei Punkte enthalt. 


( Eingegangen am 7. September 1959) 








CaruiTz, L. 
Math. Annalen 140, 9--21 (1960) 


Congruence Properties of the Weierstrass Al-Functions 
By 
L. Caruitrz in Durham 


1. Introduction. WrererstrRass [7] studied in considerable detail the set of 
entire functions Al,(w), Al,(w), Al,(w), Al(w) such that 


: Al, (w) a Al, (w) - Al, (w) 
(1.1) SnW = “AT ay? RW = “AT Gay? dnw Al (w) 


The basic properties of these functions are reproduced in Fricke [5, pp. 400 
to 404, 466—471]. We put 


weirs? 


Al, (w) by Ass) goa] (A= 1), 
Al, (w) = SB ar (k) oni (By= 1), 
Al, (w) 2 C,, (k) mat (C, = 1), 
Al(w) = Al,(w) = E Day t) Ow (D,= 1, D.= 0); 


ari 


the notation differs slightly from that of Frickr. The coefficients A,,,,, B,,, 
C,,, D,, are polynomials in k* with rational integral coefficients and satisfy 
certain mixed differential-difference equations [5, p. 471}. 


If we put 
bane wrntt 
(1.2) snw = 2 tonsil) oz ip! 


then a, ,, ,, (&*) is a polynomial in k* with rational integral coefficients. The writer 
[3] has proved that if p is an odd prime and ¢ a positive integer such that 


(1.3) p*-*(p — 1)it, 


then a, (k?) satisfies — congruence 


(1.4) ~— 7 (; ) Gy, + »¢(k*) afl o'Kp—1) (58) =0 (mod p’*) , 


' 


provided n > re. Moreover since 
™ /m\2 
(1.5) a,(k*) = (—1)" SP) es (mod p) , 
s=0 


where p -- 2m + 1, we may replace a, (k*) in (1.4) by the explicit value furnished 
by (1.5). In these congruences k* is an indeterminate; thus the statement that 
two polynomials are congruent means that corresponding coefficients of k* are 
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congruent. Results like the above were obtained for the coefficients of the re- 
maining Jacobi elliptic functions and in particular for cnw and dnw. In a 
second paper [1] these as well as some additional results were obtained by 
another method. 

In the present paper we seek congruences satisfied by the coefficients of the 
Al-functions. Since these functions are not elliptic, it is not evident whether 
one can expect that their coefficients will satisfy congruences of the form (1.4). 
As a matter of fact we find that congruences of this general form do hold. For 
example we show that D,,, satisfies 


(1.6) b (—1)* (;) aff 9-2) (8) Dy 441(K*) = 0 (modp"*) , 
2=0 

where 

(1.7) P*(p — I)It 


and r, is the greatest integer < (r + 1)/2. For the general result see Theorem 1 
below. Comparing (1.6) with (1.4), we remark that the new congruences are 
weaker in two respects, namely the exponent r,e in place of re and, secondly, the 
stronger condition (1.7) in place of (1.3). 

We show also that D,,,, for example, satisfies 


(1.8) Daa+5-1= a,D.,+ (2n eal 1) Dyi1Den-2 (mod p) ’ 
while C,,, satisfies 

(1.9) Cent+p-1= @y Con + (2m — 1) DyyiCon-s (mod p) , 
and so on. 


Finally we consider the so-called singular case in which the period quotient 
belongs to an imaginary quadratic field of discriminant d. In this case -we show 
that, if the Legendre symbol (d/p) = — 1, then D,,, satisfies 
(1.10) D,,=9 (modp*) 
provided 2n = (2r — 1)p(p — 1), r = 1. Similar results hold for the remaining 
coefficients. 


2. Preliminaries. The method of proof used in [1] depends on the following 
ideas. Let 


(2.1) He) = Haw) = EF tow), 
where 
(2.2) f= fn(u) = 2 nr! ’ 


and the coefficients a, , are rational integers ; indeed it will suffice to assume that 

the a,, are integral (mod p), where p is a fixed odd prime. The word integral will 

be employed in this sence. The series (2.1) and (2.2) may be assumed to converge 

for |z|, |«| sufficiently small or may be thought of as formal power series. 
Consider the transformation 


(23) u=S ev" 
r=1 
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where the c, are integral (modp) and in addition c,+ 0 (modp). Then (2.3) 
implies the inverse transformation 


(2.4) v=)’ aw’, 
r=1 
where the c, are integral (mod p) and c; = 0 (modp). From (2.2) and (2.3) we get 
(2.5) In= 9n(¥) = fn (u) = 2 ane" . 
re 


The following lemmas hold. 
Lemma 1. The coefficient a;,, are integral if and only if the coefficients a,,, are 
integral. 
Lemma 2. The series f,,(u) satisfy the system of congruences 
r 
(2.6) E18 ()) -PM—? favee=O (ody, pr"), 
‘= 


where p*-!(p — 1)|t, forallr = 1 if and only if 


ZS (-1(T)g-—M arse O (mod (p"-p**)) 


s=0 
foralr=1. 
Lemma 3. Let f,,(u) satisfy (2.6) and let 
fn (u) = f(u) (mod p) . 
Then , 
ZI" ({)H- 910-9 fase 0 (tn0d(p, w*”) 
forallr=1. 


For the application we take u = k* and v = q in the usual notation of elliptic 
functions. For the transformation (2.3) we employ the well known relation 


-o/14+ q" 8 
2.7 = } aes: 
( ) 69 I (7) : 
clearly the coefficient 16 is of no consequence, modulo an odd prime p. For 
brevity, series in terms of k* may be called the k-form of the given function and 
the corresponding expression in terms of g may be called the g-form. The basic 
idea then. is to first prove a congruence of the form (2.6) for the g-form and 
conclude, by Lemma 2, that the corresponding result holds for the k-form. 

3. Hermite polynomials. In addition to the above we shall also require some 
congruence properties of the Hermite polynomials. Let 


n! 
(3.1) H,,(u) =~ 6 ete mr” 


der.ote the Hermite polynomial of degree n. In a recent paper [4], the writer has 
proved that H,,(u) satisfies the congruence . 


(3.2) z (—1)* (5) (2u)r-9™ Hs (u) = 0 (mod m":) , 
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where r,= [(r + 1)/2)], the greatest integer < (r + 1)/2 and m is an arbitrary 
integer = 1. For completeness we give a short proof of (3.2). 
Using (3.1) we get 


r 


E -19*(5) Quy Hy 5 amt) 


s=0 

=n . a v (r—s)m 5” = 3__(™+em)! n+sm—2j 
a) — Zim ({)eme-om FW apem ape earn 

_ v sai n+rm—2j . —)])* of __ (tem)! _ 

aiceerm Gs) | " (;) j'(m + em — 29)! © 
Since the quotient 
' . 

Ge ep = (m+ 8m) (n+ 3m — 1)... (n+ sm — 27+ 1) 

is a polynomial in sm with integral coefficients, it follows at once that 
: r) (n+ sm)! : 

(3.4) a 1»'(") (nm + sm — 2)! =0 (mod m - 


We must however take into account the j! occurring in the denominator. Let p 
be a fixed prime and let p* be the highest power of p dividing m; also let 
p* be the highest power of p dividing j!. We first take r = 2r,. Let S denote 
the double sum in (3.3) and put S = S,+ S,, where 


B= 2 ,= J 


— 





eG) sne #0) >ne 
For S, we get from (3.4) 
(3.5) S,=0 (mod p"'*) , 
since u(j) S r,e. For S,, on the other hand, we make use of the fact that 
(n + 8m)! - , 
jie + em—opi =? (mod j!) , 


which yields 
(3.6) S,=0 (mod p"®) . 
Combining (3.5) and (3.6) we get (3.2) in the case r even. 


For r odd this method does not yield quite so much. Clearly it will suffice 
to prove that 


a a({? (n+ sm)! a 
(3.7) Pie) (;) eis t= (modm") , 





where 2r,= r + 1. We make use of the easily proved formula 


8° {(n),(n — 9} = & (5) d(m),- r-*(n + om — j),, 


=0 
where 
orf(n) = & (—1)*({) f(n + am) 
and 


(n),= n(m—1)...(n—f+1), (n=l. 
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For r = 2r,— 1 we have 


r,—1 
8” {(n);(m — j),} = 2 (") 6*(n),- 0°-*(n + 8m — j),+ 
r,-1 r fie 

+ 2, (") 6”-*(n),- d*(n + (r — 8)m —j),= 8, + 8,, 

say. Now in each term in 8, it is clear that 
d*(n);= 0 (modj!), d&°-*(n+sm—j);=0 (modm’-*), 
so that 
(3.8) S,=0 (mod m":j!) . 
Similarly in S, 
d*(n + (r —8)m—j);=0 (modj!), d°-*(n);=0 (modm’-*), 

so that 
(3.9) S,= 0 (mod m": 7!) . 
Clearly (3.8) and (3.9) imply (3.7). 


This evidently completes the proof of (3.2). 
For the application we shall require a slight modification of (3.2), namely 


(3.10) aS (- 1)*(") (2u)("-9)™ H, +sm(u) =0 (modm") , 
s=0 
where 
) H ae hy n! n—2s 
(3.11) H,,(u) “=, aim — a) (2x) : 


Clearly (3.10) is implied by (3.2); also (3.10) can be proved directly by exactly 
the same method. 

4. Theta functions. The Al-functions are related to the theta functions by 
means of the following formulas [5, p. 468] 





(4.1) #,(v) = + e(K—2) w'/2K Al (w) , 
(4.2) #,(v) = 0, e(K-) w'/2K A) (w) (s = 0, 2,3), 
where 
(4.3) w= 2Kv = 2WRv 
and 
B9(v) = Bo(v, a) = FS (—Irgnetnes, 
8, (v) a 8, (v, q) = mt y (- 1)%q'/s (2" +1)" e@n+iyave 


#,(v) on #,(v, q) = > q' 2n+1)*gQ@n+ijrvi 


(0) = Os(v, g) =X grretnae', 
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Thus 
0,(v) = =e 1)t gq” etrnet — s (-1)rq" z Brace” 
S (22v%)* ‘ 
. (2x0 kU bug 
<2 (-0) (2n)! aS 1) rngr P 
so that 
ae 9o(v) = Pa — a Tan» 
where 
(4.5) Tin= S&S (—1prrnq". 


r=--—o 


It is convenient to introduce the notation 





(4.6) C= 


In view of the formula 





E- KE=-32 Daas 5 = % 
it follows that 

K*\-KE 4 2»¢ 
(4.7) C= SK a l—q’ 


so that c is expressed as a power series in q with integral coefficients. 
Form (4.2) and (4.4) we get 











and we" - = - (2 2 v)** 
T,* Al,(w) = 2 Don ay = e iP oe (2n)! Tan» 
so that 
(4.8) Ty Alg(w) = e-“'#" 2, -¥ ah (i): 


We note that since D,= 0, 


(4.9) T= 2c04T,. 


In the next place, it follows from (4.8) that 
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Ty Aly(w) = 5 <r nae PAS Ir gt Se 





2 ~* (2n)! oT... 
= 2 (- 1) ann s!(2n—2s)! #§*-4 


oo 


(2m)! 





f=——o 


8} 


n=0 


-E(- ar, x - 1)’ oH. 3-37 rH , 


where H, (u) is defined by (3.10). Comparing coefficients of w,,,, we get 


(4.10) Bg Dan = (—1pre™ S (—1)'a"* Han (gepq)- 
The discussion for Al,(w) is very similar. We find that 


(4.11) Oy: Onn= (1c Sg" Han (3299) 


. - (2n)! r \tn-2s 
=D’ (-1" ar, PAS 1)"q” - 2 ade sat (aay) 
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Ys 1)" ‘om rz sian — Bayi (c#BZ)- @n— 2m). $°(— 1)Pr89—Begr* 


As we shall see later, it is not necessary to find an expression of this kind for B,,. 


Finally, we have 


6,(v) = -i a (— 1) q'/s(2r +4) 2e@rtiyavs 


ani s (—1)tg's @r+0)* Pip eas 


f=-—o n=0 


= 5 FPS (ier + gears 


= 2,'- ga £. (—1r(2r + Lymer er +n, 
so that 
(4.12) (0) E (— I gee iy Vans: 
where 
(4.13) Osa+1= 5» (—1)*(2r + 1)%+1g's@r+1)* | 
f=——o 


Now, using (4.1), it is clear that 


> wrstt 
Uy: Ali(w) = 2’ Asn+i Gay ~ “3(- 1)" maha i Usn+i> 


‘Qn+i 
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so that 
. Uy Al, (w) = eae D(- 1" gust ae 
= 2,0 7 i PAS aetin (sa) 
-E-w arti 2 wer era * 


oo 
x (2cH%)- Gu 41-29 D (— 1)? 2" +1-24g'/ (27 +1)? 
T=-—co 


eo 
wren tictn+t > 


4 i 2 D r 
= 2 (-If oi & (ener Asas1 (sag) - 


n—O ’ oc 
Hence we get 
foo) —. 2 2 

(4.14) Uy: Agena y= (—1ytet™t! SY (—1)rq’@r+)- A, | = 
Comparison with (4.1) shows that 

U, d, 

ee 
so that 

. ,_ 9 “ 

(4.15) U,= = = 009293, 


by the well-known relation involving the theta constants. 
5. Congruences (mod p). We first make use of the case r = 1, m = p of (3.9), 
that is 


(5.1) H,,.,(u) = (2u)” H,,(u) (mod p) 
Also it is easily verified that the recurrence 


A, 4, (u) = 2u H,,(u) ot 2n H,,-,(u) 


implies 
(5.2) H,,4,(u) = 2u H,(u) + 2n H,,_,(u) . 
Then (4.10) implies (p = 2m + 1) 
94° Dens g—4= (— IP *4* + 9-3 a (— l)'q" Hz, tp-1 (+9 
f=—o eue/ 


c2" band 


’ L r —= rT 
20M" gps 2 (Ua coy Hans (acm) 


rT=—oco 


n+m on : anit ror lH ae — — H a 
=(-Ipem gets 2 (Ura | Han (ggg) — 2 — 0 Hans (a5q)}- 
This yields the congruence 


(53) Dans p= GAT Daw (— 122m — 1) Gemz Dan—z (mod p). 
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Now it is proved in [1] that 


° my 2 
(5.4) a,= a, (k*) = (—1)" 07-9 = (—1)"  (") ke (mop), 
s=0 . 
where a,, (k*) is defined in (1.2). Thus (5.3) becomes 
(5.5) Dyan+9-1= %Don— 2(2n — l)a,c*D,,-, (mod p) . 
In particular, for n = 1, this yields (since D,= 0) 
(5.6) Dy+1:= —2a,c8 (mod p) 
In exactly the same way it follows from (4.11) that 
(5.7) Can+p-1= 4yCq,— 2(2n — 1l)a,c*C,,- (mod p) , 
and in particular for n = 1 
(5.8) Cy41= 4,0,— 2(2n — lja,c* (mod p) . 
From (4.14) we get . 
(5.9) Agn+ p= Gy Agn+1— 4n 0, 0° Ag, -, (mod p) 
and in particular for n = 1 
(5.10) A,+ = @,A,— 4a,c* (mod p) . 
We recall the formulas [5, p. 404] 
1 
RP" Asnsy (=z) = Ag, (k*) , 

1 
(5.11) i B... (=x) = Con(k ) , 

1 

k** D,,, (=z) = Dyn (k*) 
Since 
1 
dents (==) = Gon+1 


it follows at once from the second of (5.11) that (5.7) becomes 


(5.12) Bont p-1= Fy Bon — 2(2n — 1)a,c’* Bay-s (mod p) , 
where 
(5.13) c’2 = k2c2 (3) . 
If we apply the first of (5.11) to (5.10) we find that 

c’2= ¢® (mod p) 
and therefore (5.12) reduces to 
(5.14) Ban +p-1= 4p Ban — 2(20 — 1)a,c* B,,-s (mod p) ; 


in particular, for n = 1, this becomes 


(5.15) . B,+4,= a, B,— 2a,c* (mod p) . 
Math. Ann. 140 2 
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Since [5, p. 403] 


2n+1 
Asm+i= ( "‘e )esces Doa—ee 


we have in particular 
(5.16) A,= D,-,+ 4, (mod p) . 
Also 

Ay+2= 442+ 43D,-1+ Dy; 


= 9 2 
= a,a,+ a,D,_,— 2a,¢ 


— (1 + k) (a,+ D,-,) — 2a,c, 
so that by (5.16) 


(5.17) Ay+2= — (1+ #)A,— 2a,c7 (mod p) . 
In like manner, we find from the second of (1.1) that 

(5.18) Boi,= — B,-,— 2a,c* (mod p) ; 
in view of (5.11) this yields 

(5.19) Cyi1= — BC,_,— 2a,c* (mod p) . 


We may use (5.6) to eliminate c? in these formulas. Thus we get 


(5.20) Dan +p-1™ GpDan+ (2 — 1) Dys:Dan-2, 
(5.21) A n+p Fy Agn4i t+ 20 Dyy;Aan-1, 
(5.22) Bans p-1™ Gy By + (20 — 1)Dy 44 Bans» 
(5.23) Cont p—1= Fp Cont (2m — 1)D,4,Con-2; 


the modulus is p in each case. 
6. The main results. Returning to (4.10) we consider 
r 
Bor (= 199 (5) (— 16-91-6589 Dans 
t= ° 
2 r 
one —j) — ])'/(r—-9tH-2(r—-aet 


x Grae ree x (- LY" Hons st 


j=-o 


pe SM 
2c83 
= (— 1)" +*hartetntrt y (—1)4q* x 
j=-— oo 
. 3(7 2\-(r—s)t j 
x 2 (-1) (7) (0%) ( ! Hanset (soap): 


We shall now assume that 


(6.1) p*(p — 1)|t. 
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Then by (3.9) we have 
r . . 
== s r } (r—a)t } = rie). 
>! 1) (*) (<a) Fan+es (3259) = 9 (mod p"'*) ; 
consequently by a result analogous to Lemma 3 of § 2 we have also 
> 1) (") (6%)--9 a ne 
ZU (7) (COD 6-9! Hans ae (gepx) =O (mod) 


It therefore follows that 


i 
(6.2) 2 (- *(") (— 1)" @-9 V-DOFA0-9*D,,,4= 0 (modp"*) . 
s=0 id 
We now apply (5.4) and Lemma 2. Then (6.2) becomes 
r 
(6.3) E (-1" (J) ag- 94-9 Darra = 0 (mod p’'*) ° 
s=0 é 
In exactly the same way, it follows from (4.11) that 
r 
(6.4) ¥ (-1)" (5) af- 940 -2Cyn4 pm 0 (mod p"*) . 
s=0 ad 


Replacing k* by 1/k* in (6.4) and using the second of (5.11) we get the 
corresponding congruence for B,,,. 


r 
(6.5) E (—1)" (5) afr-910- Bans a= 0 (mod p"*) . 
s=0 8 
Finally, from (4.14) we get 
r . 
(6.6) E-1r ()ag- 9 -MAgsree= 0 (modpr). 
s=0 


We may now state the following 
Theorem 1. Let p= 2m + 1 be an odd prime and let t be a positive integer 
such that 


(6.7) p*(p — 1)|t. 
Then the coefficients D,,(k*), Cyn(K*), Bon (k*), Aan+1(k*) satisfy (6.3), (6.4), 
(6.5), (6.6), respectively, where n > 0, r = 1, r,= [(r + 1)/2], the greatest integer 
S (r + 1)/2 and a, stands for 
m m 2 
(-1)" ¥ (7) ke. 

In particular we remark that if r= 1 and ¢t = p*(p — 1), we get the follow- 

ing congruences: 


(6.8) Dans (p-1) = UF Dan (mod p*) , 
(6.9) Cant ve(p-1) = 2 Can (mod p*) , 
(6.10) Ban+»(p-1) ey ay Ben (mod p*) , 
(6.11) Agn+1+9(p-1) = UF Agnes (mod p*) , 


valid for all n > 0 ande = 1. 
2* 
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It is- of some interest to compare (6.8),..., (6.11) when e=1 with 
(5.20), . . ., (5.23). For example writing (5.20), in the form 


Dans 9-1 — Fp Dan= (20 — 1)D, 41: Den-s, 


-s r 


= (2n — 1) (2n — 3)... (2n—2r+1)D5,,Dy,-2, (modp). 
For r = p, (6.12) reduces to™ 
Don+9(9-1) — a? D,, =0 (mod p) ’ 


which is in agreement with (6.8). Similarly for the remaining sets of con- 


gruences. 

7. Complex multiplication. We now assume that the function sn w admits 
of complex multiplication, so that the period quotient belongs to an imaginary 
quadratic field of discriminated. If k* is the corresponding singular modulus, 
then sn(w, &) is called a singular elliptic function. We may also consider the 
singular Al-functions. Al, (w, &*), s = 0, 1, 2, 3. It is proved in [2] that if p is an 
odd prime such that the Legendre symbol (d/p) = — 1, then 


(7.1) a, (k*) = 0 (modp) , 
provided &* is a singular modulus. Also it follows from (7.1) that 
(7.2) a, (k*) = 0 (mod p’) 


for n 2 pr. We now obtain the corresponding results for the coefficients of 
Al, (w) in the singular case. 
Substituting from (7.1) and (6.8), it is evident that 
Dan+y(p-1) = 9 {modp*) (n 2 0) 
and therefore 


(7.3) D,,= 9 (mod p’) 


provided 2n = p’(p — 1). However a better result can be obtained by using 
(6.3) with ¢ = p(p — 1), e = 1, so that 


sis *, a (‘) af- 9? Dont so(p-1) = 0 (mod p") . 


If we let D{") stand for the left member of (7.4), then it is easily verified that 


r 


r 
Dyon+roo-)™= ~ (7) ay- DY . 


Using (7.1) and (7.4), we get ; 
Dan+r9(o-») =0 (modp") (n2 0), 
and in particular 
Dan + (ar-1) 9 (p-1) =0 (mod p") (n= 0). 


This is equivalent to 
(7.5) D,,= 90 (mod p*) 
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for 
(7.6) 2n => (2r — 1)p(p— 1). 


Since p’-! > 2r — 1 for p = 3, r = 1, the condition (7.6) is better than the 
previous one. 
Similarly we find that 


(7.7) B,,= C,,= 0 (mod p’) , 
provided (7.6) holds. Also for A,,,, we have 
(7.8) Agn41= 0 (mod p’) 


when (7.6) holds. This completes the proof of the following 

Theorem 2. Let sn (w, k*) be a singular Jacobi elliptic function and let the 
period quotient belong to the imaginary quadratic field of Jiscriminant d. Let p 
be an odd rational prime such that the Legendre symbol (d/p) = —1. Then the 
singular values D,,, (k*), Cz, (k*), B,,, (k*), Aan+ 1 (A) satisfy (7.5), (7.7), (7.8), 
respectively, provided (7.6) holds. 

When the Legendre symbol (d/p) = +1, this theorem no longer applies. 
It may however be possible to obtain explicit results in certain cases. For 
example when d = — 4, Hurwirz [6] proved that for p = 1 (mod4), 


(7.9) a,(—1) = 2a (mod) , 


where p = a*+ b?, a odd, a= 6+ 1(mod4). Thus, in this case, we may 
employ (7.9) to give the results of Theorem 2 a more explicit form. In particular 
(6.8) becomes 


Dons» (p-» = (2a)”D,, (mod p*) ; 


with similar congruences for the remaining coefficients. 
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Lokalkompakte zusammenhingende topologische 
Halbgruppen mit dichter Untergruppe 
Von 
Karu Hetnricu Hormann in Tibingen 


Diese Note bringt eine Untersuchung zum AbschluB, die durch die Frage 
nach einer vollstandigen Klassifikation aller lokalkompakten zusammen- 
hangenden topologischen kérperartigen Strukturen eines gewissen Typs an- 
geregt wurde und schlieBlich zum Studium von solchen topologischen Halb- 
gruppen fiihrte, in denen eine topologische Gruppe dicht ist [6]. Ein anschau- 
liches Beispiel einer homogenen, lokalkompakten, zusammenhangenden 
topologischen Halbgruppe, in der eine topologische Gruppe dicht ist, liefert die 
multiplikative Halbgruppe aller reellen Zahlen in der natiirlichen Topologie, 
in welcher z. B. die Gruppe aller von 0 verschiedenen rationalen Zahlen dicht 
ist. Dieses Beispiel weist auch schon auf den Zusammenhang mit der Kérper- 
theorie hin. In der erwihnten Arbeit [6] wurde gezeigt, daB eine endlich- 
dimensionale, homogene, lokalkompakte und zusammenhangende topologische 
Halbgruppe K, die ein Element 0 so enthalt, daB K — {0} in der induzierten 
Topologie eine topologische Gruppe bildet, notwendig der multiplikativen 
Halbgruppe des K6rpers der reellen Zahlen, oder des Kérpers der komplexen 
Zahlen, oder aber des Schiefkérpers der Quaternionen isomorph ist. Es wurde 
dort ferner die Struktur der Gruppe K — {0} in dem Fall bestimmt, in dem 
die Dimension von K nicht mehr endlich ist. Es blieb jedoch eine offene Frage, 
ob der Fall unendlicher Dimension tiberhaupt auftreten kann. Die vorliegende 
Note dient dem Nachweis, daB die Endlichkeit der topologischen Dimension 
eine Folge der iibrigen Voraussetzungen ist. Unter Verwendung einiger weiterer 
kleiner Verscharfungen gegeniiber den friiheren Resultaten beweisen wir also 
den folgenden 

Hauptsatz: K sei eine topologische Halbgruppe (d. h. ein topologischer Raum 
mit einer stetigen assoziativen iiberall erklirten Verkniipfung), die folgende Vor- 
aussetzungen erfiillt: 

a) K ist zusammenhingend und lokalkompakt (im Sinne von Boursaki [1], 
Chap. I, §11, Def. 1 und Chap. I, §10, Def. 4) und dariiber hinaus homogen 
in dem Sinn, daB zwei verschiedene Punkte immer zwei homéomorphe Umge- 
b’ 

b) K enthilt eine dichte Untergruppe, die in der induzierten Topologie 
topologisch ist. Ist diese Untergruppe lokalkompakt, so ist diese Voraussetzung 
entbehrlich. 

c) Ist 1 das Neutralelement einer dichten Untergruppe, so bildet die Menge 

aller Elemente x aus K, die beziiglich 1 kein Inverses besitzen (zu denen also kein 
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z'€K mit x2z'=1 ezxistiert), einen total unzusammenhingenden Unterraum. 
(Diese Forderung hat ziemlich unmittelbar zur Folge, daB nur ein Element ohne 
Inverses existiert.) 

Unter diesen Vorausselzungen ist K topologisch und algebraisch isomorph 
entweder der multiplikativen Halbgruppe des Korpers der reellen Zahlen, oder 
der multiplikativen Halbgruppe des Kérpers der komplexen Zahlen, oder der 
multiplikativen Halbgruppe des Schiefkérpers der Quaternionen. 

Die Voraussetzungen des Hauptsatzes kénnen nicht mehr wesentlich ab- 
geschwacht werden, ohne daB8 seine Giiltigkeit verlorengeht. Es gibt 
z. B. mannigfache nichtisomorphe lokalkompakte zusammenhangende topolo- 
gische nichthomogene Halbgruppen, in denen nach Entfernung eines Punktes 
eine topologische Gruppe tibrigbleibt. Auch gibt es zusammenhangende lokal- 
kompakte, homogene topologische Halbgruppen, in denen der Raum der Nicht- 
inversen zusammenhangend ist und aus mehr als einem Punkt besteht. 

Es ist sofort ersichtlich, daB die multiplikative Halbgruppe eines jeden 
lokalkompakten und zusammenhangenden Schiefkérpers die Voraussetzungen 
a)—c) erfillt; dies trifft auch noch zu, wenn statt eines Schiefkérpers eine 
Doppelloop oder ein Ternarkérper mit assoziativer Multiplikation zugrunde 
gelegt wird. Den Konsequenzen des Hauptsatzes fiir die allgemeine Theorie 
topologischer kérperartiger Strukturen und ihren Auswirkungen auf die 
Theorie der topologischen projektiven Ebenen ist der Anhang gewidmet. Dort 
wird auch auf den Zusammenhang mit den Untersuchungen von J. Trrs [15,16] 
hingewiesen, der die scharf zweifach transitiv und stetig auf einem lokal- 
kompakten und zusammenhangenden topologischen Raum operierenden 
Transformationsgruppen bestimmte und dabei die zusammenhangenden und 
lokalkompakten Fastkérper aufs neue klassifizierte (vgl. [9, 6]). 


Hilfssatz 1. K sei eirz lokalkompakte und zusammenhiingende topologische 
Halbgruppe. G C K sei eine Untergruppe von K mit dem Neutralelement 1; ferner 
sei G beziiglich der induzierten Topologie eine topologische Gruppe, die in K dicht 
liegt’). Dann existiert eine lokalkompakte topologische Gruppe G in K, die in K 
offen ist; das Komplement J = K — G ist leer oder ein abgeschlossenes, nirgends 
dichtes Ideal in K, das genau aus den Elementen besteht, die beziiglich 1 kein 
Inverses besitzen. 

Beweis. V sei die kompakte Hiille einer in K offenen Umgebung des Neutral- 
elementes 1 von G. Ist A eine beliebige Teilmenge von G, so bezeichnen wir mit 
A-* die Menge aller Inversen der Elemente aus A. Damit ist (V / G@)-} eine 
Umgebung von 1 in G. Folglich ist U = (VAG) A (VA G)= Va(VnG@) 
eine symmetrische Umgebung von 1 in G, d. h. eine solche, die bei der Abbildung 
x» x-! auf sich abgebildet wird. Der Teilraum W = 0 = Vn (V7 G)" ist 
kompakt in K, da V kompakt ist. Er stellt aber auch eine Umgebung von 1 
in K dar: Denn ist etwa U, eine in U enthaltene und in G offene Umgebung 
von 1, so existiert eine offene Umgebung U, von 1 in K derart, daB U,= UjnG 

1) Ist G lokalkompakt, so ist @ von selbst topologisch: Vgl. z. B.: Exxis, R.: A note 
on the continuity of the inverse. Proc. Amer. Math. Soc. 8, 372—373 (1957). 
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gilt. Aber die abgeschlossene Hiille W von U enthalt U,, die Menge aller 
Adharenzpunkte in K von U,; da G in K dicht und Up offen ist, liegt jeder 
‘Adharenzpunkt von U% auch in U,. Demnach ist 0,= Uj, ¢ W; deshalb bildet 
W eine Umgebung von | in KX. Nun sei z ein beliebiges Element aus W. Dann 
gibt es eine Filterbasis § derart, daB das Netz (z,),-g auf WG = U gegen 
xz € W konvergiert. Das Netz (zj');¢g verliuft ganz in U, da U symmetrisch 
ist. Weil aber W kompakt ist, kénnen wir ein Unternetz von (2; *);¢g finden, 
das gegen ein y aus W konvergiert. Es sei nun schon (2; *);<g dieses Teilnetz. 
Dann konvergiert (x,2, ');cg einerseits gegen limg x, - limgz7!= xy, anderer- 
seits gegen 1. Also ist y Inverses von z beziiglich 1. Alle Elemente aus der 
Umgebung W von 1 in K besitzen demnach Inverse beziiglich 1 und gehéren 
somit zu der gréBten Untergruppe G von K, die 1 enthalt. Da alle konvergenten 
Unternetze des urspriinglichen Netzes (z;');-g nun notwendig gegen y = 2~' 
konvergieren und die Abbildung z+ z~' von U = WG in U stetig ist, ist 
auch deren Fortsetzung 2 > x~!= lim{z~!; z > z,z ¢ U} von W auf W stetig 
({1], Chap. I, § 6, Th. 1, S. 38), denn W ist kompakt und daher regular. Es gibt 
also infolge der Stetigkeit der Inversion in W zu jeder Umgebung A von 1 
in W eine Umgebung B von 1 in W mit B-'¢ A. Die anderen Axiome, die eine 
Filterbasis fiir die Umgebungen des Neutralelementes in einer topologischen 
Gruppe kennzeichnen ({1], Chap. III, § 1 no 2, S. 5), sind fiir G@ erfiillt, denn 
die Multiplikation ist in G als einer Unterhalbgruppe der topologischen Halb- 
gruppe K stetig, und alle Translationen in @ sind Homéomorphismen von G. 
Somit ist gezeigt, daB G eine lokalkompakte topologische Gruppe ist. Es sei 
nun g ein beliebiger Punkt aus G; dann ist g W eine Umgebung von g in G; die 
abgeschlossene Hiille gW von gW in K stimmt aber mit g W iiberein, da g W 
als stetiges Bild des kompakten Raumes W wieder kompakt ist. Mit den oben 
schon verwendeten Schliissen ist zu sehen, daB gW eine Umgebung von g in K 
ist, da G in K dicht ist. Da gW = gW in G liegt, ist @ in der Tat offen in K. 
Das Komplement J = K — G ist abgeschlossen und nirgends dicht, denn J 
kann keinen in K offenen Teilraum enthalten, weil G in K dicht ist. Ist nun das 
abgeschlossene Komplement J von G in K nichtleer, so bildet es ein Ideal in K ; 
den nicht sehr schweren Beweis findet man z. B. in [6], S. 247. 

Hilfssatz 2. Jst mit den Bezeichnungen und unter den Voraussetzungen von Hilfs- 
satz 1 der Teilraum J total unzu enhiingend, so besteht J nur aus einem Punkt. 

Beweis ((6), S. 247: (3.2)): Die Abbildung 2 — zi mit i ¢ J bildet den zu- 
sammenhangenden Raum K in den total unzusammenhangenden Raum J ab 
und ist daher konstant. Wegen li =i ist zi =i fiir alle x¢ K und i¢J. 
Entsprechend gilt iz =i fir alle 2¢ K und i¢J. Aus i,j ¢J folgt dann 
i = ij =) und damit die Behauptung. 

Definition. In Ubereinstimmung mit der in [6], S. 247: (3.3) gegebenen 
Definition nennen wir eine topologische zu enhiingende Halbgruppe dann 








punktierbar, wenn sie homogen ist, und wenn nach Entfernung eines einzigen 
Punktes eine topologische Gruppe verbleibt. Die Homogenitiit mége immer die 
Existenz zweier homéomorpher Umgebungen zweier beliebiger Punkte sichern. 











Z hangende topologische Halbgruppen 25 


In der schon mehrfach zitierten Arbeit [6] wurden die folgenden Sitze 
bewiesen, die wir hier als Hilfssatz 3 formulieren : 

Hilfssatz 3. K sei eine lokalkompakte, zusammenhiingende, punktierbare 
topologische Halbgruppe. 

a) Ist K von endlicher Dimension, so ist K isomorph entweder zur multi- 
plikativen Halbgruppe aller reellen Zahlen oder aller komplexen Zahlen oder aller 
Quaternionen. 

b) Hat K die Dimension unendlich und ist K = G {0}, so gilt Ox= 20—0 
fiir alle x ¢ K, und G enthiilt eine zur additiven Gruppe aller reellen Zahlen 
algebraisch und topologisch isomorphe Einparameteruntergruppe E und eine 
normale kompakte Untergruppe B, die direktes Produkt einer abziihlbaren Menge 
von normalen, einfachen und einfach zusammenhiingenden kompakten Lie- 
gruppen L, ist. Dabei ist G = EB und E r\ B = {1} und K ist homéomorph dem 
Produktrawm E x B. (In Wirklichkeit ist G sogar das direkte Produkt von E 
und B im gruppentheoretischen Sinne: Vgl. z. B. (4), 8. 289.) 

Das Ziel der folgenden Betrachtungen ist es nun darzutun, daB der Fall 
unendlicher Dimension mit der Homogenitatsforderung unvertraglich ist. 

Hilfssatz 4. In einer zusammenhingenden, lokalkompakten, punktierbaren 
Halbgruppe lapt sich jeder kompakte Teilraum C, der 0 enthiilt, stetig auf 0 zu- 
sammenziehen, d. h. es gibt eine stetige Abbildung f von C x [0,1], dem Produkt 
aus C und dem abgeschlossenen Intervall der reellen Zahlen zwischen 0 und 1, 
in K derart, daB f(x, 0) = x und f(x, 1) = 0 fiir alle x € C gilt. Ferner besitzt 
dann jeder Punkt in K eine Basis B,(y) aus Umgebungen, in denen sich alle 
kompakten Teilriéiume stetig auf y zusammenziehen lassen. Wir werden fiir C 
insbesondere Sphéren zu betrachten haben. 

Beweis. Wir bezeichnen mit r— e(r) den Isomorphismus, der die multi- 
plikative Gruppe aller positiven reellen Zahlen R* auf E in G abbildet, und 
zwar so, daB lim e(r) = 0 gilt. Wir setzen e(0) = 0. Die Abbildung f(x, s) = e(s) z 


r—0 


leistet dann das Verlangte, denn jeder kompakte Teilraum C von K liegt in 
einer gewissen kompakten Umgebung von 0 von der Form {0} u e((0, r9)) x B, 
ro> 0, die durch / gleichmaBig stetig auf 0 in sich zusammengezogen wird 
(vgl. [6], S.24:(3.7)). Da die Umgebungen von0 vonder Form {0} e((0, r9)) x B, 
ry > 0 eine Basis fiir den Umgebungsfilter von 0 bilden (I. c.), ist die Existenz 
der behaupteten Basen B,(y) fiir alle y ¢ K auf Grund der Homogenitét von K 
gesichert. 

Der folgende Hilfssatz ist eine leichte Verscharfung eines Lemmas aus [6], 
8. 250: (3.16); wir formulieren und beweisen ihn der Vollstandigkeit halber an 
dieser Stelle aufs neue: 

Hilfssatz 5. G sei ein projektiver Limes von abzihlbar unendlich vielen kom- 
pakten Liegruppen G,; dabei durchliéuft i die Menge N der natiirlichen Zahlen. 
Ist i <j, so bezeichne g,; den Homomorphismus von G, auf G,, und g, sei der 
Homomorphismus von G auf G, (vgl.z. B. [17], S. 23 ff. oder [10], S. 176ff.). 
Z sei eine n-Zellen-Umgebung von 1 in G,. (Wir bezeichnen die Neutralelemente 
der verschiedenen auftretenden Gruppen mit ein und demselben Zeichen 1, da keine 
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Verwechslungen daraus entstehen kénnen.) Ist m eine beliebige, aber feste natiir- 
_liche Zahl, 80 kinnen wir ohne Beschriinkung der Allgemeinheit n — dimG,>m + 1 
ansetzen. Die Umgebung g71(Z) von 1 in G bezeichnen wir mit U. Solange wir 
tiber die Zahl n frei verfiigen und sie beliebig groB wihlen kénnen, diirfen wir uns U 
8o klein denken wie wir wollen. Mit u bezeichnen wir einen von 1 verschiedenen 
Punkt von U. f sei die Nullhomotopie einer in U — {1} gelegenen (singuliren) 
m-Sphire X, die in U auf u stetig zu ngezogen wird. f ist also eine stetige 
Abbildung des Produktes S™ x [0,1] der m-dimensionalen Sphiire S™ und des 
Einheitsintervalls (0, 1] in U mit f(x, 1) = f(x, 8) = wu fiiralle x ¢ S™, s € [0,1] 
und {(S™,0) = 2. Es gibt nun eine stetige Abbildung F des Produktes 

P = 8™~x [0, 1] x [0, 1] in U mit den folgenden Eigenschajten: 

a) F(z, 8, 0) = f(z, 8) 

b) F(z, 0, r) = F(z, 0, 8), F(z, 1, r) = wu fiir alle x € 8S"; r, 8 € [0,1] 

c) F(x, 8,1) +1 fiir alle (x, 8) « S" x [0, 1). 

Die Existenz der Abbildung F bedeutet anschaulich gesprochen, daB man die 
Nullhomotopie { stetig von 1 wegschieben kann. 

Den Beweis fihren wir durch vollstandige Induktion: 

Eine Teilmenge J von natiirlichen Zahlen aus der Menge N aller natiirlichen 
Zahlen nennen wir regular, wenn fir alle i aus J eine stetige Abbildung F, 
von Ping;;}(Z) existiert, die den nachfolgend aufgefiihrten Bedingungen geniigt : 

a,) F,(z, 8, 0) = 9: (F(x, 8)) 

b,) F,(xz, 0, r) = F,(x, 0, s), F(x, 1, r) = g;(u) fiir alle x ¢ S™;r, s € [0, 1] 

c,) F,(z, 8, 1) +1 ¢€ G, fiir (x, 8) € S™ x [0, 1] 

d,) Fir alle i,j «J mit j <i gilt stets F;=g,,0 F,. 

Es gibt nun sicher einen kleinster. Index i ¢ N, fiir den g,(/(z, 0)) + 1 ist 
fiir alle z ¢ S™, sonst kénnte namlich nicht f(z, 0) + 1 in G gelten. O.B.d.A. sei 
i= 1. Den Beweis des Induktionsanfangs, daB namlich {1} eine regulire Menge 
ist, d.h., daB eine Abbildung F, mit a,)—c,) existiert, verschieben wir auf 
spater. Die regularen Mengen sind hinsichtlich der mengentheoretischen Ent- 
haltenseinsrelation induktiv geordnet. Es gibt also wenigstens eine maximale 
regulare Menge J. (Das Zornsche Lemma funktioniert im Abzahlbaren ohne 
Auswahlaxiom!) Man sieht sofort, daB mit j auch jeder kleinere Index zu J 
gehért. Um die Gleichheit J = N zu beweisen, ist jetzt noch zu zeigen, daB J 
nicht beschrankt sein kann. is sei also im Gegensatz zu dieser Annahme etwa j 
das gréBte Element von J. Nun ist G,,, ein Faserraum iiber G, als Basis mit 
dem Kern von g;;;,, als Faser. Nach Satz 11.7 aus [14], S. 54 kann die Homo- 
topie F,; in dem Teilraum h;;'(Z) der Basis in den Teilraum g;;', ,(Z) des Faser- 
raums G;,, hochgehoben werden; die Existenz einer stetigen Abbildung F, , , 
von P in G,, , mit den Eigenschaften a, , ,), b;, ), ¢;+1), dj;+,) und damit auch 
d,;,,) fir alle i<j 14Bt sich gerade auf diese Weise sichern. Wegen der 
Maximalitét von J miBte dann auch j + 1 zu J gehéren, und j ware nicht das 
groBte Element in J. Dieser Widerspruch beweist J = N. Die im Hilfssatz 
definierte Abbildung F von Pin U wird definiert durch (z,8,t)—> (F,(z,8,t)); +; 
(Es sei daran erinnert, daB der projektive Limes der G; ein Unterraum ihres 

’ Produktraumes ist.) 
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Um den noch fehlenden Induktionsanfang sicherzustellen, beweisen wir 
zunachst den folgenden 
Hilfssatz 6. Gegeben seien zwei Homotopien 
f: 8™x [0,1] + 2, f(z, 1) = f(x», 8) = u fiir alle x € S",8€[0,1) 
und 
g: S™ x (0, 1] > Z*, g(x, 1) = g(x, 8) = u fiir alle x € S™ , 8 €[0,1) 
die eine und dieselbe (singulire) m-Sphiire in einer n-Zelle Z" auf einen und 
denselben auf ihr gelegenen Punkt u stetig zu enziehen. Dann lat sich die 
eine Homotopie in die andere stetig deformieren, d.h. es existiert eine stetige 
Abbildung 





F: 8™x (0, 1] x [0, 1] + Z* 
mit 
f(x, 0,8) =f(x,s), F(x, 8,1) =g(z,8), 

F(x,0,s)=F(z,0,t) .und F(z,l,s)=u_ fiiralle 2x¢€ 8™;8,t€ [0,1]. 

Beweis. Auf dem Produkt Q = S™ x [0, 1] betrachten wir diejenige Aqui- 
valenzrelation 9, die den Teilraum T= 7, UT, mit 7,= S"x {1} und 
T= {x9} [0, 1] in einen Punkt zusammenfaBt und auf dem Restraum nur 
einpunktige Klassen hat. Es ist nicht schwer einzusehen, daB der Quotienten- 
raum Z™+!= .Q/o des Zylindermantels Q nach der Relation 0, die alle Punkte 
des einen Mantelrandes 7, und einer Erzeugenden 7’, des Zylindermantels 
identifiziert, einer m + 1-Zelle homéomorph ist. Die Abbildung (z, s) > o(z, 8) 
bildet Q stetig auf den Quotientenraum ab. Da / auf ganz 7 konstant gleich u 
ist, 14Bt sich f in eindeutiger Weise zerlegen in der Form /{ = f'0g, wobei 
f’(o(x, 8)) = f(z, 8) gesetzt ist. Ebenso 1a8t sich g darstellen in der Form 
g=g'0o: S™~x [0,1] + Z"+!-+ Z*. Wir suchen nun eine stetige Abbildung 
F,:Z™*1x (0, 1] > Z* mit 


Fy(y, 0) = f'(y), Foly, 1) =9'(y), 
Fy(y, 8) = Fy(y,t), falls y=o(z,0) mit x¢€ 8", 
Fy(y, s)=u falls y=o(T,s) mit s¢€ [0,1]. 


Gegeben ist demnach eine stetige, auf dem Rand der m + 2-Zelle Z"™*! x [0, 1] 
definierte Abbildung mit Werten in der n-Zelle Z" und gesucht ist eine stetige 
Fortsetzung F, dieser Abbildung ins Innere der m + 2-Zelle. Eine solche 
Fortsetzung ist aber immer mdglich, da simtliche Homotopiegruppen einer 
n-Zelle, insbesondere die m + 1-te, trivial sind. Die Abbildung F definieren 
wir durch (z, 8, t) > F,(o(z, 8), t); sie leistet das Verlangte. 

Der folgende Hilfssatz fiillt die Liicke, die im Beweis des Hilfssatzes 6 am 
Induktionsanfang noch offen geblieben war. 

Hilfssatz 7. Ist Z eine n-Zelle und 1 ein beliebiger Punkt aus ihr, so kann 
jede Nullhomotopie einer m-Sphire, die in Z — {1} liegt und in Z auf einen ihrer 
Punkte zusammengezogen wird, stetig so deformiert werden, da sie 1 nicht mehr 
iiberstreicht, falls m < n + 2. Ist also f: S™ x [0, 1] > Z mit f(z, 1) = u+ 1 die 
erwiihnte Nullhomotopie, so gibt es eine stetige Abbildung F, : S" x [0,1] x [0,1] +Z 
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derart, daB F,(x, 8,0) = f(x, s), F,(x, 0,8) = F,(x,0,t) und F,(zx, 1,8) = u, 
. und schlieBlich F(x, 8, 1) + 1 fiir alle x € 8S"; r, 8 € (0, 1] gilt. 

Beweis. Z— {1} ist homotop aquivalent zu S"-1. Die m-ten Homotopie- 
gruppen von Z — {1} sind also trivial, falls nur m < n — | gilt. Eine m-Sphare 
in Z— {1} 1aBt sich also sicher in Z— {1} homotop auf u +1 zusammen- 
ziehen. Eine Homotopie, die solches leistet, heiBe g. Dann erfiillen / und g die 
Voraussetzungen von Hilfssatz 6, da es natiirlich belanglos fiir unsere Homo- 
topiebetrachtungen ist, ob Z abgeschlossen oder offen angenommen wird und Z 
also als homéomorph zu einem euklidischen Raum angenommen werden kann. 
Der Hilfssatz 6 beweist den Rest. 

Im folgenden kehren wir zu den Hilfsséitzen 3 und 4 und deren Bezeich- 
nungen zuriick. 

Hilfssatz 8. K = {0} UEB sei eine unendlichdimensionale, lokalkompakte, 
zusammenhingende, punktierbare Halbgruppe. Zu jeder festen natiirlichen Zahl 
m und zu jedem Punkt y € K gibt es eine Basis B,(y) aus Umgebungen U, die 
die folgende Eigenschaft aufweisen: 

U enthilt beliebig kleine Umgebungen V von y derart, daB jede in V — {y} 
gelegene, einen beliebigen festen Punkt uaus V'— {y} enthaltende m-Sphiire sich 
in U — {y} homotop auf u zusammenziehen lapt; dabei ist V' eine gewisse, in U 
gelegene Umgebung von y. 

Beweis. Es gibt nach Hilfssatz 5 beliebig kleine Umgebungen von 1 mit den 
dort beschriebenen Eigenschaften. Infolge der Homogenitaét von K kénnen wir 
annehmen, daB es eine zu U homéomorphe Umgebung U, von 0 gibt. Diese 
enthalt gemaB Hilfssatz 4 eine Umgebung W,, in der sich alle kompakten Teil- 
raume auf 0 homotop zusammenziehen lassen. AuBerdem denken wir uns die 
Umgebung W, so klein gewahlt, da8 fiir ihr Urbild W in U noch die Beziehung 
WW ¢ U gilt. Wir wahlen ein von 1 verschiedenes Element u aus V’ = Inneres 
von W -\ W-' und bezeichnen Wu mit V. Natiirlich enthalt Wu das Element 
u~tu = 1 im Inneren. Jede m-Sphare, die u enthalt und in V — {1} liegt, laBt 
sich jetzt in V und dann wegen Hilfssatz 5 infolge der Beziehung VC WWCU 
auch in U — {1} auf w homotop zusammenziehen. Die Homogenitéit von K 
stellt sicher, daB nicht nur der Punkt 1, sondern jedes beliebige Element y ¢ K 
ein solches Tripel von Umgebungen U, V, V’ innerhalb jeder vorgeschriebenen 
Umgebung von y enthilt. 

Hilfssatz 9. B sei ein direktes Produkt von abzihlbar unendlich vielen ein- 
fachen und einfach zusammenhiingenden kompakten Liegruppen L;,i=1,... . 
Dann gibt es in B und etwas allgemeiner sogar in jeder Umgebung V von 1 und 
jedem Punkt u € V eine geeignete m-Sphiire, die sich in keinem Oberraum von V 
in B homotop auf u zusammenziehen lat. 

Beweis. Jede Umgebung V von 1 enthalt das kanonische Bild einer vollen 
Komponente L, des Produktraumes B = [] {L,; i = 1, . . .}. Die einfache und 
einfach zusammenhangende kompakte Liegruppe L, besitzt sicher nicht lauter 
triviale Homotopiegruppen. Die ersten zwei Homotopiegruppen von L, sind 
namlich trivial (fiir die zweite vgl. [2] oder [13], S. 29). Nach dem Isomorphie- 
satz von Hurewicz (s. z. B. [14], S. 79) sind die ersten nichttrivialen Homo- 
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topiegruppen und Homologiegruppen (im singuléren Sinne) von gleicher 
Dimension und sind isomorph. Nun hat aber jede kompakte Liegruppe sicher 
nichttriviale Homologiegruppen (s. z. B. [7]). Ist also nun u = (u,),_,,... ein 
beliebiger Punkt aus V, so liegt in dem Unterraum L = {u,}x--- x {u;_,} 
x L,; x {uj,,} +++ von V eine gewisse m-Sphare, die u enthalt und in L nicht 
auf u homotop deformiert werden kann. Eine solche Deformation ist aber auch 
in jedem Oberraum von L in dem Produkt B unméglich; wire eine solche in 
einem gewissen Oberraum namlich erreichbar, so miiBte bei Projektion der 
Homotopie in den Unterraum LI dort eine Deformation entstehen, wie sie 
gerade in L unméglich ist. 

Hilfssatz 10. K = {0} UEB sei eine wnendlichdimensionale, lokalkompakte, 
zusammenhingende, punktierbare Halbgruppe. Dann besitzt jeder Punkt y ¢ K 
eine Umgebungsbasis B,(y) von Umgebungen U mit der folgenden Eigenschaft : 
Wie auch eine Umgebung V von y ausgesucht wird, die in U enthalten ist, so gibt 
es zu jedem Punkt u aus W — {y} mit einer gewissen, im iibrigen beliebig klein 
wihlbaren Umgebung W ¢ V eine in V —{y} gelegene m-Sphiire, die sich in 
keinem Oberraum von W — {y} in K — {y} homotop auf u zusammenziehen lift. 
Die natiirliche Zahl m, die die Dimension der Sphire angibt, hiingt allein von den 
Faktoren L,; von B ab, nicht aber von den Umgebungen U, V, W. 

Beweis. Mit Hilfe der in Hilfssatz 4 erklarten Abbildung r + e(r) vom Raum 
der nichtnegativen reellen Zahlen auf Z in K — {0} definieren wir die Um- 
gebungen U aus %,(0) durch die Festsetzung U = {0} _ e((0, 1/n)) x B, wobei n 
die simtlichen natirlichen Zahlen durchlaufe. Ist U eine solche Umgebung, 
etwa {0} U e((0, 1/k)) x B, so ist fir jede in U enthaltene Umgebung V von 0 
der Raum V — {0} ein Teilraum des Produkts e((0, 1/k)) x B, der einen Teilraum 
W — {0} der Form e((0, 1/h)) x B enthalt. Ist nun (v, u) ein Punkt aus W — {0}, 
so gibt es in B nach Hilfssatz 9 eine u enthaltende (singulare) m-Sphare 2, 
die sich in B nicht auf u homotop zusammenziehen l48t. In W — {0} liegt 
dann die m-Sphare {v} x 2, die sich in keinem Oberraum von W — {0}, der in 
K — {0} = e((0, 0))x B liegt, auf (v,u) stetig zusammenziehen lBt, da 
anderenfalls die Projektion in B eine nicht mégliche stetige Deformation von Y 
auf u liefern miBte. 

Die Hilfssétze 8 und 10 sind nun miteinander unvertraglich : Die natiirliche 
Zahl m, die in Hilfssatz 10 auftritt, sei festgehalten. Nun sei zu m nach Hilfs- 
satz 8 eine Umgebung U aus %, (y) gewahlt, die in einer Umgebung aus B,(y) 
(Hilfssatz 10) enthalten ist. Wir wihlen V ¢ U und V‘¢ U gem&B Hilfssatz 8 
und W zu U und V gem&8 Hilfssatz 10. Ferner suchen wir nun ein &@ aus 
V’ ~\ W —{y}. Dann gibt es nach Hilfssatz 10 eine in W — {y} enthaltene und 
den Punkt w umfassende m-Sphare, die in keinem Oberraum von W — {y} in 
K — {y} homotop auf u zusammenziehbar ist. Andererseits ist jede in V — {y} 
enthaltene m-Sphare nach Hilfssatz 8 in U — {y} homotop auf y zusammen- 
ziehbar. Damit sind wir bei einem Widerspruch angelangt. Dadurch ist be- 
wiesen, daB eine. lokalkompakte, zusammenhangende, unendlichdimensionale 
topologische Halbgruppe, in der nach Entfernung eines einzigen Punktes eine 
topologische Gruppe ubrig bleibt, nicht homogen sein kann. Nach Hilfssatz 3 
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ist also eine lokalkompakte, zusammenhangende, punktierbare topologische 
Halbgruppe zu einer der Multiplikationshalbgruppen eines der klassischen 
Pontrjaginschen lokalkompakten, zusammenhangenden Schiefkérper isomorph. 
Unter Verwendung der Hilfssitze 1 und 2 laBt sich die Voraussetzung der 
Punktierbarkeit noch ein wenig abschwachen; man braucht namlich dann nur 
eine lokalkompakte, zusammenhangende, homogene topologische Halbgruppe 
vorauszusetzen, in der eine in der induzierten Topologie topologische Gruppe 
dicht ist, und in der die simtlichen beziiglich des Neutralelements 1 der Unter- 
gruppe nicht symmetrischen Elemente (also die Elemente, die beziiglich 1 kein 
Inverses besitzen) einen total unzusammenhangenden Raum bilden. Damit ist 
der in der Einleitung formulierte Hauptsatz bewiesen. 

Anhang. Unter einer Doppelloop (K,+,-) versteht man eine algebraische 
Struktur mit zwei Verkniipfungen, der ,, Addition” (x, y) > x + y und der ,,Multi- 
plikation“ (x, y) > xy mit folgenden Eigenschaften: 

-a) (K, +) ist eine Loop mit dem Neutralelement 0 . 

b) (K — {0}, -) ist eine Loop mit Neutralelement 1. 

c) Ox = 20 = 0 fiir alle x¢ K. 

Fiir alle folgenden, nur die Multiplikation betreffenden Aussagen wiirde es 
geniigen, statt a)—c) nur zu fordern . 

a’) a+ «= b hat fir alle a, b ¢ K eine eindeutig bestimmte Lésung 

b’) Es gibt ein Element 0, so daB (K — {0}, -) eine Loop ist. 

Eine topologische Doppelloop ist eine Doppelloop, auf deren Punktmenge 
eine Topologie erklart ist, beziiglich der alle Verkniipfungen stetig sind ein- 
schlieBlich ihrer Auflésungen, sofern diese definiert sind. Die Struktur der 
lokalkompakten, zusammenhangenden topologischen Doppelloops, in denen 
die Addition oder die Multiplikation assoziativ ist, laBt sich u. a. unter Ver- 
wendung unseres Hauptsatzes ziemlich genau angeben, zumindest, was die 
topologische Struktur betrifft. Eine lokalkompakte, zusammenhangende topo- 
logische Doppelloop mit assoziativer Multiplikation ist homéomorph einem der 
euklidischen Raume R!, R? oder R¢ und ihre Multiplikation ist die Multiplikation 
eines der klassischen Pontrjaginschen Schiefkérper. Ist die Additionsstruktur 
einer lokalkompakten, zusammenhangenden topologischen Doppelloop eine 
Gruppe, so ist diese Gruppe homéomorph einem Produkt R" x C eines eu- 
klidischen Raumes R" und einer kémpakten, einfach zusammenhangenden 
topologischen Gruppe C. (Vgl. [6], (3.6), (1.1).) C darf aber nur aus einem 
Punkt bestehen, denn in K ist jeder kompakte Teilraum auf 0 stetig zusammen- 
ziehbar; der Beweis dieser Tatsache beruht darauf, daB jede lokalkompakte, 
zusammenhangende topologische Doppelloop kurvenzusammenhangend ist, so 
da8 der Beweis von Hilfssatz 4 eine Verallgemeinerung zulaBt, bei der die in 0 
einlaufende Einparametergruppe durch einen beliebigen Jordanbogen oder 
auch nur durch eine stetige Kurve ersetzt wird. Man kann die erwahnte Be- 
hauptung auch dadurch beweisen, daB K eine homogene Einpunktkompaktifi- 
zierung hat ([6), (3.8)), wahrend das bei R" x C nur dann zutrifft, wenn C 
trivial ist, was man nach einem von SaLzMANN in [12], S. 452ff. gegebenen 
Verfahren einsieht, das mit dem beim Beweis unseres Hauptsatzes betretenen 
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Weg eine gewisse Verwandtschaft zeigt. Also ist K auch in diesem Fall ein 
euklidischer Raum. K — {0} ist dann homotopiedquivalent zu einer Sphare, 
die infolge der auf K — {0} definierten Multiplikation ein Hopfraum ist; die 
Multiplikation liefert eine Abbildung von K — {0}x K — {0} auf K — {0}, 
weswegen nach dem Satz von Apams®) iiber die Spharen, die Hopfriume sind, 
die Dimension von K notwendig 1, 2, 4 oder 8 wate muB. Damit gilt der 

Satz, Ist in einer lokalkompakten, zu nden topologischen Doppel- 
loop K die Addition oder die Multiplikation assoziativ, so ist K homéomorph 
einem euklidischen Raum der Dimension 1, 2, 4 oder 8. Im Fall assoziativer 
Multiplikation entfallt die Dimension 8. 

In einer topologischen projektiven Ebene gewinnt man durch Einfiihrung 
von Koordinaten einen topologischen Koordinatenternarkérper, aus dem sich 
(im allgemeinen auf mannigfache Weise) durch Spezialisierungen der ternaéren 
Verkniipfung eine topologische Doppelloop gewinnen l48t. Uber die geome- 
trischen Begriffe gibt hier wie im folgenden das Buch von Pickert [11] Aus- 
kunft. Hat man nun in einer projektiven Ebene ein Geradendreigewebe mit 
nichtkollinearen Tragerpunkten, in dem die Reidemeisterbedingung erfiillt ist, 
so findet man immer einen Koordinatenternarkérper mit assoziativer Addition. 
Existiert ein Reidemeister-Dreigewebe mit kollinearen Tragerpunkten, so gibt 
es einen Koordinatenternaérkérper mit assoziativer Multiplikation. Da eine 
projektive Ebene entweder zusammenhdangend oder total unzusammenhangend 
ist und jede durch Entfernung einer Geraden aus ihr entstehende affine Ebene 
der Produktraum zweier Geraden ist, haben wir unter Verwendung des oben- 
genannten Ergebnisses den 

Satz, Gibt es in einer lokalkompakten (und dann sogar kompakten), nicht 
total unzusammenhiingenden topologischen projektiven Ebene wenigstens ein 
Dreigewebe, in dem die Reidemeisterbedingung gilt, so ist die Ebene endlich- 
dimensional, und zwar ist jede ihrer affinen Ebenen einem euklidischen Raum der 
Dimension 2, 4,8 oder 16 homéomorph. Hat das Dreigewebe nichtkollineare 
Trigerpunkte, so entfallt die Dimension 16. 

In zwei Arbeiten (15, 16] hat J. Trrs diejenigen lokalkompakten, zusammen- 
hangenden topologischen Transformationsgruppen 7’ bestimmt, die auf einem 
topologischen Raum K scharf zweifach transitiv und stetig operieren (also jedes 
Punktepaar aus K durch genau eine Transformation der Gruppe in ein ge- 
gebenes anderes in stetiger Abhangigkeit von allen Argumenten iiberfihren). 
Dabei sind die Methoden der von H. FREUDENTHAL entwickelten Endentheorie 
(s. z. B. [3]) verwendet worden. Der von uns in [6] bewiesene Hilfssatz (3.12) 
laBt sich z. B. ebenfalls unmittelbar aus einem Satz von FREUDENTHAL (([4], 
S. 289) gewinnen, der im Rahmen der Endentheorie entwickelt wurde. Die 
Titsschen scharf zweifach transitiven Transformationsgruppen gestatten in 
ihrem Wirkraum K die Einfiihrung von zwei Verkniipfungen (z, y) > z+ y 
und (2, y) > xy, beziiglich derer (K, +, +) ein sogenannter Pseudokérper wird 
(s. [15], S. 216), der die oben angegebenen Bedingungen a’) und b’) jedenfalls 





2) S. Apams, J. F.: On the nonexistence of elements of Hopf invariant one. Bull. 
Amer. Math. Soc. 64, 279—282 (1958). 
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erfiillt, dariiber hinaus aber vor allem auch eine assoziative Multiplikation hat. 
Durch unseren Hauptsatz ist damit (KX, -) schon eindeutig festgelegt, und zwar 
ohne Abzahlbarkeitsvoraussetzungen. In den Satzen 5 von [15, 16] darf das 
erste Abzahlbarkeitsaxiom weggelassen werden, so daB damit also jeder lokal- 
kompakte, nicht total unzusammenhangende topologische Pseudok6érper einer 
der Kalscheuerschen Fastkérper ist (vgl. [9, 6]). Einige der von mir in [5] 
gegebenen Satze iiber distributive Doppelloops (oder Divisionsneoringe) haben 
infolge der Entbehrlichkeit der Voraussetzung endlicher Dimension folgende 
Verallgemeinerungen : 

Eine distributive topologische Doppelloop werde als ein Neokérper mit 
klassischer Multiplikation bezeichnet, wenn seine Multiplikationsstruktur der 
multiplikativen Halbgruppe des K6rpers der reellen Zahlen, des Kérpers der 
komplexen Zahlen oder des Schiefkérpers der Quaternionen isomorph ist. Dann 
gilt: Jede lokalkompakte, nicht total unzusammenhiingende topologische dis- 
tributive Doppelloop besitzt als Kern einen Neokérper mit klassischer Multi- 
plikation. Mit diesem stimmt sie iiberein, wenn die Multiplikation von vorneherein 
assoziativ vorausgesetzt wird (vgl. [5], (3.19)). 

Hat die Doppelloop dariiber hinaus eine diassoziative Addition (d. h. erzeugen 
immer zwei Elemente eine additive Gruppe), so ist der Kern einer der klassischen 
Schiefkérper. Insbesondere ist also jeder lokalkompakte, nicht total unzusammen- 
hiingende topologische Neokérper mit diassoziativer Addition einer der klassischen 
Schiefkérper. 
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Uber das Auftreten von Holomorphie- und Meromorphie- 
gebieten, die nicht holomorph-konvex sind 
Von 


GUNTER ScHEJA in Minster (Westfalen) 


Einleitung 


Von komplexen Raéumen wei8 man definitionsgem&8 im allgemeinen nur, 
daB sie im Lokalen starke analytische Eigenschaften haben, da sie lokal nichts 
anderes sind als die von holomorphen algebroiden Funktionselementen er- 
zeugten verzweigten Uberlagerungen von Teilgebieten aus komplexen Zahlen- 
raumen'). Méglichkeiten zu globalen analytischen Konstruktionen in aus- 
reichendem MaBe sind daher nicht einschrinkungslos gegeben; wichtige 
globale Eigenschaften besitzen die holomorph vollstandigen Raume?), die sich 
wie folgt angeben lassen: Ein zusammenhangender*) komplexer Raum X heiBt 
holomorph vollstindig, wenn er sich als Gebiet tiber einem komplexen Zahlen- 
raum €* konkretisieren l48t und wenn er holomorph-konvex ist. Dabei heiBt X 
iiber dem (" konkretisierbar, wenn es eine globale holomorphe Abbildung ® 
von X in den (* gibt, die X in der Umgebung eines jeden Punktes im oben er- 
wahnten Sinne einem Teilgebiet des (* tiberlagert; X heiBt holomorph-konvez, 
wenn es zu jeder unendlichen diskreten Punktmenge in X eine globale holo- 
morphe Funktion gibt, die auf dieser Punktmenge unbeschrankt ist. Jeder 
holomorph vollstaéndige Raum X ist holomorph-separabel (d.h. zu je zwei 
Punkten 2,, z,¢€ X, 2,+ 2,, gibt es eine globale holomorphe Funktion / mit 
f{(x,) + /(x_)) und geniigt den als Theoreme A und B von H. Cartan und 
J. P. Serre bekannten globalen Satzen der Funktionentheorie. 


Spezielle komplexe Raume sind diejenigen konkreten Gebilde iber einem 
(", die man in bekannter Weise als Existenzgebiete von holomorphen und 


1) Der Begriff des komplexen Raumes ist noch weiter verallgemeinert worden; wir be- 
trachten hier ausschlieBlich Raume, die in der neuen Terminologie normale komplexe 
R&ume genannt werden. Normale komplexe Raume wurden zuerst von H. BennkKe und 
K. Srern [3] und von H. Cartan [5] in verschiedenen Definitionen eingefiihrt, die sich als 
aquivalent erwiesen: S. H. Gravert u. R. Remmert [11]. 

?) Zur Einfiihrung der holomorph vollstandigen Raume und zu ihren Eigenschaften, 
die fiir uns im folgenden wichtig werden, siehe H. Gravert [8]. 

*) Der Einfachheit halber werden wir viele Aussagen nur fiir zusammenhangend 
Raume formulieren; das ist keine wesentliche Einschrankung. 
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meromorphen Funktionen konstruiert: Holomorphiegebiete und Meromorphie- 
gebiete*). Nimmt man aus einem solchen Gebiet (X, ®) alle Punkte heraus, in 
denen die Projektion ® nicht lokaltopologisch ist, so erhalt man ein unver- 
zweigtes Holomorphiegebiet (bzw. Meromorphiegebiet). Lange Zeit wurden 
tiberhaupt nur unverzweigte Gebiete tiber dem Zahlenraum untersucht; als 
grundlegendes Ergebnis dariiber ist ein Theorem von K. Oxa [12] zu nennen, 
nach dem bei einem unverzweigten Holomorphiegebiet — bzw. bei einem 
unverzweigten Meromorphiegebiet — (X, ®) der Raum X holomorph-konvex 
und damit holomorph vollstandig ist. Dieser Satz lieB sich nicht auf die ver- 
zweigten Holomorphiegebiete und Meromorphiegebiete iibertragen ; H. GRAUERT 
und R. REMMERT [10] gaben namlich ein verzweigtes Holomorphiegebiet 
(B", ®) iiber jedem (*, n = 3, an, bei dem B" nicht holomorph-konvex ist. 
Damit war herausgestellt, daB die abstrakten holomorph vollstandigen Raume 
bei Konkretisierungen eine engere Klasse von Raumen ergeben als die ver- 
zweigten Holomorphiegebiete. 


In der vorliegenden Arbeit wird nun ein allgemeines Verfahren aufgezeigt, 
Holomorphiegebiete und Meromorphiegebiete zu konstruieren, wobei man in 
der Wahl der zugrunde liegenden Gebiete soviel Freiheit hat, auch nicht- 
holomorph-konvexe Holomorphiegebiete und Meromorphiegebiete von der- 
selben Art wie (B", ®) zu erzeugen. Es steht zu vermuten, daB dieses Verfahren 
das Auftreten von Holomorphiegebieten und Meromorphiegebieten tiberhaupt 
charakterisiert. 


Die Einzelheiten der Ergebnisse werden im nachfolgenden Abschnitt samt 
einer kurzen Erlauterung der dazu nétigen Begriffe und Satze aus der Funk- 
tionentheorie dargestellt; die darauffolgenden Abschnitte sind den einzelnen 
Beweisen in weitgehend unabhangiger Weise gewidmet. 


1. Gesamtdarstellung 


Wir wollen zunachst naher auf die Konkretisierungen komplexer Raéume 
eingehen. 

Wir nennen ein Paar (X, ®) ein Gebiet iiber dem €" (oder: ein Riemannsches 
Gebiet, wenn es nicht auf die Kennzeichnung der Dimension n ankommt), 
wenn X ein zusammenhangender 7',-Raum ist und ®| X + (* eine Abbildung 
derart, daB jeder Punkt x ¢ X eine (offene) Umgebung U besitzt, so daB U 
beziiglich ® eine analytisch-verzweigte Uberiagerung eines Teilgebietes G = ®(U) 
des (* ist; das bedeutet, daB ® stetig und eigentlich ist, nur diskrete Fasern 
in U hat und auBerhalb einer nirgends zerlegenden Menge ®-!(A) ~\ U — A eine 
analytische Menge in G, A + G — in U lokaltopologisch abbildet. Ein Punkt 
x € X heiBt Verzweigungspunkt des Gebietes (X, ®), wenn ® keine Umgebung 
von 2x topologisch abbildet. Es ist ein topologisches Resultat, daB X beim 
Gebiet (X,®) notwendig eine abzahlbare Basis fiir seine Topologie besitzt. 


*) Hierzu und zum nachstfolgenden siehe H. Bennxe [1]. 
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(Normale) komplexe Raéume kénnen lokal durch analytisch-verzweigte 
Uberlagerungen gegeben werden; bei sich iiberschneidenden lokalen Dar- 
stellungen hat man analytische Vertraglichkeitsbedingungen. Im Falle eines 
Gebietes (X, ®) sind diese Vertraglichkeitsbedingungen trivialerweise erfiillt ; 
X ist daher auf natiirliche Weise als komplexer Raum aufzufassen ; der topolo- 
gische Raum X tragt auch nur eine komplexe Struktur, beziiglich der die 
Projektion ® eine holomorphe Abbildung ist). 

Wird der komplexe Raum X durch eine holomorphe Abbildung @ in einen 
Zahlenraum so abgebildet, daB (X,®) ein Riemannsches Gebiet ist, dann 
nennen wir ® eine (verzweigte) Konkretisierung von X. Die Konkretisierung 
heiBt unverzweigt, wenn ® lokaltopologisch ist. Jede Faser ®-1(g) der Ab- 
bildung @ ist eine diskrete Punktmenge in X ; dieses ist schon ein notwendiges 
und hinreichendes Kriterium fir Konkretisierungen: H. GRavErRtT hat gezeigt : 
Bildet ® den zusammenhangenden komplexen Raum X der Dimension n 
holomorph so in den €* ab, daB jede Faser ®-"(3), 4 ¢ (", diskret ist, dann ist 
(X, ®) ein Gebiet tiber dem (**), Diese Konkretisierungsbedingung fir X laBt 
sich noch weiter abschwiachen. Gibt es zu jedem Punkt x des zusammen- 
hangenden komplexen Raumes X eine Umgebung U und endlich viele holo- 
morphe Funktionen /,,...,f,, derart, daB die holomorphe Abbildung 
(fy » «> fy) |X +» @ in U nur diskrete Fasern hat (wobei k von xz abhangig sei 
und nur der notwendigen Bedingung k = n= dim(X) geniigt; X heiBt 
K-vollsténdig), dann la8t sich eine Konkretisierung ®| X + (* konstruieren’). 

Nun sind Holomorphiegebiete und Meromorphiegebiete zu definieren. Dazu 
hat man bei Gebieten tiber einem (* zu erkléren, wann eines im anderen 
,enthalten“ ist. Das Gebiet (X,,®,) heiBt gréfer als das Gebiet (X,, P,), 
wenn es eine stetige und spurpunkttreue Abbildung o| X,— X, gibt (Spur- 
punkttreue: ®, 0 o= ®,); o ist dann eine offene und holomorphe Abbildung; 
falls o auBerdem eineindeutig-auf abbildet, sind (X,,®,) und (X,, ®,) dqui- 
valent. Insbesondere 14Bt sich nun der Begriff der holomorphen Fortsetzung 
definieren : Die holomorphe Funktion /, auf X, heiBt iiber o (nach X, holomorph) 
fortsetzbar, wenn es auf X, eine holomorphe Funktion /, gibt mit /, 0 o= f,. 
Diese Definition stimmt, falls X,¢ X, und o| X,— X, die Injektion ist, mit 
der natiirlichen iiberein; denn dann ist /, die Beschrankung von /, auf X,. — 
Jetzt kann man kurz sagen: Ein Gebiet (X, ®) hei&Bt Holomorphiegebiet der 
Funktion /, wenn / auf X holomorph ist und in kein zu (X, ®) nicht aqui- 
valentes gréBeres Gebiet fortsetzbar ist; existiert auf (X,®) wenigstens ein / 
dieser Art, dann hei8t (X,®) Holomorphiegebiet schlechthin. Analoge De- 
finitionen hat man bei meromorphen Funktionen. 

Das von H. Gravert und R. Remmert in [10], § 4, angegebene Beispiel 
eines nicht-holomorph-konvexen Holomorphiegebietes (B", D), n = 3, ist einfach 








) Eine ausfiihrliche Definition der komplexen Raume und der Riemannschen Gebiete, 
wie wir sie hier verwenden, sowie die Einfiihrung der analytischen Begriffe (Holomorphie, 
analytische Menge, . ...) findet sich in [10], § 1 und § 3. 

*) H. Gravert [8], Satz 13. 

") H. Gravert [8], Satz 12. 

3* 
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darzustellen: Es seien K ein Kreis um 0 mit dem Radius d < 1 in der kom- 
. plexen z,-Ebene und B" := K x {C*— 0}, k:= n — 1; weiter sei ® die folgende 
Abbildung: 
2 = %q(%+ °° * + %) 
go.) = + aaa 


2f — (1 + a4%)z, 


wobei z,,...,2, Koordinaten des (*, z,...,z, Koordinaten des ("= (*+! 
und a,,...,@, paarweise voneinander verschiedene komplexe Zahlen vom 
Betrage 1 seien. ® ist holomorph und besitzt nur diskrete Fasern: Uber jedem 
Punkt des (" kénnen beziiglich ® héchstens k Punkte liegen. Also ist (B", D) 
ein Gebiet tiber dem (€*. B" ist sicher nicht holomorph-konvex, da sich alle 
holomorphen Funktionen von B" beziiglich der trivialen Konkretisierung 
Bec (* itiber die héchstens (n — 2)-dimensionale analytische Menge 
E := {z,= +++ = 2% = 0} in das holomorph-konvexe Teilgebiet Br := K x C* 
fortsetzen lassen*). ® setzt sich zu einer holomorphen Abbildung |B" — (" 
fort, die die gesamte Menge E auf 0 ¢ (* abbildet. Daher besitzt (B", ®) bis 
auf Punkte iiber 0 ¢ (" ,,denselben Rand“ wie B"¢ €", und jede auf dem 
ganzen Rand von B"c (* singulare Funktion wird auch auf dem ganzen 
,.Rand“ von (B*, ®) singular; deshalb ist (B", ®) — beziiglich der Konkreti- 
sierung ® — ein Holomorphiegebiet. 

An diesem Beispiel ist zu sehen, daB die Méglichkeit fiir das Auftreten 
nicht-holomorph-konvexer Holomorphiegebiete an dem Zulassen verzweigter 
Konkretisierungen liegt und nicht durch das Vorhandensein nicht-uniformi- 
sierbarer Punkte in den konkretisierten Raumen bedingt ist; denn B* enthalt 
ja nur uniformisierbare Punkte. 

Charakteristisch fiir das Auftreten der nicht-holomorph-konvexen Holo- 
morphiegebiete ist nun, da8 eine Abbildung in einer niederdimensionalen 
Menge entartet: & im obigen Beispiel. Dazu die folgende Definition: Eine 
holomorphe Abbildung ® des zusammenhangenden komplexen Raumes X in 
einen (* heiBt eine Fast-Konkretisierung von X, wenn @ auf einer offenen 
nichtleeren Teilmenge U von X nur diskrete Fasern hat. Aus einem Satz von 
R. REMMERT®) folgt: Ist ® eine Fast-Konkretisierung von X, dann gibt es eine 
analytische Menge Z in X, so daB ® im Teilgebiet X — HZ von X nur diskrete 
Fasern hat; jede offene Teilmenge U von X, auf der ® diskrete Fasern besitzt, 
ist in X — E enthalten; EZ besitzt keine isolierten Punkte. Wir nennen E die 
Entartungsmenge der Fast-Konkretisierung ®. Beispiel: ® ist eine Fast- 
Konkretisierung von 8" mit der Entartungsmenge £ (s. o.). — Es gilt nun: 

Satz 1: Es seien X ein zusammenhéngender holomorph vollstindiger kom- 
plexer Raum der Dimension n und ® eine Fast-Konkretisierung von X iiber dem 
(* mit der Entartungsmenge E. Dann gibt es eine holomorphe Funktion { auf 


*) Siehe H. Beunxe u. P. THULLEN [4], Kapitel 6. 
*) R. Remmer:: [13], Satz 18. 
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X—E, die das Gebiet (X, ®):=(X — E,&|X — E) zum Holomorphiegebiet 
und dariiber hinaus zum Meromorphiegebiet hat). 

Falls Z nicht leer und etwa héchstens (n — 2)-dimensional ist, lassen sich 
alle holomorphen Funktionen von X = X — E nach X fortsetzen, so daB dann 
in (X,@®) unter den vorliegenden Voraussetzungen ein nicht-holomorph- 
konvexes Holomorphiegebiet (bzw. Meromorphiegebiet) vorliegt. 

Betrachtet man nur Konkretisierungen ®, d. h. Z = @, so erhilt man aus 
Satz 1 die Aussage, daB ein zusammenhangender holomorph vollstandiger 
Raum bei beliebiger Konkretisierung Holomorphiegebiet und zugleich Mero- 
morphiegebiet einer holomorphen Funktion ist; beispielsweise ist jedes un- 
verzweigte Holomorphiegebiet ein Holomorphiegebiet schlechthin. 

Die Voraussetzungen von Satz 1 lassen sich in weitlaufiger Weise realisieren, 
da man Fast-Konkretisierungen mit vorgegebenen Entartungsmengen kon- 
struieren kann: 

Satz 2: Es seien Y ein zusammenhingender holomorph vollstindiger Raum 
und E eine analytische Menge in Y, E + Y, die keine isolierten Punkte enthilt. 
Dann gibt es eine Fast-Konkretisierung von Y, deren Entartungsmenge mit E 
iibereinstimmt"). 

Hinzuzufigen ist, daB nach dem oben angegebenen Schema (im AnschluB 
an Satz 2) keine 2-dimensionalen nicht-holomorph-konvexen Holomorphie- 
gebiete und Meromorphiegebiete konstruiert werden kénnen. Falls namlich 
E = 8 héchstens (nm — 2)-dimensional sein soll, dann kann Z hier nur 0-di- 
mensional sein und somit aus einer diskreten Punktmenge bestehen; die Ent- 
artungsmenge einer holomorphen Abbildung besitzt aber keine isolierten 
Punkte! 

Es bleibt ferner die Méglichkeit, nach Satz 1 und Satz 2 ein 2-dimen- 
sionales nicht-holomorph-konvexes Holomorphiegebiet und Meromorphie- 
gebiet (X,®) zu gewinnen, indem man E ¢ X 1-dimensional so wahit, daB 
X = X — E nicht holomorph-konvex ist. Bisher ist es noch nicht gelungen, 
einen solchen Fall X, ZF anzugeben; und es scheint, da8 dies prinzipiell nicht 
mOglich ist?*). 

Es besteht nun die Frage, ob nach Satz 1 alle Holomorphiegebiete und 
Meromorphiegebiete erzeugt werden kénnen. Hier ist nun zu vermuten, daf 
Satz 1 in der Tat ein charakteristisches Erzeugungsprinzip angibt. Wir wollen 
diese Vermutung — zumindest im Rahmen dieser Arbeit fiir Holomorphie- 
gebiete — stiitzen, indem wir das Problem auf eine andere, bisher ungeléste, 
aber — wie angenommen wird — positiv zu beantwortende Frage zuriick- 
fiihren. 

Das Gebiet (B", ®) gab auch den AnlaB, eine neuartige Theorie der Holo- 
morphiehiillen aufzustellen. — Jedem verzweigten Gebiet (X, ®) laBt sich — 


1) Vgl. [15], Satz 14. — Der Beweis zu Satz 1 findet sich in Abschnitt 3. Vorher werden 
in Abschnitt 2 Vorbereitungen iiber die Rander von Gebieten getroffen. 

1) Satz 2 wird in Abschnitt 4 bewiesen. 

12) Abschnitt 5 ist derartigen Erérterungen gewidmet und enthalt auBerdem eine Er- 
weiterung von Satz 1. 
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bis auf kanonische Aquivalenz eindeutig — ein groBeres Gebiet 9(X, D) 
. = (X, 5) mit einer stetigen spurpunkttreuen Abbildung ¢\X — X zuordnen, 
dergestalt, da8 alle holomorphen Funktionen von X iiber o nach X fortsetzbar 
sind und (X, ) das groBte Gebiet dieser Art ist. Falls (X, ®) unverzweigt ist, 
stimmt $(X, ®) mit der unverzweigt konstruierten klassischen Holomorphie- 
hiille H(X, ®) tiberein’*). Wechselt man die Konkretisierungen von X, so gilt 
bekanntlich: Ist ®’ eine weitere unverzweigte Konkretisierung von X, dann : 
sind H(X, ®) und H(X; ®’) analytisch-aquivalent '). Dieser Satz wird falsch, ( 
falls verzweigte Konkretisierungen betrachtet werden: Es gilt offenbar 
9 (B", ®) = (B", ®), da (B", ®) Holomorphiegebiet ist, wahrend 9(B*, id) 
= H(B*, id) = (B*, id) fir das Teilgebiet B" = (B", id) des (*" gilt; B* und B* 
sind dabei nicht analytisch aquivalent, da B* holomorph-konvex ist und B" 
nicht. Zu allen méglichen Konkretisierungen Y eines konkretisierbaren 
Raumes X erhilt man also im allgemeinen untereinander verschiedene (ver- 
zweigte) Holomorphiehiillen §(X, Y); in der Menge dieser Hiillen gibt es aber 
ein gréBtes Element X = $(X), das man als sinnvolle Holomorphiehiille 
( Prinzipalhiille) za X anzusehen hat**). Wahrend nun die Hiillen 9(X, ¥) 
nicht holomorph-konvex zu sein brauchen — siehe (B", ®) —,-sind alle bisher 
bekannten Prinzipalhiillen §(X) holomorph-konvex. So weiB man etwa: LaBt 
sich X unverzweigt konkretisieren, dann ist §(X) holomorph-konvex"). 
Machen wir nun die Annahme, daB jede Prinzipalhiille holomorph- 
konvex und damit holomorph vollsténdig ist, und betrachten wir ein 
beliebiges Holomorphiegebiet (X, ®) tiber dem €*. Die holomorphe Abbildung 
®D = (fy, ..., f,)|X + (* setzt sich zu einer holomorphen Abbildung ® der 
Prinzipalhiille X = 9(X) in den C* fort. X l4Bt sich als Teilgebiet von X auf- 
fassen ({15], § 9); fir die Entartungsmenge E der Fast-Konkretisierung © gilt 
dann: E = X — X; denn ware X ein echtes Teilgebiet von X — EZ, so lieBen 
sich alle holomorphen Funktionen von (X, ®) in das gréBere Gebiet (X—E, 6) 
fortsetzen und (X,®) kénnte kein Holomorphiegebiet sein. Da ® gerade in 
E = X —X entartet und X als holomorph vollstandig angenommen wurde, 
entsteht (X,®) offenbar durch die nichttriviale Fast-Konkretisierung ® im 
Sinne von Satz 1. 


2. Randzonen Riemannscher Gebiete 


Um ein Riemannsches Gebiet (X,®) unter geeigneten funktionen-theo- 
retischen Voraussetzungen als Holomorphiegebiet zu erweisen, hat man in X 
eine holomorphe Funktion anzugeben, die sich in allen ,,Randpunkten“ von 
(X, ®) singular verhalt. Wir wollen dazu nicht untersuchen, was man unter 


13) Diese Satze finden sich in [14], [15] und sind — auf andere Weise — auch von 
H. Kerner bewiesen worden (Diss. Miinchen, Juli 1958). 

™) Zur Theorie der unverzweigten Holomorphiehiillen siehe H. Cartan u. P. THULLEN 
(7), H. Beuwxe u. P. Tauren [4], Kap. 6 und H. Cartan [5], Exp. VII, VIII. — Der 
gerade erwahnte Satz: [5], Exp. VII, cor. du th. 2. 

18) [15], Satz 17. Ebenfalls: H. Kenner, Diss. 

16) [15], Aussage (9. c). 
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dem ,,Rand“ eines Riemannschen Gebietes zu verstehen hat’), sondern durch 
geeignete Teilmengen {M,} von X Randpunkte in allen auftretenden Ober- 
gebieten von (X, ®) beriicksichtigen. (x ‘ ®) ist ein Obergebiet von (X, ®), wenn 
X¢X und @= |X gilt; (X, ®) hei®t dann auch Teilgebiet von (X, ): Ist 
iibrigens die stetige spurpunkttreue Abbildung o eines Gebietes (X, ®) in ein 
Gebiet (X, D) eineindeutig, dann ist (X,@®) dquivalent zum Teilgebiet 
(o(X), @\a(X )) von (xX ‘ ®), und solche Identifikationen werden wir vor- 
nehmen, um die Begriffe ,,Obergebiet‘‘ und ,,Teilgebiet“ verwenden zu kénnen. 
In unverzweigten Gebieten, zu denen nur unverzweigte Obergebiete betrachtet 
zu werden brauchen, kann man fiir {M,} einfach gréBte (d. h. nicht relativ- 
kompakte) gleichseitige Polyzylinder nehmen, deren Mittelpunkte im Gebiet 
dicht liegen'*); bei verzweigten Gebieten kommt man mit diesen Mengen 
nicht ohne weiteres aus, da die inneren Verzweigungspunkte der Gebiete das 
Auftreten dieser Mengen zu sehr einschrianken. Wir gehen deshalb anders vor. 


Sei (X, ®) ein Teilgebiet von (X, D). Dann sagen wir, ein Randpunkt z 
von X in X sei Héufungspunkt des Systems R von Teilmengen von X, wenn 
in jeder Umgebung von z ein Element von & liegt. 

Definition: Wir nennen ein System R von Teilmengen von X eine Randzone 
des Gebietes (X, ®), wenn folgendes gilt: 

(1) R ist ein pseudometrischer Raum mit abzihlbarer Basis. 


(2) Jedes Element von & ist eine nichtrelativkompakte Teilmenge von X. 

(3) Ist (X, D) Teilgebiet irgendeines Gebietes (X ; ), dann ist jeder Rand- 
punkt von X in x Haufungspunkt von &. 

(4) Sind ®’, R”’ Teilmengen von R und liegt R” dicht in R’ (d. h. R'¢ R” 
beziiglich der Topologie von &), dann ist jeder Haufungspunkt von &’ in 
Obergebieten von (X, ®) auch ein Haufungspunkt von R”’. 

Wir geben nun eine fiir unsere Zwecke ausreichende Randzone des Rie- 
mannschen Gebietes (X, ®) an. Mit d sei die Metrik von X bezeichnet, die zwei 
Punkten z,, x, als Entfernung d(z,, z,) das Infimum der Langen aller rektifi- 
zierbaren Kurven zuordnet, die z, und x, verbinden (die Verzweigungspunkte 
von (X, ®) stéren nicht). Es sei § die Menge aller nichtleeren, beziiglich d be- 
schrankten Teilmengen von X ; § enthalt insbesondere alle relativkompakten 
Teilmengen von X. Als Abweichung d*(M,, M,) zweier Elemente M,, M, von F 
sei das Infimum der Zahlen r genommen, die die Bedingungen U (M,, r) 2 M,, 
U(M,, r) 2 M, simultan erfiillen; wobei U(M, r) als {x : d(x, M) < r} definiert 
ist!*). Die reellwertige Funktion d besitzt die charakteristischen Eigenschaften 
17) (Erreichbare) Randpunkte von (X, ®) kann man durch spezielle in X nicht konver- 
gente Filter definieren (siehe dazu [10], § 3). S. Hrrorumartv hat diesenBegriff benutzt, um 
bei geeigneten Voraussetzungen Holomorphiegebiete zu konstruieren (Vortrag in Miinster, 
Juli 1958). Wir verwenden hier noch das in [15] benutzte Verfahren. 

18) Siehe H. Cartan [5], Exp. VIII, Beweis zu th. 5. 

1) Zum Abweichungsbegriff sieche P. ALEXANDROFF u. H. Horr [1], p. 112ff. 
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einer Pseudometrik (M,, M,, M;¢ F): 


d*(M,, M,) 20 

d*(M,, M,)=90 

d*(M,, M,) = d*(M,, M,) 

d*(M,, M,) + d*(M,, M,) = d*(M,, M3) 
und macht § zu einem topologischen Raum, der dem 1. Abzahlbarkeitsaxiom 
geniigt. Wir betrachten folgenden Unterraum (f*,d*) von (§, d*): Mc 
gehére zu §* genau dann, wenn es eine Ausschépfung {K,:v = 1, 2,...} 
relativkompakter offener Mengen K, von X gibt mit K,¢ K,,,, so daB M der 
d*-Limes der Folge M,:= Mr K, aus & ist. Einfach ist einzusehen: Sind 
M €§* und {K,} eine beliebige Ausschépfung von X durch relativkompakte 
offene Mengen K, mit R,¢ R,,,, dann ist M d*-Limes der Folge M,:= M7 R,,. 
Es zeigt sich nun, daB §* eine abzaihlbare Basis (seiner Topologie) besitzt. 
Dazu geniigt es, eine abzaihlbare dichte Punktmenge in §* anzugeben; denn 
ein pseudometrischer Raum besitzt genau dann eine abzahlbare Basis, wenn 
es in ihm eine abzahlbare dichte Punktmenge gibt. Sei {K,} eine aufsteigende 
Ausschépfungsfolge von X durch relativkompakte offene Mengen. Mit %, be- 
zeichnen wir die Menge der nichtleeren Teilmengen des kompakten Raumes 
R,;G, ist ein Teilraum von $*. Nach einem bekannten Satz) gibt es in F, eine 


abzahlbare dichte Punktmenge %,. Damit ist die Vereinigung U N, eine 
abzahlbare Punktmenge in ¢*, die in Us, und damit in §* dicht liegt, da 


U. , dicht in F* liegt nach der Definition von §*. 


Als Randzone ® von (X, ®) nehmen wir nun den gré8ten Unterraum von 
*, dessen Elemente nichtrelativkompakt sind. R besitzt nach Konstruktion 
die Eigenschaften (1) und (2) einer Randzone. ® besitzt auch die Eigenschaft (3) : 
(X, D) sei ein Teilgebiet von (x, ), und z sei ein Randpunkt von X in z=. 
Zu einer Umgebung U von xist ein M €R mit M ¢ U zu finden. — Wir kénnen 
annehmen, daB U beziiglich @ ein Uberlagerungsraum eines Gebietes G¢ (* 
ist. Von einem Punkte z ¢ XU legen wir in U einen Weg nach z, der iiber 
einem stiickweise geraden Weg endlicher Lange in @ verlauft, der die Pro- 
jektion der Verzweigungsmenge von U héchstens in ®(z) berihrt. Mit z, 
bezeichnen wir den ersten Randpunkt von X auf diesem Weg und mit w das 
Stiick des Weges von z bis (ausschlieBlich) Z». Offenbar gilt: w ¢R, w¢ U q.e.d. 

R besitzt die Eigenschaft (4): Es seien NR’, R’’ Teilmengen von KR, und R” 
liege dicht in R’. Weiter sei (X, ®) ein Teilgebiet von (xX ; >), und der Rand- 
punkt z von X in X sei Haufungspunkt von &’. Fiir die in (X, &) wie oben 
konstruierte Metrik d gilt offenbar (z,, z,¢ X): d(x, 2) S d(zx,, x,). Hiéraus 
resultiert auf einfache Weise, da8 zx auch Haufungspunkt von %”’ ist. 


~ #) (1), p. 115, Satz VIL. 
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Damit haben wir eine Randzone ® fiir das Gebiet (X,®) gefunden. Im 
folgenden werden wir nur die auf diese Weise erhaltene Randzone eines Rie- 
mannschen Gebietes verwenden und dabei von der Randzone des Gebietes 
sprechen. 


3. Konstruktion einer nicht weiter fortsetzbaren holomorphen Funktion 


In diesem Abschnitt wird Satz 1 bewiesen. Es seien also X ein zusammen- 
hingender holomorph vollstindiger Raum der Dimension n und @ eine Fast- 
Konkretisierung von X iiber dem C€* mit der Entartungsmenge EZ; mit ® be- 
zeichnen wir die Beschrankung von ® auf X:= X — £. Wir haben eine 
holomorphe Funktion / auf X anzugeben, die das Gebiet (X,®) zum Holo- 
morphiegebiet hat und sich auch nicht meromorph iiber (X, ®) hinaus fort- 
setzen laBt, so daB (X, ®) zugleich das Meromorphiegebiet von f ist. 

Das Gebiet (X,®) hat zunichst die Eigenschaft, sich gegen alle ,,Rand- 
punkte” holomorph-konvex zu verhalten, die nicht Punkten von £ ent- 
sprechen. Dies ist genauer auszufihren : 

Definition: Ein Gebiet (Y, ¥) besitzt einen diinnen Rand, wenn folgendes 
gilt : 

(1) Die kanonische Abbildung o von (Y,¥) in die Holomorphiehille 
9(Y, ¥) ist eineindeutig; d. h. wir kénnen (Y, ¥) als Teilgebiet seiner Holo- 
morphiehille auffassen. 

(2) Es gibt eine holomorphe Funktion g +0 in Y, so daB ®’ dicht in R, 
liegt. 

Dabei ist unter R’ die Menge derjenigen Elemente der Randzone ® von 
(Y, Y) zu verstehen, auf denen eine holomorphe Funktion von Y unbeschrankt 
ist; und R,CR wird zur holomorphen Funktion g in Y folgendermaBen 
definiert: Ein M €R gehére zu RN, genau dann, wenn es ein e(M) > 0 gibt, 
so daB |g| > e auf M gilt. 

Es gilt nun: (X, ®) besitzt einen diinnen Rand. Dies folgt unmittelbar aus 
der Aussage : 

(a) Y¥ sei zusammenhangend und holomorph vollstandig, A sei cine 
analytische Menge in Y, A + Y, und sei eine Fast-Konkretisierung von Y, 


deren Entartungsmenge in A enthalten sei. Dann ist ( Y, ¥): = ( Y—A, P| Y—4A) 
ein Gebiet mit diinnem Rand. 

Beweis zu (a): (1) ist fir (Y, Y) nachzuweisen: Da Y wie Y holomorph- 
separabel ist, muB die kanonische Abbildung o|(Y, ¥) > 9(Y, ¥), tiber die 
sich alle holomorphen Funktionen von Y fortsetzen lassen, eineindeutig sein. 

(2) ist fiir (Y, Y) nachzuweisen: Die.zu A gehérige Idealgarbe 3 tiber y 
ist koharent; da ¥ holomorph vollstandig ist, gilt fiir 3 das Theorem A von 
H. Cartan, wonach es eine holomorphe Funktion g + 0 in ¥ gibt, die auf A 
verschwindet*'). Fiir eine solche Funktion g gilt: ®’ liegt dicht in R,. Statt 
R’ DN, geniigt es, RN’ 2R, nachzuweisen. Es sei also M ¢ R und |g(M)| = e > 0. 
M ist nicht relativkompakt in Y = ? — A; wegen |g(M)| = ¢ > O hat M keine 


a1) Beide Theoreme sind von H. Cartan. Zu den hier verwendeten Begriffen und Satzen 
siehe [6]. 
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Berithrpunkte auf A. Daher ist M nicht relativkompakt in 7, und esgibt, 
da ¥ holomorph-konvex ist, eine auf M unbeschrankte holomorphe Funktion 
‘ von ¥ und damit von Y: M gehért zu ®’. — Damit ist die Aussage (a) be- 
wiesen. 

Gebiete mit diinnem Rand unterscheiden sich nur um Stiicke von analy- 
tischen Mengen von ihren Holomorphiehiillen : 


(B) (Y, P) sei ein Gebiet mit diinnem Rand beziiglich der Funktion g; 
(Y, ¥) ist dann Teilgebiet seiner Holomorphiehiille (Y’, ¥’). Bezeichnet N, 
das Nullstellengebilde von g in Y’, so gilt: YU N,= Y’. 

Beweis zu (8): Gilt diese Identitat nicht, so gibt es, da Y’— N, zusammen- 
hangend ist, einen Randpunkt y’ von Y in Y’ mit g(y’) + 0. In einer relativ- 
kompakten Umgebung U’ von y’, deren abgeschlossene Hiille N, nicht trifft, 
ist ein M.¢R enthalten. Offenbar gehért dieses M zu %,! Also ist eine holo- 
morphe Funktion Y auf M unbeschrankt und 148t sich nicht nach y'¢ Y’ 
holomorph fortsetzen: Widerspruch! Demnach gilt doch: YU N,= Y’. 

Wir betrachten nun wieder das aus X konstruierte Gebiet (X,@®) und 
wollen eine weitere Eigenschaft von (X, ®) herausstellen: (X, ®) stimmt mit 
seiner Holomorphiehiille §(X,@®) tiberein. Dies folgt unmittelbar aus der 
Aussage 

(y) Es seien ¥ ein zusammenhangender holomorph vollstandiger Raum, 
A eine analytische Menge in ¥, A + Y, und W eine Fast-Konkretisierung 
von Y, deren Entartungsmenge EZ in A enthalten sei. Dann ist die Holo- 
morphiehiille des Gebietes (Y,¥):=(2%—A,¥|2%—A) ein (Y,¥) um- 
fassendes Teilgebiet von (Y — E, ¥| ¥ — E). 

Beweis zu (y): Nach Aussage (8) unterscheidet sich Y von Y’ nur um 
Stiicke einer analytischen Menge N,,; diese liegen nirgends dicht in Y’, und es 
ergibt sich die Méglichkeit, die Identitatsabbildung i| Y + 7 nach Y’ stetig 
fortzusetzen. Fiir y’¢ N, wird i’(y’) erklart als Haufungspunkt einer Punkt- 
folge y,,€ Y ¢ Y, die in Y’ gegen y’ konvergiert; dies ist méglich, da sich alle 
holomorphen Funktionen von Y nach Y’ holomorph fortsetzen lassen und somit 
auf {y,,} beschrankt sind (Ausniitzen der Holomorphie-Konvexitaét von YF). 
Da Y holomorph-separabel ist, erhalt man in i’ eine eindeutige und stetige 
Zuordnung. Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz ist i’ eine holomorphe 
Abbildung. Aus dem Identitatssatz fiir holomorphe Abbildungen folgt sofort: 
Y o i’= P’. Aus dieser Identitat folgt u aittelbar, daB i’ wie Y’ nur diskrete 
Fasern hat. — Nun sei Y, eine beliebige Konkretisierung von 7; da i’ nur 
diskrete Fasern hat, besitzt auch Y¥):= Y%, 07’ nur diskrete Fasern in Y’. 
Daher ist i’ eine stetige, spurpunkttreue Abbildung des Gebietes (Y’, Y) in 
das Gebiet (¥, Y,) und somit eine offene Abbildung. — Da i’ offen und auBer- 
halb der nirgends-zerlegenden Menge N, eineindeutig ist, muB i’ insgesamt 
eineindeutig abbilden. Daher ist (i’ ( Y’), P| i’(Y’)) ein zu (Y’, ¥’) aquivalentes 
Gebiet. — Wir haben bewiesen, daB die Holomorphiehiille zu (Y, ¥) cin 
(Y, Y) umfassendes Teilgebiet von (¥ — EZ, Y| Y — B) ist. 
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Wir fassen noch einmal zusammen: (X, ®) besitzt einen diinnen Rand und 
stimmt mit seiner Holomorphiehiille tiberein. Den vollstandigen Beweis zu 
Satz 1 erhalten wir nun aus dem nachfolgenden Satz, der unsere Unter- 
suchungen tiber Gebiete mit diinnem Rand abschlieBt: 

(6) Es sei (Y, ¥) ein Gebiet mit diimnem Rand und (Y¥', Y’) seine Holo- 
morphiehiille. Dann gibt es eine holomorphe Funktion / auf Y, die ( Y’, ¥’) zum 
Holomorphie- und Meromorphiegebiet hat. 

Beweis zu (6): Die Konstruktion von f richtet sich nach der bekannten 
Konstruktion, mit der man bei alleiniger Betrachtung unverzweigter Gebiete 
auskommt (siehe FuBnote 18); es wird eine Funktion / konstruiert, die Null- 
stellen unbeschrankter Ordnung in der Randzone ® von (Y, Y) besitzt: Dann 
kann f in kein groBeres Gebiet als die Holomorphiehille meromorph fortgesetzt 
werden. 

Zunachst konstruiert man eine Hilfsfunktion h in Y, die schon die er- 
forderlichen Nullstellen hat. Da die Randzone R von (Y, Y) eine abzahibare 
Basis besitzt, gibt es eine abzahlbare dichte Teilmenge R” = {M,: y = 1,2,...} 
von &’ (®’ wie in der Definition der Gebiete mit diinnem Rand erklart). Die 
Mengen M, ordnen wir in einer besonderen Folge an: 


M,, M,,M,, M,,M,,M,,..., 
in ae jedes Element von &’’ unendlich oft vorkommt, und numerieren neu 


durch : 


Ferner stellen wir Y dar als Vereinigung abzahibar vieler relativ-kompakter 
offener Mengen U,, mit U,,¢ U,,4;. Nach Voraussetzung ist eine holomorphe 
Funktion auf M* unbeschrankt, so daB es eine holomorphe Funktion h,, in Y 
und einen Punkt y,,¢ M%, gibt mit h,,(y,,) = 1 und |A,,| < 2-™ auf U,,. Dann 


konvergiert J7 (1 — h,,)" kompakt in Y gegen eine nicht identisch verschwin- 


m=1 
dende holomorphe Funktion h, die in jeder Umgebung von y,, Nullstellen- 
flaichen hat, auf der sie in mindestens m-ter Ordnung verschwindet. 

A multiplizieren wir mit einer Funktion g, fiir die R’ dicht in ®, liegt, und 
die uns nach Voraussetzung zur Verfiigung steht. Aus g - h ist nun eine Funk- 
tion / zu konstruieren, die nicht nur dieselben Nullstellen wie g - h hat, die die 
Singularitéten auf dem Rande der Holomorphiehiille bewirken, sondern die 
auch iibereinanderliegende Blatter des im allgemeinen nichtschlichten Ge- 
bietes (Y’, Y’) durch Keime trennt. Das laBt sich so prazisieren: Sind 2’, y’¢ Y’ 
Nichtverzweigungspunkte mit 2’ + y’, Y'(z’) = ¥'(y’) = 4 und U'(z’), V'(y’) 
Umgebungen, die von Y’ topologisch auf dieselbe Umgebung W (4) abgebildet 
werden, dann sollen die Funktionen fo ("| U’)-! und fo(¥"’| V’)-! in W nicht 
identisch sein. — Diese Bedingung l4Bt sich wie folgt einhalten. Da (Y, ¥) ein 
Teilgebiet von (Y’, ’) ist und Y sich von Y’ nach Aussage (f) nur um Stiicke 
von N, unterscheidet, geniigt es, die Bedingung in (Y,¥) einzuhalten*) 


22) Wir folgen nun der Methode von lemme 2 in [5], Exp. VIII. 
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Die offene Untermenge von Y aller Nichtverzweigungspunkte von (Y, ¥) 
_ besitzt eine abzahlbare Basis und daher eine abzéhlbare Uberdeckung {U,:i ¢ I} 
mit offenen Mengen U,, auf denen ¥ topologisch ist. Fiir i,j ¢ J mit U; \U,; =® 
und ¥(U,) \ ¥(U;) + @ gibt es Punkte y,,¢€ U;,, y,,¢ U; mit P(y,;) = Y(y;;) 
und, da (Y, ¥) Teilgebiet seiner Holomorphiehiille ist, eine durch g - A teilbare 
holomorphe Funktion, die in y,;; und y,;; verschiedene Werte annimmt. So 
erhalten wir abzahlbar viele durch g - h teilbare holomorphe Funktionen /,, in Y, 
dergestalt, da8 sich zwei Nichtverzweigungspunkte z, y mit r+ y, ¥ (x)= P(y) 
in Y stets durch eine dieser Funktionen keimweise trennen lassen. wer multi- 


plizieren nun jedes /, mit einer geeigneten Konstanten c, so, daB rs 


ant 
kompakt in Y konvergiert und daB fiir / : = -5 ¢,*f, noch gilt: f(y,;) + f(y;,)- 


Ps 
Dann hat / die gewiinschte Eigenschaft. 

Aus der Méglichkeit, mit f alle Blatter von (Y’, Y’) zu trennen, folgt nun, 
daB (Y’, ’) Teilgebiet des Holomorphiegebietes (G,, Y,) von / ist. Wir werden 
zeigen: Y’ = G,. 

Wir beginnen mit einer Hilfsbetrachtung: / ist durch g - h teilbar. — / stellt 
sich als kompakter Limes (d. h. als gleichmaBiger Lamas auf den kompakten 


Teilmengen von Y) von endlichen Summen s% : = 3 c, * f, dar; dabei sind die 


s* durch g - h teilbare Funktionen. Bezeichnet N,, a y= a von 
g-h in Y, so konvergieren die holomorphen Funktionen s,,:= s% -g-! - h-! 
offenbar kompakt in Y — N,,. Es ist nun eine Anwendung des Maximums- 
prinzips fir holomorphe Fynktionen, daB die s,, dann auch in ganz Y kompakt 
konvergieren™); fir ihre holomorphe Grenzfunktion s gilt: f= s-g-h. Also 
ist f durch g- h teilbar. 

Die Raume Y, Y’, G, stehen in der Beziehung Y < Y’ ¢ G, zueinander. 
Mit N, sei das Nullstellengebilde von / in G, bezeichnet. Dann gilt: Y U N, 
= G,. — Machen wir die Annahme, daB diese Beziehung nicht gilt. Dann gibt 
es, da G, — N, zusammenhangend ist, einen Randpunkt y von Y in G, und eine 
Umgebung U von y, deren abgeschlossene Hiille kompakt ist und N, nicht 
trifft. In U ist nach Eigenschaft (3) der Randzone ® ein M € R enthalten, und 
es gibt ein e > 0, so daB |f| => ¢ auf M. Falls eine der holomorphen Funktionen 
s und h auf M unbeschrankt ist, gehért M zu %’. Sind s und h auf M beschrankt, 
so gibt es wegen f = s-g-h und |f(M)| => ¢ > 0 ein e* > 0, so daB |g| = e* 
auf M ; das bedeutet: M ¢€R,. Wahit man U beliebig klein, so erhalt man: y ist 
ein Haufungspunkt von ®’ oder R,. Nach Voraussetzung liegt %’ dicht in &,. 
und konstruktionsgemaB liegt R’”’ dicht in ®’, also auch dicht in R,. Nach 

*3) Nach H. Gravert [8], Hilfssatz 4, ist nimlich Y die Konvergenzhiille zu Y — N,, 
in Y. — Allgemein erhalt man aus Hilfssatz 4: Fiir eine analytische Menge A + X in 
einem komplexen Raum X mit abzahlbarer Basis gilt, wenn mit H(X) (bzw. H(X — A)) 
der mit der Topologie der kompakten Konvergenz versehene Raum der holomorphen 
Funktionen auf X (bzw. X— A) bezeichnet wird: Die Beschrankungsabbildung 
H(X) + H(X — A) ist abgeschlossen. 
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Eigenschaft (4) der Randzone ® erweist sich somit y als Haufungspunkt 
von ®’’. Das bedeutet aber: f hat wie A in jeder Umgebung von # Nullstellen: 
/(¥) = 0. Widerspruch! — Damit ist bewiesen: Y U N,= G,. 

Wir haben zu zeigen: Y’= G,. Falls dieses nicht gilt, kann man erst recht 
nicht alle holomorphen Funktionen von Y nach G, fortsetzen. Da sich alle 
Punkte G,— Y auf N, befinden, wie wir gerade sahen, muB es wegen des 
Riemannschen Fortsetzungssatzes einen Randpunkt y von Y in G, geben 
und eine gegen y konvergente Punktfolge y,,¢€ Y, so daB der Absolutbetrag |/*| 
einer holomorphen Funktion /* von Y auf {y,,} monoton unbeschrinkt wachst. 
Wir kénnen annehmen, daB {y,,} in einer Umgebung U von ¥ enthalten ist, die 
beziiglich-¥, ein Uberlagerungsraum der Hyperkugel K = Y,(U ) ist; ber der 
analytischen Menge AC K mégen alle Verzweigungspunkte der Uberlagerung 
liegen. Wir kénnen weiter annehmen, daB alle Punkte 4,, := ¥,(y,,) auBerhalb 
einer analytischen Menge B+ K, B2 AU ¥,(U\N,) liegen und daB die 
euklidische Entfernung von 4,, und 4:= ¥,(y) héchstens gleich 2-™ ist. Durch 
jeweils zwei Punkte 4,,, 4m+ legen wir eine 1-dimensionale analytische Ebene ; 
eine solche Ebene kann B nur punkthaft schneiden. Daher gibt es einen stiick- 
weise geraden Weg in K — B, der 4,, mit 4,,,, verbindet und héchstens die 
Lange 4 - 2~™ hat. Durch Aneinanderreihen dieser Wegstiicke erhalt man einen 
Weg w endlicher Lange in K — B, der in 4 hineinlaéuft. In der unbegrenzten 
Uberlagerung U von K liegen endlich viele Wege iiber w; einer von ihnen: w, 
lauft sicher durch unendlich viele Punkte der Folge {y,,} in y hinein. In w 
haben wir also ein Element von ® gefunden, das zu ®’ gehért und in U ent- 
halten ist. Alle Teilabschnitte von w, die in y hineinlaufen, sind wieder Ele- 
mente von %’. Daher ist y Haufungspunkt von %’ und somit auch von %”’, 
da ®” dicht in ®’ liegt. Gibt man also eine relativkompakte Umgebung V 
von y vor, so gibt es ein M*€R” mit M*¢ V. Da M* in der Folge {M%,} un- 
endlich oft vorkommt, besitzt f wie h in M* und damit in V Nullstellen mit 
unbeschrinkter Ordnung des Verschwindens. Das ist bei holomorphen (und 
bei meromorphen) Funktionen nicht médglich. Widerspruch! Daher gilt: 
Y’= G;,. 

Wir haben bewiesen, da8 (Y’, Y’) Holomorphiegebiet der Funktion f ist. 
f 148t sich aber tiber (Y’, ¥’) auch nicht meromorph fortsetzen. Zu (Y’, ¥’) 
kénnen Polstellenflachen von / hinzukommen; dies fiihrt hingegen wie im 
letzten Absatz zum Widerspruch. 

Damit ist Aussage (4) vollstandig bewiesen. 


4. Fast-Konkretisierungen mit vorgegebenen Entartungsmengen 


Die Entartungsmenge £ einer Fast-Konkretisierung ® des zusammen- 
hangenden Raumes X ist eine analytische Menge in X, die keine isolierten 
Punkte enthalt™). Es besteht die Frage, ob man umgekehrt zu einer beliebigen 


*) Siehe *). 
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analytischen Menge E in X, E + X, die keine isolierten Punkte enthalt, eine 
Fast-Konkretisierung ® von X finden kann, die HZ gerade zur Entartungs- 
menge hat. Dies ist in der Tat mdéglich, wenn man in X geniigend starke 
Konstruktionsméglichkeiten fiir holomorphe Funktionen hat*); denn dann 
kann man eine holomorphe Abbildung @ von X in den (* (falls X n-dimensional 
ist) finden, die Z auf einen Punkt abbildet und in X — Z nur diskrete Fasern 
hat — womit offenbar eine Fast-Konkretisierung von X mit der Entartungs- 
menge £ gefunden ist. Wir zeigen: 

Satz 2: Es seien X ein zu enhiingender holomorph volilstindiger Bin 
der Dimension n und A cine analytioche Menge in X, A + X. Dann gibt es eine 
holomorphe Abbildung ® von X in den (", die in X — A nur diskrete Fasern hat 
und A auf einen Punkt abbildet. 

Beweis: Fir A = 9 lautet die Aussage des Satzes: Es gibt eine Kon- 
kretisierung von X. Diese Eigenschaft besitzt X nach Voraussetzung. 

Im Falle A + 9 kénnen wir dem Verfahren von H. Gravert folgen, mit 
dem Konkretisierungen zu K-vollstandigen Raumen konstruiert werden ([8], 
Satz 12), und die Menge A dabei heraushalten. Wir geben im folgenden Mittel 
an, mit denen man diese Verallgemeinerung ausfiihren kann. 

Nehmen wir zunachst an, es sei schon bewiesen: 

(K) Zu jedem Teilbereich B, der relativkompakt in X — A liegt, gibt es 
endlich viele holomorphe Funktionen g,, x = 1,..., k, in X, die auf A ver- 
schwinden: g,(A) = 0, und zwar derart, daB die Abbildung (g,, ...,9,) in B 
nur diskrete Fasern hat. 

Dann ersetzt man im Verfahren von H. Gravert die Ausschépfungsfolge 
von X mit Teilbereichen G, durch eine Ausschépfungsfolge B, von X — A und 





startet auf jedem der relativkompakten Teilbereiche B, mit Funktionen g®) 


nach MaBgabe der Aussage (K). Der verwendete VerschmelzungsprozeB 
({8], Satz 11; um aus den g” und den Funktionen mit Index »* < » eine 
Abbildung @,| X - (* zu erhalten) liefert, da er aus geeigneter Bildung von 
Linearkombinationen besteht, wieder Funktionen, die auf A verschwinden: 
@®,(A) = 0. Die Abbildungen ®, konvergieren dann in X — A kompakt gegen 
eine holomorphe Abbildung ®| X — A > (*, die in X — A nur diskrete Fasern 
hat. Da die ®, in X holomorph sind und somit auch in X kompakt konvergieren 
— siehe FuBnote 23 —, ist ® in X holomorph und bildet A auf 0 ¢ €* ab. 
Damit ist dann eine Abbildung @ fiir die Aussage von Satz 2 gewonnen. 

Da8 X holomorph vollstandig ist, benutzen wir zum Beweis der Aussage(K). 
Diese Aussage folgt, da B kompakt in X—A liegt, unmittelbar aus der 
Aussage : 

_ Zu jedem Punkt «¢ X—A gibt es holomorphe Funktionen /,, 
x=1,...,k, mit /,(A) = 0, so daB die Abbildung (f,,..., /,) in einer Um- 
gebung \ von zx nur diskrete Fasern hat. 





*. sill auch nur dann: Fiir alle Raume beispielsweise, die echte Teilgebiete ihrer 
Prinzipalhiille sind, ist der Satz i. a. falsch; denn die Menge F muB ja als Entartungsmenge 
einer fortsetzbaren holomorphen Abbildung in die Hiille fortgesetzt werden kénnen. 
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Und (K’) kann folgendermaBen bewiesen werden: Da X holomorph voll- 
stindig ist, gibt es nach H. Cartan — vgl. Abschnitt 3 und FuBnote 21 — 
eine holomorphe Funktion A auf. X mit 4(A) = 0 und h(z) + 0. Sei N, das 
Nullstellengebilde von h. Es gibt ferner eine Umgebung U, von z mit 
U,¢ X —N,, die in bezug auf X konvex ist; sei U, eine weitere, in U, kompakt 
liegende Umgebung von z; dann lassen sich, da X holomorph vollstandig ist, 
alle holomorphen Funktionen von U, durch solche aus X auf U, gleichmaBig 
approximieren*). So l4Bt sich h~ auf U, gleichmaBig durch holomorphe 
Funktionen h,, aus X approximieren. 

Es gibt ferner k holomorphe Funktionen i auf X, fir die (hs ew i) in 
einer Umgebung V von z nur diskrete Fasern hat. Wir kénnen U, beliebig 
klein wahlen und deshalb gleich U,¢ V annehmen. Nach einem weiteren Satz 
von H. Gravert?’) gibt es nun ein ¢ > 0, so daB fiir alle holomorphen Funk- 
tionen ‘/, mit foo 7 <e auf U, die Abbildung Ch . «ey fy) in einer ganzen 
Umgebung von z nur diskrete Fasern hat. Offenbar gibt es ein my, so da8 auf U, 


lhe fat B+ Indl = Mal * [Lh] <0 
gilt, da die Funktionen h-h,, die 1 auf U, gleichmaBig approximieren. Fir 


}, kann man nun die Funktion i: h-h,, nehmen, die auf A verschwindet; 
x=1},..., 8. 
Damit ist alles gezeigt. 


5. Restriume zu analytischen Mengen 


Es seien X ein zusammenhangender komplexer Raum der Dimension n 
und A eine analytische Menge in X. Falls dim(A) < n— 2, lassen sich nach 
dem Riemannschen Satze alle holomorphen Funktionen des Restraumes X — A 
nach X holomorph fortsetzen; der Restraum X — A tragt denselben Funk- 
tionenraum wie der volle Raum X. Umgekehrt 148t sich unter geeigneten 
Voraussetzungen aus der Méglichkeit, alle holomorphen Funktionen tiber eine 
analytische Menge A hinweg holomorph fortzusetzen, die Dimensions- 
beschrankung dim(A) < n — 2 erhalten: 

Satz 3: Sind X ein zusammenhingender holomorph vollstindiger Raum der 
Dimension n und A eine analytische Menge der Dimension n — 1 in X, dann 
gibt es eine holomorphe Funktion f im Restraum X — A, die sich nicht holomorph 
nach X fortsetzen lapt. 

Dieser Satz ist bekannt fiir den Fall, daB X eine Mannigfaltigkeit ist: 
Es sei A’ diejenige Untermenge von A, die aus allen irreduziblen rein /n — 1)- 
dimensionalen Komponenten von A besteht; dann ist X — A’ holomorph 
vollstandig**); es gibt daher eine in X — A’, also erst recht in X — .4 holo- 
morphe Funktion, die bei Annéherung an einen Punkt von A’ gegen co strebt 
und sich deshalb nicht nach X holomorph fortsetzen laBt. 


**) Zu dem hier verwendeten Begriff ,,konvex in bezug auf“ und dem angewendeten 
Satz iiber Approximation durch globale Funktionen siehe H. Gravert [8], Satz 6. 

#7) (8), Hilfssatz 3. 

*) H. Cartan u. J. P. Serre [6], p. 50, FuBnote °). 
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Bei holomorph vollsténdigen Raumen ist der Restraum zu einer rein 

(n — 1)-dimensionalen analytischen Menge nicht immer wieder holomorph 
" vollstandig®); jedoch 1aBt sich die schwachere Aussage von Satz 3 beweisen. 
Wie wir gesehen haben, kann man A gleich als rein (n — 1)-dimensional an- 
nehmen. Eine Funktion f mit den verlangten Eigenschaften konstruiert man 
wie folgt: Es gibt — siehe wieder Abschnitt 3 und FuBnote 21 — eine holo- 
morphe Funktion g = 0 in X, die auf A verschwindet. Dann ist die Funktion 
g~! auf A echt meromorph, kann aber auch noch in X — A Polstellenflachen B, 
haben, »=1,2,.... Diese stimmen mit denjenigen irreduziblen Kom- 
ponenten der Nullstellenmenge von g iiberein, die nicht in A enthalten sind. 


Man kann nun zu einem z,¢ A—U B, eine holomorphe Funktion A in X 
finden mit h(z,) + 0, die auf B, mindestens in der Ordnung wie g verschwindet 
(Satz 4, s. u.), und {:= A+ g~ ist dann in X — A holomorph und in X mero- 
morph, und zwar echt, da / bei jeder Annaherung an z, gegen o strebt. Damit 
ist Satz 3 bewiesen. 

Es sei noch angemerkt, daB sich X — A gegen A auBerhalb der héchstens 


(x — 2)-dimensionalen analytischen Menge A‘ UB, holomorph-konvex 


verhalt; denn ist z,¢€ A—U B,, so ergibt der obige SchluB, daB es zu jeder 
in X —A diskreten, sich gegen x, haufenden Punktfolge eine darauf unbe- 
schrankte holomorphe Funktion von X—A gibt®®**. Hierauf griinden wir 

Satz 3a: Es seien X ein zusammenhingender holomorph vollstindiger Raum 
der Dimension n, A eine rein (n — 1)-dimensionale analytische Menge in X 
und @ eine beliebige Fast-Konkretisierung von X, deren Entartungsmenge in A 
enthalten sei. Dann gibt es eine holomorphe Funktion f-in X — A, die das Gebiet 
(X — A, ®) zum Holomorphiegebiet und Meromorphiegebiet hat. 

Satz 3a ist speziell als Aussage fiir den Restraum X — A gefaBt. Es zeigt 
sich, daB es unwesentlich ist, Z ¢ A fiir die Entartungsmenge ZF von ® zu 
verlangen ; damit erhalten wir zugleich eine Verallgemeinerung von Satz 1. 

Beweis: Wir zeigen also, daB es eine holomorphe Funktion / in X — A — E 
gibt. die das Gebiet (X — A—E.%) zum Holomorphiege: iet und Mero- 
mor hiegebiet hat, und benutzen dazu die Ergebnisse von Abschnitt 3. Nach 
Aussage (y) ist die Holomorphiehiille (X’, ®’) von (X — A — E, ®) ein dieses 
Gebiet umfassendes Teilgebiet von (X — £,®). Nach Aussage («) ist (X —A— E,®) 
ein Gebiet mit diinnem Rand. Daher geniigt es nach Aussage (6), X'= X—A—E 
nachzuweisen, und wegen X’C X — E, daB A nicht in X’ eindringt. Fiihrt 


aber A durch die offene Menge X’, dann enthalt X’ Punkte von A —U B,, 
in deren Umgebung Funktionen von X — A und damit von X — A — E un- 
beschrankt sind, also erst recht nicht holomorph. Widerspruch! Damit ist die 
Verallgemeinerung von Satz 1 und Satz 3 bewiesen. 





**) Tu. Mers (Miinster) hat eine allgemeine Konstruktion solcher Falle angegeben, 
n > 3. Vgl. auch **4), 

#4) Wahrscheinlich ist die Menge der Punkte von A, gegen die sich X — A nicht kon- 
vex verhalt, sogar der Einschrankung unterworfen, héchstens (n — 3)-dimensional zu sein. 





~ Gp thaw ee 





Nicht holomorph-konvexe Holomorphiegebiete 49 


Beim Beweis zu Satz 3 und Satz 3a benutzten wir: 





Satz 4: Hs seien X ein zu enhiingender holomorph vollstindiger Rawm 
der Dimension n und A eine rein (n — 1)-dimensionale analytische Menge in X 
mit den irreduziblen Komponenten A,, v= 1,2,... .Man gebe einen Punkt 


x € X — A und natiirliche Zahlen q, vor. Dann gibt es eine holomorphe Funktion { 
auf X mit f(x) + 0, so daB fiir jedes v gilt: f verschwindet auf A, mindestens in 
der Ordnung q,. 

Beweis: Es gibt eine Ausschépfung von X durch Teilbereiche X,,,, die alle 
konvex in bezug auf X sind — vgl. FuBnote 28 —, und so, daB X,, relativ- 
kompakt in X,,,, liegt. Zu jedem m konstruieren wir nun eine geeignete 


Funktion /,,, so daB schlieBlich f := JJ f,, eine Funktion der gewiinschten Art 
n= 
ist. ; 

Wir kénnen z ¢€ X, annehmen. /, wird so konstruiert: Es gibt eine holo- 
morphe Funktion g, auf X mit g,(z) +0, die auf A verschwindet. Durch 
geeignetes Potenzieren von g, erhalt man /, mit /,(x) +0, wobei /, auf den 
(endlich vielen) Komponenten von A, die noch in X, eindringen, mindestens 
in der vorgegebenen Ordnung verschwindet. 


Sei nun m = 2. Mit A™ sei die Vereinigung derjenigen Komponenten A, 
von A bezeichnet, die in X,, ,,, aber nicht in X,, eindringen. Sei ,,q die Maximal- 
zahl der vorgegebenen Nullstellenordnungen zu den (endlich vielen) Kom- 
ponenten von A™. Nach dem nachfolgenden Hilfssatz gibt es nun eine holo- 
morphe Funktion /,, in X, die auf A" verschwindet und fiir die auf X,,_, 
gilt: |1 —A,,| < e*, wobei man e* > 0 noch so klein wahlen kann, da8 auf 


Xm—1 gilt: |1— Am| < 2-™. Nun sei f,,:= h™. JT f,, konvergiert dann normal 
m=1 
in X und ergibt die gewiinschte Funktion /. 


Es bleibt zu zeigen: 


Hilfssatz: Es seien X’ ein in bezug auf X konvexer Teilbereich von X und M 
eine analytische Menge in X, die nicht in X’ eindringt. Dann gibt es zu jedem 
e > 0 und zu jeder kompakten Teilmenge K von X’ eine holomorphe Funktion 
h in X, die auf M verschwindet und fiir die auf K gilt: 


\l—h| <e. 


Beweis: Nach einem Satz von H. Gravert®) gibt es endlich viele 
holomorphe Funktionen f,,...,f, in X, so daB M = {f,=--+- =f, = 0}. Die 
Funktionen /, haben im holomorph vollstandigen Raum X’ keine gemeinsamen 
Nuilstellen. Daher gibt es nach einem Satz von H. Cartan®) in X’ holomorphe 

k 
Funktionen h, mit » h,- /,= 1 in X’. Da X’ konvex in bezug auf X ist, lassen 


x=1 


%) H. Gravert [9], Satz 2. 
*) H. Cartan [6], théoréme 5. 
Math. Ann. 140 4 
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sich die Funktionen A, durch Funktionen Af aus X in X’ kompakt ap- 
‘ proximieren®). Es gilt: 


|] ec Z ht. fh. _ \2’ h,. t— Z hf, Ss 2 \h,.— hg ; If ° 
Die letzte Summe wird fiir »y > v,(e, K) kleiner als ¢ auf K. Man kann jetzt 


k 
hi= DW ty 
x=1 


setzen; h verschwindet wie die jf, auf M. 
Mit diesem Hilfssatz ist auch Satz 4 vollstandig bewiesen. 
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Triple Torsion Products and Multiple Kiinneth Formulas* 
By 
Saunpers MacLane in Chicago 


1. Introduction 
The Kiinneth formula (see, e. g. [1], Theorem 3.2) gives the homology of the 
tensor product K @ L of two torsion-free chain complexes by an exact sequence 


(1.1) O-+H(K)@ H(L)>H(K @ L)—Tor(H(K), H(L)) +0. 


If K and L are free as abelian groups the sequence splits, but not naturally. 
The functor Tor on the right is the torsion product for abelian groups, Tor(A, B). 
If the group A is presented as A = F/R where F is a free abelian group, then 
RC F is also free, and the complex X :O0—> R-— F is a free resolution of A; 
then H,(X) = A and H,(X) = Oforn > 0. If Y is a similar free resolution of the 
group B, then the formula (1.1) (with grading) implies that H,(X @ Y) 
= Tor(H,(X), H,(¥)) = Tor(A, B). This formula means that the torsion 
product is the first derived functor of the tensor product. 

The formula (1.1) may also be stated by saying that H(K @ L) has a chain 
of subgroups Oc Uc V = H(K @ L) for which the successive quotient groups 
U/O and V/U are naturally isomorphic to H (K) @ H(L) and Tor(H(K), H(L)), 
respectively. Iteration of this formula for the tensor product K@ L@ M 
=(K @ L) @ M of three free chain complexes gives (§ 1) the 

Theorem. The homology H,,(K @ L @ M) has a natural chain of subgroups 
Oc P,Q, C R, C S,= H, for which the successive quotient groups P,,/O, 
Q,/ Pp, ..- ave respectively naturally isomorphic to 

+ 4,(K)@H,(L)@H,(M), 
p+qt+r=n 
+  Tor(H,(K), H,(L))® H,(M), 
pt+qtr=n—-1 
D> Tor(H,(K) @ H,(L), H,(M)), 
pt+qtr=n-—1 
bY Tor (Tor(H,(K), H,(L)), H,(M)) . 
pt+q+r=n-2 
There is a (non-natural) isomorphism 
(1.2) H,, = P,® Qn/Pr® Rn/Qn® S,/R,,-. 

This iterated theorem has the disadvantages that it is not symmetric in the 
arguments K, Z and M, and that it gives H,, in terms of four factor groups. Our 
main objective is a better Kiinneth formula, symmetric and with only three 


*) This research was supported by the United States Air Force through the Office of 
Scientific Research of the Air Research and Development Command. 
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factors. Indeed, we shall show that the two middle factors (those with 
p+q+r=n-— 1) can be combined into a single new functor, Trip. 

To this end, it is natural to consider the derived functors of the tensor pro- 
duct A @ B® C of three abelian groups. Indeed, take X, Y, and Z to be free 
resolutions of A, B, and C, respectively. By standard arguments [1] the homo- 
logy groups H,(X @ Y @ Z) are then independent of the choice of the resolu- 
tions; these homology groups are the derived functors 


T,,(A, B, C) = H,(X ® Y @2Z) 


of the triple tensor product. A @® B@C. It is known that 7,(A, B,C) is 
A ® B® C, and it is easily shown that 7, is an iterated torsion product 


T,(A, B, C) = Tor(Tor(A, B), C). 


For dimensional reasons, 7',,= 0 for n > 2. However, the first derived functor 
T,(A, B, C) appears to be new and does not seem to be expressible naturally as 
a composite of tensor and torsion products in two variables. We call this first 
derived functor Trip = 7, while we write 7’, as Tor. These functors yield the 
required improvements (see Theorem 3) of the iterated Kiinneth theorem above. 

In [2], Emenserc-MacLane showed how to present the ordinary torsion 
product by generators and relations. These generators have the advantage that 
they provide explicit forms for the mapping in the Kiinneth formula (1.1). Our 
development will be so arranged as to yield also a similar description of Trip by 
generators and relations. This description is especially useful in studying the 
possibility that Trip be natural isomorphic to some composite of other functors. 


2. Generators for the Torsion Product 

For abelian groups A and B the torsion product Tor(A, B) has as generators 
all symbols r, (a, 6) where h is an integer, a €¢ A, b ¢ B, and ha = hb = 0. These 
symbols are subject to the relations 
(2.1) t, (a + a’,b)=t, (a,b) +17,(@',6), ha =ha’ =hb =0, 
(2.2) t,(a,6 + 6’) =t, (a,b) +17,(2,60') ha =hb =hd’' =0, 
(2.3) t,(ka,b) =T,,(a, 5), hka=hb =0, 
(2.4) T,(a@,kb) =Tp,(a,b), ha =hkb=0. 
In each relation, the condition on the right are exactly those needed to insure 
that both sides of the relation are defined. The first two relations (2.1) and (2.2) 
assert that 1,(a, 6) is additive in a and 5b; the first relation implies that the 
obvious map yields an isomorphism 
(2.5) Tor(A, B) ® Tor(A’, B) = Tor(A @ A’, B) 
for the direct sum A @ A’, and similarly in the argument B. Hence Tor (A, B) 
is a covariant and additive functor of A and B. 

A graded abelian group is a group presented as a weak: direct sum 
A = A,+ A,+ A,+-+:, and we say that an element of A, is homogeneous of 
degree n (note that we need not consider elements of negative degree). For 
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graded groups A and B the tensor product A @ B and the torsion product are 
graded by setting 

deg (a @ b) = dega + degb, deg(r,(a, b)) = 1 + dega + degd, 
for homogeneous elements a and b. 

Let A = Z,(a,) be a cyclic group of order r with generator a), while O,(B) 
denotes the subgroup of all those elements b ¢ B with rb = 0. Then there is an 
isomorphism ® : 0,(B) = Tor(Z,(a,), B) given by 
(2.6) Db, = (dy, b) , Bt, iy, bg) = (hilr)by, 
where rb, = 0, hb, = 0. The symmetry of the torsion product is expressed by the 
isomorphism 
(2.7) w: Tor(A, B) = Tor(B, A) 


defined on any generator by setting wt,(a, b) = 1,(b, a). Clearly w*= 1. 

A chain complex K is a graded group with an endomorphism @ such that 
= Oand 0K, c K,,-, (where K_, = 0). With the usual homology groups H,,(K), 
the homology of K may be regarded as a graded group H(K)= » H,(K). 
If K and L are two chain complexes, their tensor product K @ L, graded as 
above, has the boundary 0(z @ y) = 9z@ y + (—1)*®*2@ dy and is a chain 
complex. There is a natural map 

a=a,(K, L): H(K)@ H(L)> H(K ®@ L) 


which is a homorphism of graded groups. To define «, represent the homology 
classes a and b by cycles z and y in K and L, respectively; then «(a @ 6) is the 
homology class of x @ y. This « occurs in the Kiinneth formula, as follows. 

Theorem 1. If K and L are chain complexes of abelian groups, one of which 
is torsion-free, then the homology H(K @ L) has a chain of graded subgroups 
Oc UC V =H(K @ L), and there are natural isomorphisms (of graded groups) 


a’: H(K)@ H(L)=U, 
B’: Tor(H(K), H(L))= V/U. 
If K and L are free as abelian groups, V = U @ V/U (not naturally). 

We sketch the proof (see (2]). The group U is defined as the image of a,, 
and «’ is «, cut down. If K (or L) is torsion-free, «’ is an isomorphism. To define 
8, consider homology classes a and b with ha = hb = 0, choose cycles z, y and 
chains u, v with 

a=clsz, b=clsy, ha=0u, hy=dv 
and then set /r,(a, 6) = cls y,(a, b) + U, where 
(2.8) una, b) = (1/h) A(u @ v) = x @ v + (—1)*8*+1u@ y. 


The value of St,, mod U, is not altered by changes in the choices of z, y, etc. 

The map f so defined respects the relation (2.1)—(2.4) used to define Tor, 
and hence yields a homorphism f: Tor(H(K), H(L))+V/U. To prove # an 
isomorphism it suffices to consider the case when K and L are finitely generated. 
If K is torsion free, this implies that K is free. Since both domain and range 
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of f are additive functors of K and L, it suffices then to consider the case when 
‘ the free complex (say K) is elementary; that is, has just one homology group, 
and this group is cyclic. In this case direct calculation shows # an isomorphism. 
The splitting is given by writing the cycles Z(K) of K as a direct summand of K, 
as K = Z(K) ® D(K), with similarly L = Z(L) @ D(L). Then, in (2.8) the 
chains u and v may be chosen uniquely in D. The map f so defined by (2.8) then 
gives a homorphism Tor > H(K @ L) which splits the exact sequence (1.1). 

Corollary. Tor(A, B) is the first derived functor of A @ B. 

Proof. Present A as A = F/R with F free. Then R, as a subgroup of a free 
group, is free, and X :O + R- F is a free resolution of A. Let Y be a similar 
free resolution of B. The first derived functor of A @ B is defined to be 
H,(X @ Y); by the Kiinneth formula the latter is Tor(H,(X), H,(Y)) 
= Tor(A, B), q.e.d. 

The symmetry of the Kiinneth formula may also be stated. First define 
isomorphisms 

w:A® B=B@A, w:Tor(A, B) = Tor(B, A), 
by setting, for elements a and b of respective degrees m and n, 
(2.9) w(a@ b) = (—1)™"b@ a, wt, (a, b) = (—1)™"+™+" +17, (5, a). 
The signs here are chosen according to the usual scheme that an interchange of 
two letters changes the sign by the product of the degrees of those letters; in the 
case of t, one is really dealing, as in (2.8), with (1/h) 0(u @ v), where the letters 


u and v have the degrees m + 1 and n + 1; hence the sign (m + 1) (n + 1). 
We also define a chain transformation 


wo: K@L+L@K, w(x® y) = (—1)C* "Dy @® zx. 
The symmetry of Theorem 2 is then expressed by the readily proved commuta- 
tivity of the diagram, with H, written in place of H(K), 
OH, ® H, > H(K @ L)>Tor(H,, H,) +O 
| 


w | @e jo 


‘ + + 
OH, ® Hx > H(L @ K)->Tor(H,, Hy) > O 


3. The Iterated Kiinneth Formula 
For three chain complexes K, LZ, and M we may define a homorphism of 
graded groups 
(3.1) a= a3(K, L, M): H(K)®@ H(L)@® H(M) > H(K@®L® M) 
as in the previous case. Specifically, given cycles x, y, z, and the corresponding 


homology classes clsx = a, clsy = 6, clsz = ¢ in K, L, and M, respectively, we 
may set 


a(a@b@c) = cls(x® y @2z); 


the result is independent of the choice of x in a, etc. Furthermore, if two of 
K, L, and M are torsion-free as abelian groups, the map «, is a monomorphism ; 
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this follows from the usual reduction to the case when two of the complexes K and 
L are elementary. 

We can now prove the iterated Kiinneth formula (the Theorem of the intro- 
duction) in the following form (where H is taken graded). 

Theorem 2. If K, L. and M are chain complexes of abelian groups, at least 
two of which are torsion free, then H(K @ L @ M) has a chain of (graded) 
subgroups Oc Pc QC RC S = H, with natural isomorphisms (of graded groups) 

a: H(K)@ A(L)@H(M)=P, 

a’: Tor(H(K), H(L))@ H(M)= Q/P, 
a’: Tor(H(K) @ H(L), H(M)) = R/Q, 
B,: Tor(Tor(H(K), H(L)), H(M)) = S/R. 

Proof. The Kiinneth formula for K @ L and M yields the exact sequence. 
(3.2) O-— Hxeat® Hy > H(K® L® M) + Tor(H xe, Hy) >O0, 


where H y stands for H(M), etc. To analyse the first term we use the Kiinneth 
formula for K and L in the form of the exact sequence 


(3.3) O + Hx® Hy > Hx, > Tor(Hg, H;) +0. 
Upon taking the tensor product of this sequence with Hy we obtain another 


sequence, not necessarily exact at the left end. However, since Tor is the left 
satellite of @ the usual properties of satellites give a six-term exact sequence 


0— — Tor(H,® H,, Hy) > Tor(H xe, Hy) “> 
(3.4) — Tor(Tor(H x, H,),Hy)> Hx ® H,® Hy n> 


ees; Hge1® Hy > Tor(Hg, H;)®@ Hy >0. 


But now the map a, @1 here is a monomorphism, for its composite with 
a,(K @ L, M), 
Hx @ H,® Hy "> Hg 9, @ Hy "> H(K@ L@ M), 

is readily seem to be «,(K,Z,M) which is known to be a monomorphism. Hence 
the last three non-zero terms in (3.4) constitute by themselves a short exact 
sequence; the first three non-zero terms therefore also form a short exact 
sequence. These two exact sequences decompose the first and last terms of (3.2) 
into two quotient groups each; the quotients are exactly as stated in the 
Theorem. 

In this theorem the first homomorphism « is given by a,. One easily writes 
down the last map £, as the composite of two maps f,, from the two-factor 
Kiinneth formula. To do so, consider three homology classes of order h n the 
following (‘‘standard“) notation 


(3.5) elsz=a€H,,(K), clsy=b¢H,(L), clsz=ceH,(M), 
hx =0u, hy = 0v, hz=dw. 


Then t,(a,6) is an element of order h, hence 1,(t,(a, 6), c) is defined in 
Tor(Tor(H x, H,z,), Hy). On these elements £, is defined as 
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(3.6) Bstn(tr (a, b), c) = cls Xn (a, b, c) a a R 
(3.7) %n(@, 6, c) = (1/h) O(u @ v @ w) 
= 2@v@w-+ (—1)"*!u@ y@w+ (—1)"**uSv@z. 
To see that this formula determines 8, we must know that the elements 
Ta(t, (a, 5), c) used in (3.6) do generate Tor(Tor(H x, H,), Hy). More generally 
let A, B,C be three graded groups and define a triple torsion product 
Tor(A, B, C) as the group with generators all symbols 
tT, (a,b,c), ha=Oin A, hb=O0in B, hc=O0inC, 


and with relations the usual relations ie rea additivity in a, b, and « 
parately, plus the three relations 


(3.8) t, (ka, kb, c) = t,,(a, b,c) , 
(3.9) Tt, (ka, b, ke) ~g Tax (@, b, c) ? 
(3.10) T, (a, kb, ke) = t,,(a, b,c) , 


valid whenever both sides are defined. Give the group a grading by setting 
degt,(a, b,c) = 2 + dega + degb + degce. 
Lemma 1. The map 1, (a, b, c) + t,(t,(a, 6), c) provides an isomorphism (of 
graded groups) 
Tor(A, B, C) = Tor(Tor(A, B), C). 


This conclusion shows that the iterated torsion product on the right is indeed 
generated by the elements 1, (rt, (a, 6), c) used above in describing f,. It also 
shows again the known fact that Tor(A, B) is associative. The proof of the 
lemma is immediate. One first observes that the map as proposed respects the 
relations used to define Tor(A, B,C). To prove the map an isomorphism it 
then suffices to consider finitely generated groups and hence (all functors being 
additive) cyclic groups. For these cases direct computation shows the map an 
isomorphism. 

Though the two middle terms «’ and «”’ in this iterated Kiinneth formula 
are not symmetric, the end terms are. To formulate this exactly it is convenient 
to generate the symmetric group S, 0 the three letters K, L, « 1d M by the 
permu tions w = (K L)and = (K ML). Corresponding chain transformations 


o:K@L@eM-L@Ee KOM, §: K@eaLeM-LeaMek 
are then given for x ¢ K,,, y € L,, z € M,, by 
o(z@ y@z) = (—1)™""*¥@7@z, 
&(z@ y@z)=(—1)"*'* y@z@z. 


This gives a representation of S, (on the direct sum of K @ L @ M over all 
permutations). We similarly define isomorphisms 


(3.11) 


@:A®B@C+B@ABC, §: A®BBOC+BOECOA, 
w: Tor(A, B, C) > Tor(B, A, C), &: Tor(A, B, C) + Tor(B, C, A), 
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the latter, for a ¢ A,,, b € B,, ¢ € Cy, by 
ot, (a, b, c) = (—1)+ +) 7, (b, a,c) , 
Et, (a, b,c) = (—1)™+ @+?)7, (6, c, a) . 
A tedious check shows that with these signs the defining relations 
w=1, &=1, wi = aw 


of the symmetric group are respected. 
A similar routine verification gives the symmetry of the Kiinneth formula, 
as follows. 


Lemma 2. For three chain complexes K,, K,, and K, and for o any permuta- 


tion of the symmetric group on 1, 2, and 3 the following diagrams are commu- 
tative 


O4%,= «4,0: H(K,) @ H(K,) @ H(K,) > H(K,,@ K,.® K,3) , 
0,8 = Bo: Tor(H(K,), H(K,), H(K;)) > H(K,,@ K,.®@ K,)/R, 
where R = R(K,,, Koo, K,3) is as in Theorem 2. 
The proof need only consider the cases o = w, o = & above. 


4. The Triple Product 


The iterated Kiinneth formula involves the image «’ of Tor(K x, H,) @ H M- 
If there were a symmetric such formula, it should involve instead some image 
of the direct sum 

Tor(Hx, Hy) @ Hy ® Tor(H,, Hy) ® Hx @ Tor(Hy, Hx) @ H,. 

of three such terms. It turns out that we need also to divide this direct sum by 
a certain (symmetric) subgroup. The result will be Trip(Hx, H,, Hy). 

More exactly, for any graded groups A, B, and C we define 
(4.1) Trip(A, B,C) = [Tor(A, B)® C @ Tor(B, C)®@ A @ Tor(C,A)@ BYE, 
where £ is that subgroup of the direct sum which is generated by all elements 
of the form 
(4.2) (—1)"@+0z, (a, b)@ c + (—1)" +z, (b,c) @a + (—1)?™* 7, (6,4) @b, 
where a¢ A,,,b¢ B,, andc¢C, satisfy ha = hb= he =0. Clearly Trip is a covariant, 
additive functor of A, B, and C. 

The injection of summands into Trip will yield homomorphisms 

xc: Tor(A, B) ® C + Trip(A, B,C), 
(4.3) x4: Tor(B, C)@ A+ Trip(A, B,C), 
xp: Tor(C, A)® B- Trip(A, B,C). 

It will presently appear that each is a momomorphism, but for the time being 
we note only, for example, that if C is torsion free, then x, = x,= 0 while xc 
is an isomorphism (onto Trip!). 

The symmetry of Trip(A, B, C) may again be expressed in terms of the two 
generators » = (A, B) and & = (A,C, B) of the symmetre group 4,. Indeed, the 
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map w defined above on Tor(A, B) yields a map defined on Tor(A, B)@ C @ 
® Tor(B, C) ® A ® Tor(C, A) @ B which respects the defining relation (4.2) 
with its signs, and which consequently induces an isomorphism 
(4.4) w = w(A, B,C): Trip(A, B, C) = Trip(B, A, C). 
We also construct 

& = &(A, B,C): Trip(A, B, C) > Trip(B, C, A) 
by setting, for a, a’, a’ ¢ A, b€ B, ete., 


E[t,(a, b) @ ¢ + Ty (b’, c’) @ a’ 4 ty (c"’, a”) @ b"| 


4.5 
ee = Ty’ (b’, c’) @ a’ + t%(c", a") @ b''4-t, (a, b)@c. 


These definitions again give a representation of the symmetric group S, (on the 
direct sum of Trip(A, B, C) over all permutations of A, B, C). 

For subsequent use we need to compute Trip(A, B, C) when any two of its 
arguments are cyclic groups. In view of the symmetry just noted, it does not 
matter which two we take. 

Lemma 3. If A = Z,(a)) and C = Z,,(c,) are cyclic groups of the respective 
orders r and rs, while O, is the subgroup of all b ¢ B with rb = O, then there is an 
isomorphism 

y:O,(B) ® B/rB = Trip(Z, (a), B, Z,. (9) 
which is natural in B. 

As for the grading in this lemma, it suffices to assume that all elements of 
A, B, and C have degree O. The elements of O,(B) @ B/r B, like the elements of 
Trip, then have degree 1. 

Proof. The formula (2.6) for Tor(Z,, B) and the known formula Z,@ B 
>= B/r B yield an isomorphism 

:0,(B) ® O,.(B)/rO,,(B) ® Bir B 
= Tor(Z,, B) ® Z, ® Tor(B, Z,,) ® Z, ® Tor(Z,,Z,,)@ B. 


Explicitly, ®-' is given, for suitable elements 6 and integers i and j, by the for- 
mulas 

@-"[xy (ig, b) @ jeg] = (hijir)b , hb=0, 
(4.6) D-" (1x, (b, jeg) @ ia] = (hij/rs)b + rO,,(B) , hb=0, 

D-" [ty (jco, ig) @ 6) = (hij/rs)b4-rB. 
The relation (4.2) with h = rs, a = ag, and c = cy has the form 

T,(@o, 8b) @ Cg + T,,(b, Co) @ Ay 4 T,4 (Cy, 2g) @ b = O 

for any 6 ¢ O,,(.B); by the above isomorphism @-', it becomes 


(4.7) [b+ rO,,(B)] = —sb — [64 rB| ¢O,@ BirB. 


By ®, any other case of (4.2) will reduce to (4.7) for a suitable 6. This relation 
(4.7) replaces any element in the summand 0O,,(B)/rO,,(B) by elements in the 
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other two summands, hence shows that Trip(Z,, B, Z,,) reduces to the direct 
sum O,(B) ® B/r B, as stated in the Lemma. 
The proof has also given us the explicit form of the maps x in this case, as 
follows. 
Lemma 4. For A, B, C, as in Lemma 3, the maps xg, x's, 
0,(B) —°> 0,(B) © Bir B+ *— Bir B 
are the canonical injections into the direct summands, while 
x4: 0,,(B)/rO,,(B) + O,(B) ® BirB 


is given by x’, [6 + rO,,(B)] = —sb — [6 + rB), for b with rsb = 0. 
This is just a reformulation of (4.7); it could be stated more fully by saying 
that the diagram , 


0,,(B)/rO,,(B) —*+ 0,(B) ® B/rB 
® \, 
¥ ; 
Tor(B,Z,,) ® Z,—*» Trip(Z,, B, Z,,) 
is commutative. 

Lemma 5. The maps x4, xz, %¢ of (4.3) are monomorphisms. 

Proof. By symmetry it is enough to consider one such map, say x,. Since 
Trip and Tor are presented by generators and relations, it suffices to assume 
A and C finitely generated. By additivity we can then assume A and C cyclic 
infinity or-primary. The cases when A or C is infinite, and when A and C are 
finite of relatively prime order are trivial. When A and C are primary for the 
same prime p, then A = Z,- and C = Z,s. We can assume e < f, interchanging 
A and C if need be. We then are in the case of the Lemma above, where xp, as 
the injection onto a direct summand, is manifestly a monomorphism. This 
proves the Lemma. ~ : 
5. The Triple Kiinneth Formula 


Theorem 3. If K, L, and M are chain complexes of abelian groups, at least 
two of which are torsion-free, then H(K @ L @ M) has a chain of (graded) 
subgroups Oc PC RCS = H(K @® L@® M) for which there are natural iso- 
morphisms (of graded groups) 

a: H(K)@® H(L)@ H(M)=P. 
(5.1) y: Trip(H(K), H(L), H(M)) = RIP. 
B: Tor(H(R), H(L), H(M)) = S/R. 


The subgroups P and R are invariant and the maps «, y, 8 symmetric under the 
group of permutations of X, LZ, and M. 
Proof. By Theorem 2, «,: H,@ H,@ Hy H is a monomorphism, so we 
take P, as in Theorem 2, to be its image and take « to be a, cut down to P. 
Next we define a map 


(5.2) y: Trip(H(K), H(L), H(M)) + H(K @ L@ M)/Ima,. 
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To do so, consider three classes a, a’, a’’ in H(X), and similarly b’s in H(L), 
with the standard notation as in (3.5) for cycles in these classes. With the “cap” 
Zn Of (2.8) we then set 
y [tn (4, 6) @ ¢ + ty (5', c') @ a’ + Ty (c", a") @ b”) 
= cls { x, (a, b) @ z + E-* [yy (0, c’) ® 2] + El yale’, 0") @ y"}} ; 
the chain transformations §-1 and é here, defined as in (3.11), are needed to bring 
the resulting chains back into the complex K @ L @ M. Explicitly, in terms of 
chains u, v, with du = hx, dv = hy, etc., the right hand side of this formula 
reads 
(5.3) els {x @ v@ z+ (—1)"*1u® y@z+ &"[y'@ w’@ w+ 
° + (—1)""+10'@ z' @zx'} + E[2"" @ u"® y+ (—1)?" +10" @ a” @ y") ’ 
A straightforward check, with care as to signs, shows that this cohomology 
class is well defined modulo Ima, and that y, so defined, respects the defining 
relation (4.2) for Trip. Hence y is a homomorphism as stated in (5.2). This 
map y is readily shown to be symmetric, in the sense that one has two com- 
mutative diagrams. 


yo = wey: Trip(H(K), H(L), H(M)) + H(L@ K@ M)/P, 
yé=&,y: Trip(A(K), H(L), H(M))> H(L@ M@ &K)/P, 


where @ and é are the usual generators of the symmetric group on K, L, M. 
The verification is straightforward, and only the first of these two requires care 
as to signs. 

We claim that y in (5.2) is a monomorphism. By assumption, two of the 
complexes K, L, and M are torsion-free; by symmetry we can take these to be 
K and M. As usual, it suffices to study the case when K and M are elementary. 
The cases where H (K) and H (M) are cyclic infinite or of relatively prime order 
are readily treated; the only non-trivial case has H(K) = Z,, H(M) = Z,,, 
where K has free generators u, x with du = rx and M free generators w, z with 
dw = (rs)z. In this case the homology of K @ L @ M is easily computed in terms 
of the homology of Z and a routine comparison with the parallel computation 
of Trip(Z,, B, Z,,) in Lemma 3 show that y is indeed a monomorphism. 

Write the image of y as R’/P, where R’c H(K @ L @ M). We claim that R’ 
is identical with the subgroup FR appearing in the iterated Kiinneth formula of 
Theorem 2. With the verification of this claim, the proof of our Theorem will be 
complete, for in (5.1) we know « and y to be isomorphisms, and we may take # 
to be the final isomorphism £, of Theorem 2. 

In this connection we note for abelian groups A and B the readily proved 
fact that 


(5.4) 0,(A ® B) = Im(O,(A) ® B) UIm(4 @ O,(B)), 


where Im refers to the image under the canonical map 0,(A)@ B+ A® B. 

First we show that Rc 2’. With mappings « denoted as in the iterated 
Kinneth formula (Theorem 2), this means that we want the “images” of a, 
a’, and «”’ contained in R’. For « and «’ this is immediate. For «”’ we must 
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consider «’’t, (d, c) where hc = 0 in H(M) and hd = 0in Hg® H,. By (5.4) we 
can assume that d = a @ b with a ¢ Hx, b € H,, and either ha = 0 or hb = 0. 
Suppose the former. Choose cycles z, y, z in the classes a, b, and c, respectively, 
and chains u, w with du = hz, dw = hz. Then (u @ y) = h(x @ y). Hence the 
element 1,(a @ b,c) of Tor(H,@ H,, Hy) is mapped by a” into the class 
(i. e., cohomology class, modulo Q) of 
(l/h) 0(u® y@w)=zr7@y@wius y@z. 

This element (modulo P) can also be written as + yt,(c, a) @ b, hence is in R’. 
This completes the proof that Rc R’. 

Finally, we show R’ c R; that is, we show that every homology class in the 
image of y lies in R. First y[t,(a,6)@c] is just the image of a’ on 
Tor(H(K), H(L)) @ H(M). Second, any + [1,(c, @) @ 6) lies in the image of «” 
by reversing the calculation done above. The third case, y[t,(b, c) @ a], is 
symmetric to the second. Hence the Theorem is completely proved. 

Corollary. The first and second derived functors of the triple tensor product 
A® B® C are T,= Trip.and 7,= Tor. 

This follows at once by applying the triple Kiinneth formula to resolutions, 
as in the proof of the Corollary to Theorem 1. 


6. An exact Sequence 


In the Kiinneth formula of Theorem 3 the term Trip replaces two factor 
groups from the iterated Kiinneth formula. This amounts to giving a short 
exact sequence with middle term Trip, as follows: 

Theorem 4. For graded groups A, B, and C there is an exact sequence 


(6.1)  O-+Tor(A, B)@ C —°+ Trip(A, B, C) + Tor(A @ B,C) +0. 


where xc, defined as in (4.3), and A are natural homomorphisms of graded groups. 
This sequence splits, but not naturally. 

Proof. This can be deduced readily by computing the middle term of the 
triple Kiinneth formula from the iterated Kiinneth formula, all applied to 
complexes which are free resolutions of A, B, and C. We give however a direct 
proof which will exhibit generators for Tor(A @ B, C). 

First construct a group L(A, B, C) with two types of generators 

0,(a,6,c) forha=he=0, hEZ, 

o,(a,6,c) forhb=he=0, hEZ. 
To each of these generators we assign the degree 1 + dega + degb + degc. 
For relations we require additivity of 9, and o, in each argument, plus 


0n(4, b, ke) - Onx (2, b, c) ’ On (ka, b, c) _ One (2, b, c) , 
0, (4, b, ke) re Onn (4, b, c) , o,(4, kb, c) ‘*. Tnx (2, b, c) ’ 
@n(a, b,c) = oy (a, b,c), 


each of which is imposed whenever both of its terms are defined. Clearly, the 
group L(A, B, C) is a covariant, additive functor of A, B, and C. 
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Lemma 6. An isomorphism 7: L(A, B, C) = Tor(A ® B, C) is given by 
(6.2) 0,(4, b,c) = 1, (a @ b,c), no,(a, b,c) = t, (a @ b,c). 


The conclusion amounts to stating that Tor(A @ B, C) is generated by its 
elements 1t,(a @ b,c) with either ha = 0 and hc=0 or hb=0 and he =0, 
subject only to the relations which we have listed above for L. The proof of the 
lemma fellows the standard pattern. One first observes that », as proposed in 
(6.1), respects the defining relations for L, hence does define a homomorphism. 
To prove it an isomorphism it suffices, by additivity, to treat the case when 
A, B, and C are cyclic. The only non-trivial case is that-in which A = Z,(a,), 
B = Z,,(b,) for suitable integers r and s. In this case Tor(A @ B, C) = O,(C), 
so that a homomorphism ¢: Tor(A @ B, C) > L(A, B, C) may be had essentially 
by setting Cc = 0, (a, by, c) for any c € O,(C). An easy calculation then shows 
that (7 = id = nf, so that 7 is an isomorphism, as asserted. 

We now return to the proof of Theorem 4. By Lemma 5 we already know 
that x¢ is a monomorphism. Hence it will suffice to define a homomorphism 


u: L(A, B, C) + Trip(A, B, C)/x¢[Tor(A, B) ® C] 


and prove u an isomorphism, for then 7 u~? will induce a map A which will make 
(6.1) exact. We define uw by setting 


Mo, (a, 6, c) = (—1)™* ”7,(c, a) @ b, degb=n, dege=p, 
poo, (a, b, c) = — (—1)™*1)"7,(b,c)@a, dega=m, deghb=n. 


Then yu respects the defining relations of L; in particular, u carries the relation 
0, (a, 6, c) — o,(a, b, c) = 0 into the basic defining relation (4.2) for Trip, when 
the latter is taken modulo the image of x. Hence yu is a homomorphism. The 
proof that it is an isomorphism follows readily by the standard consideration 
of cyclic groups, using of course the values already computed for Trip in such 
cases (in Lemma 3). Hence the sequence (6.1) is exact. The fact that the sequence 
splits follows from the corresponding splitting property (1.2) of the iterated 
Kinneth formula, applied to free resolutions of A, B, and C. 


7. A non-Natural isomorphism 


As we have seen the symmetric Kiinneth formula of Theorem 3 does not 
follow from the iteration of the usual Kiinneth formula. It also seems likely 
that the functor Trip(A, B,C) used in the symmetric Kiinneth Theorem 
cannot be formulated as any composite of Tor, @, or other known functors of 
two variables. We do not know how to prove that it has no such expression, 
but we can prove that one possible such formula for Trip is not natural. 

Theorem 5. There is no natural isomorphism 


v: Tor(A, B) @ C @ Tor(A @ B, C) = Trip(A, B,C). 


The splitting of the sequence (6.1) of Theorem 4 does yield an isomorphism 
of these groups; we mean to prove that neither this isomorphism nor any other 
can be natural. 
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To this end, suppose first that A,= Z is infinite cyclic, while B,= Z,(b,) 
and C,= Z,(¢,). In this case any torsion product with A vanishes, so that x, 
is an isomorphism 

x4: Tor( By, C,) ® Z = Trip(Ao, Bo, Co) . 


Now take the element 7, (1 ® bo, c,) in Tor(A @ B, C). The map v= v(Ao, By,C5) 
must take t,(1 @ bo, co) somewhere into Trip, hence into an element in the image 
of A; 

Now suppose that A, B, C are any groups with elements a, b,c, each of 
order h, and consider the elements t, (a @ b, c) in Tor(A @ B, C). We can con- 
struct homomorphisms 

E:Z+A, :Z,(bo) > B, €:2,(e9) >C 
with 1 = a, nby= 6, and (cy= c. Since » is natural we have 


vt, (a @ b, c) = v Tor(E @ n, C) t,(1 @ bo, co) 
= Trip(é, ” C) Mtn (1 ® bo, &) - 


But we saw above that »,7,(1 @ bo, cg) lies in Imx,. Since x, is natural, so does 
its image under Trip(é, 7, ¢). That is, we have 


- v[t,(a, b, c)) € x4 [Tor(B, C)@ A]. 


This argument used the fact that hb = O implies h(a @ b) = 0. If we similarly 
use ha = 0 implies h(a @ b) = 0 we find that vt,(a @ 6, c) lies in the image 
of xz. Together this is 

y(t, (a @ b, c)] € Imx,4 A Imx,z, 


whenever ha = hb = he = 0. Now take A, B, C cyclic of order h. In this case 
the calculation of Lemma 4 with (r= rs=h) show at once that Imx, “\ Imx, 
= 0. Hence 

vt, (a@ b,c) =0. 


But in Tor(Z,® Z,, Z,) the element 1, (a @ b, c) need not be zero. Hence » is 
not an isomorphism q. e. d. 

Though Trip is not thus expressed in terms of previous functors, it is essen- 
tially equivalent to a variety of other new functors. For example, the definition 
of Trip(A, B, C) from a direct sum (4.1) yields a canonical epimorphism 


®: Tor(A, B) @ C @ Tor(B, C) @ A @ Tor(C, A) @ B+ Trip(A, B, C) 


Call the functor on the left 7'(A, B,C). We can describe the kernel of @ 
directly. Introduce the functor S(A, B, C) with generators @, (a, b, c) where h is 
an integer and ha = hb = he = 0, subject to the following relations: additivity 
in each of a, b, and c, plus the relations 


6, (ka, b, c) = O,,(a, b, c) ’ 
0, (a, kb, c) = 0,,(a, b, c) ’ 
0, (a, b, kc) = O,,(a, b,c), 
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‘ whenever both sides are defined. Then S is the kernel of ®; that is, there is an 
exact sequence 
O-> 8(A, B,C) —"+ T(A, B,C) —*+ Trip(A, B,C), 
where yu is defined by setting 
#9, (a, b, c) = (—1)"t, (a, 6) @ ¢ + (—1)"t4(b, c) @ a + (—1)!"TA(c, a) @ 5, 

where the sign exponents ¢,, &,, €, are as in the relations (4.2). Note especially 
how close the defining relations of S(A, B,C) are to those of Tor(A, B, C). 
However S(A, B, C) is not isomorphic to Tor(A, B, C). 

Many other questions remain to be settled : Are there essentially new products 


with more than three factors? Is Trip associative ? What happens for torsion 
products over more general rings than the ring of integers ? 
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Einleitung 


Partielle Differentialgleichungen der Form 
A(x, 8) + U,.+ B(x, 8)+u,—u,= 0 


spielen eine wichtige Rolle in der Lehre von der Warmeleitung, der Diffusion 
und der Wahrscheinlichkeit ({1]—[4])'). Die Theorie der Behandlung von 
Randwertaufgaben dieser Differentialgleichungen mit Hilfe Greenscher Funk- 
tionen ist in mehreren Arbeiten untersucht worden ([5], [6]). Leider beschrin- 
ken sich die meisten dieser Arbeiten auf den bloBen Nachweis der Existenz 
Greenscher Funktionen. 

Im folgenden werden nun Greensche Funktionen mit Hilfe Jacobischer 
Thetareihen aufgestellt. Dadurch bekommen diese Funktionen trotz viel- 
gestaltiger Differentialgleichungen und Randbedingungen eine einheitliche, 
iibersichtliche Form. Dabei handelt es sich durchwegs um Randwertauf- 
gaben, bei denen der Weg iiber die Laplace-Transformation versagt. Sie sind, 
von einer Ausnahme abgesehen (vgl. FuBnote 6), bisher wohl noch nicht be- 
arbeitet worden. Es ist nicht beabsichtigt, einen bis in alle Einzelheiten ge- 
henden Existenzbeweis fiir Lésungen von Randwertaufgaben zu fiihren. 
Ahnlich den ‘Tables of Green’s Functions...” von J. J. Smrru [7] soll vor 
allem eine Zusammenstellung der entsprechenden Greenschen Funktionen 
gegeben werden. 


1) Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende 
der Arbeit. 
Math. Ann. 140 5 
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Die Aufstellung von Greenschen Funktionen ist von Bedeutung fiir die 
Behandlung allgemeinerer Differentialgleichungen vom parabolischen Typ mit 
Hilfe von Integralgleichungen [6]. 


§ 1. Greensche Formel 


G sei ein Gebiet von der Art der Fig. 1, festgelegt durch 
t, (8) < x < r,(8), t, (8) < t,(s), 83 < 8 < 8. 
Die Funktionen t,(s), t,(s) seien stetig und mit beschrinkten Differenzen- 
quotienten versehen. Unter © wird das abgeschlossene Gebiet verstanden: 














Sh 
(t) 
Sot e 
4 Fn 
x 
57,- 
x. 
(y) 
Fig. 1 


G=G+04M. Dabei ist R=r,+r+ 4, und 
abgeschlossen. ia 

Eine Funktion u(z, s), die in G stetig ist und in 
© der Differentialgleichung 
(1) A (a, 8)+U,,+ B(x, 8)+u,—u,=0 
geniigt, nennen wir ,,parabolisch“ in ©. Dabei sei 
A>Ound A, A,, A,,, B, B, stetig fiir (x, s) in G. 
Ist die Funktion u* (y, ¢) inG stetig und geniigt sie 
in G@ der zu (1) adjungierten Differentialgleichung 


(2) [A(y, t)- u*}yy— [Bly, t) > u*),+ uf =0, 


so nennen wir die Funktion u*(y, ¢) ,,adjungiert parabolisch“ in G. 
Es sei u(y, ¢) parabolisch, u*(y,¢) adjungiert parabolisch in G; u,(y, t), 
uy (y, t) stetig in ©. Man erhalt dann mit Hilfe des Greenschen Satzes die 


Gleichung 


Ta (42) 


(3) ff wu*¥-udy= 


t (82) 


J [A(u*-u,— u-uf) dt + (B-— Ay) u*-udt + u*-udy}’). 
R 


Der Punkt (x, s) set-in s,< 8s < s, gelegen und J"(z, s, y, ¢) eine Funktion 
mit folgenden Eigenschaften: 

(a) I(x, s, y, t) ist definiert fiir (y, #) in G mit eventueller Ausnahme von 
(x, 8) ~% (y, t). . 

(b) I'(x, 8, y, t) ist als Funktion von (y,¢) adjungiert parabolisch in G, 
(x, 8) + (y, #). 


(c) T(z, 8, u, = 


y (x, 8, y, t)- g(x, 8, y, t) firt <s 


0 fiir ¢ > s, (xz, 8) + (y,t). 


Dabei sei y (x, s, y, t) die Grundlésung von (1)°). 


*) Vgl. E. Kamxe: ,,Differentialgleichungen reeller Funktionen“, S. 412. 
*) Nach W. Fetver [3] sind fiir die Existenz der Grundlésung folgende Voraussetzun- 


gen hinreichend: 


1. Fiir alle s,< 8 < 8, und alle z existieren A > 0, A,, A,, A,,, B, B, und geniigen in 
der Umgebung jedes Punktes einer Bedingung der Form 


\f(z, 8) — f(x’, 8’)|< K+ {|x—2’|*+ |s—a’|*}; e=—e(2’,8’)>0. 


Zz 
1 a 
3. Ass A= B—A® — Avs Ay sind beschrinkt, wobei v(z, 8) = om. 
jf VAwe) 
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(c,) g ist beschrankt fiir (y, t) in G; g und g, sind stetig fir (y, t) in G, t < s. 
(Cg) lim g(x, 8, y, t) = 1. 
(v,)—> (2,8), t<8 
Die Bedingungen (c,) und (c,) sind beispielsweise fiir g = 1 erfillt. Das Teil- 
gebiet von G, das zwischen den Parallelen zur z-Achse im Abstand s, und s 
liegt, bezeichnen wir mit G(s). Setzt man in (3) u*= J" und wendet man diese 
Formel auf das Gebiet G(s — e) an mit 0 < e < s — 8,, so erhalt man 
T,(8 —e) 
f (#8, y,8—e)uly,s—e)dy= f (A(Tu,— ul, dt + 
(4) (8-«) R(s—e) 


+ (B— A,) Tudt + ITudy). 
Die Grundlésung y besitzt nach W. FELLER [3] folgende Eigenschaft : 


t() 0 x <t,(s), > t,(8) 
lim / y(z,8,y,)dy=ow, mitw= : fiir x = t,(s), z = t,(s) . 
s—t—+0,8>¢ ws l x > t,(8), e < t, (8) 


Diese Beziehung und die in (a)—(c,) angegebenen Eigenschaften von J" er- 
méglichen in (4) den Grenziibergang ¢ > 0. Man erhalt: 
(5) w:u(z,s)= f [A(u,—ul,) dt+(B— A,) Tudt + Tudy). 
Nis) 
Die Funktion /{(y, ¢) sei stetig und mit stetiger Ableitung /,(y, ¢) fir (y, ¢) 


_ = ‘ : : dt, (t > 
in © versehen. Sind die Ableitungen : ' = ty fir s, S¢< 8, vorhanden 





und stetig, so setzen wir zur Abkiirzung 


peu, 2 ee 
A:f,=A lta (e+ B 4). fir |y—r,()|< 


1 HO—t 
9 e 
A-fg=(A-fy- x (e+ B+ -f a 


(6) 


Damit erhalten wir aus (5) 


(7) wm:u(z,s)= { A(Tuy —uly)dt+f Tudy. 


htt, 


Wir wollen diese Gleichung (7) als Greensche Formel bezeichnen. 


§ 2. Formulierung der Randwertaufgaben und Definition der 
Greenschen Funktion 


Es sollen nun Randwertaufgaben*) der Differentialgleichung (1) von 
folgender Art behandelt werden: 

Gegeben ist ein Gebiet G von der Art der Fig. 1. 

Gesucht ist eine in © + © parabolische Funktion u(z, s), mit der Eigen- 
schaft u = g(x) fiir (x, s) in t. 

AuBerdem soll die Funktion u(2, s) eine der beiden folgenden Bedingungen 
(I) und (II) erfiillen. 


*) Das Wort ,,Randwertaufgabe“ wird im folgenden durch ,,RWA“ abgekiirzt. 


5* 
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Zur Abkiirzung setzen wir u(t, (s), 8) = u; u(t, (s), 8) = @. 


() {ons +s" ut = 9,(8) 
Gg,* U + Gy_° UZ = —(8) 
fir 8s, S85 8. 
@,°%U + ,,°% = ¢,(8) 
(i) lim [@_,° ut (x, 0) + Gyq* uz (t,(c) + t,(0) — x, o)] = —(s) 
(z,0)—> (8: (8), 8) 

Dabei seien die Funktionen 9,(s) fiir 3, < s < 8,, p(x) und g’(z) fir 
t, (s,) S x S t,(8,) vorhanden und stetig. 

Von der Funktion g(x) wird die Eigenschaft (I) bzw. (II) fiir s = s, ge- 
fordert. Die Koeffizienten a,;, seien beliebige reelle Zahlen, a?,+ a?, + 0, 
a3, + az, + 0. 

Unter einer Greenschen Funktion einer solchen RWA fiir das Gebiet G 
versteht man eine Funktion J"(z, s, y, ¢), die fir (x, s) in G + © definiert ist, 
den Bedingungen (a)—(c,) geniigt und fiir ¢ << s als Funktion von (y, ¢) noch 


folgende Voraussetzung erfiillt : 
(a) (et tes le~? tae 
Q°T +4.° Ty =9 
(a) akaveeahetvare fiir (II). ¢ 
aoFy+ay Ty =0 t 
( 
§ 3. Greensche Funktionen der Wairmeleitungsgleichung 
Wir beschranken uns zuniachst auf die Warmeleitungsgleichung ] 
Use— U,= 0. ( 


Die Konstruktion Greenscher Funktionen J" gelingt, wenn G ein Trapez von 

der Art der Fig. 2, also t,(s) = m,- 8 + n, ist. Dabei sind m, und n, beliebige 
5 reelle Zahlen. Um die Funktion g(z, s, y, ¢) fiir 
(t einige Randwertaufgaben angeben zu kénnen, 
setzen wir zur Abkirzung: 





(8) 8 (p,q) = J a®-e-™* P+"e fir p> 0,2+0 











S q comm 
: (9) zy = [es(@) — 6 Y) tart <s : 
7 ty 
(y) ; 
Me.2 a js ‘ 
gi = B* (tty, Zt,— Tey) *) 
(11) gz = €~ £¥- H* (t,t, Tt. + Tey) 
93 = 8*(00, xe — ey). 


5) Beachte t3t:= t, (8) t, (t) . ] 
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Den Ansatz, den wir nun fiir g(x, s, y, t) machen, zeigt die folgende Tabelle: 


























RWA Gr o(2,8,y,0) 
m1 | > 9 | aa" 
ms |63| «—# 
) 3 , el er 
() 4 ol Cate 

(I) 1 Sk falls mi, = — ig 


§ 4. Nachweis der Eigenschaften (a) — (d) fiir die angegebenen 
Greenschen Funktionen 
Wir wollen zeigen, daB die Greensche Funktion der RWA (I)2 den Be- 
dingungen (a)—(d) geniigt. Bei den anderen angegebenen Greenschen Funk- 
tionen gestaltet sich dieser Nachweis ganz analog. Wir haben es also zu tun mit 


(12) [= y(z, 8, y, t)- (gz? — gz). 


z—y)* 
Dabei ist y(z, 8, y, t) = Wear” + {as fiir (xz, 8) + (y, t) die bekannte 
Grundlésung der Warmeleitungsgleichung. 

Fiir das Folgende sei (x, s) in © + © gelegen. 

Zu (a): 

Die Funktion J ist fiir alle Werte (y, ¢), fiir die r,(¢) < y S t,(t) undi<e 
ist, beliebig oft stetig partiell differenzierbar; die Untersuchungen, die sich auf 
die Bedingung (c) beziehen, werden ergeben, daB dies auch noch fir ¢ 2 s, 
(x, 8) + (y, #) gilt. 

Zu (b): 

Die Funktion J"(z, s, y, ¢) ist von der Form 

D(x, 8; y, t) = ¢- 8-*(p, dy) — €° O-*(p, gs) - 
Dabei ist c,= y(z, 8, y, t); 
c, 14Bt sich auf folgende Form bringen: 
C, = O(a, 8) + y(2t, (8) — 2, 8, y, 2). 


Ferner gilt p = 5 Gy = Bly — Ug; Up = Ty + Tey; 
art =0;¢5,=0 fir »=1,2. 


*) Von E. E. Levi [5] ist diese RWA durch schrittweisen Aufbau einer Greenschen 
Funktion ohne Verwendung von Thetareihen gelést worden. W. SrzrnBERe [8] gelingt die 
Lésung dieser RWA fiir ein allgemeineres Gebiet von der Art der Figur 1. Die Greensche 
Methode wird in der letztgenannten Arbeit nicht verwendet. 

5a 
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Folglich ist 
[c-8-*(p, W)lyy = cOry “gy + 26,71 "Gy" Cyt O-} + Cy, 
[c-O-*(p, gh =cO5*- p+ OF + q-et+ 8 +e. 

















Se 
Wegen 07, + 05 = 0 und ¢,,, + ¢,, = 0 fiir » = 1, 2 ist 
(13) Iyyt+T,=0 fir (y,t) in G, (x, 8) +(y,¢), (1 
falls so 
(14) =P; 24° cy = — °C (l 
fiir g,,c, und qo, cy, gilt. be 
Beachtet man r}(t) = Hi) — vel6 = m,, so erhalt man leicht B 
1 
Pe = pe [h(s) — t2(8)P (1 
(s) — t, (8) — t(8) 
‘y= Ht} — tale) > Vey = He) — to) ul 
t, (8) — t, (8) — t,(8) 1 
g1= By — 2); gq A. fae, (6) — y — 21 : 
c ‘ Cc. 
Gy= 3H (t— 9); Cw= Fay 2uls)—y— 2). 
Daraus folgt (14) fiin g,, c, und q,, c,, also schlieBlich (13). Ebenso ergibt sich, D 
daB I als Funktion von (z, s) in G parabolisch ist, falls (x, s) + (y, ¢). 
Zu (c,): a 
Es soll nun gezeigt werden, daB die Funktion g = gy! — gz' fir (y, t) in G D 
beschrankt ist. Diese Funktion ist von der Form E 
co ) oo _ ) - kn 
g(z,8,y,t)= DY H,— Y K,= D(-Ire *'-L(-lpre **. 
Dabei ist Hy= 1; |H,,|, |Ko|, |Ka,| S 1; Ay, &, = |n|6 fiir |n| > 2, 6>0. 
Daraus folgt, daB )’ H, und 3’ K,, beschrankt sind. ( 
—o —c A 
Zu (Cc): I 
Mit den Bezeichnungen von oben gilt I 
H,=1;h,26>0 fir [ni >1;k,26>0 firallen. ( 
Deshalb ist 
lim g(x, 8, y,t)=1. . 
(v,t)—>(2, 8),t< 8 
Zu (c): 
Fir (z, s)+(y,¢), (9,8) in G, ist die Funktion g beschrankt und u 
lim y = 0. Deshalb strebt die Funktion J" und ebenso ihre partiellen ( 
(v,t)—>(n, 8), t< 8 
Ableitungen fiir (y, t) > (, 8) gegen Null. Setzt man J’=0 fir ¢ 2 s, so ist 
die Funktion I" fiir (y, t) in © erklart und beliebig oft stetig differenzierbar, ; 


ausgenommen (2, s) = (y, #). 
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Zu (ad): 
Da xy = 0 ist fiir (y, ¢) in t,, folgt g = 0 und damit 
r=0 fir (y,t) in 4, (z,8)+(y,8). 


Setzt man zur Abkiirzung 





(15) zy = HAN O Mtoe te, 
so l4Bt sich die Funktion g auf die Form 
(16) 92,8, 9.) = OER, FR Hy) + FF OE, + HD) 


bringen. Um dies zu beweisen, benutzt man die aus (9) und (15) folgenden 
Beziehungen 


[ete Gs —2y — tatet 2tyt tay = — FY 
ny = 


aii |zty—t.y = — (2% — By); 2tyt,— zt,— 


zu+ ty 
und die leicht herzuleitenden Regeln 
(18) 8 (p,q) = O*(p, —g);  O*(p, g) = a+ e-?*#- H*(p, 2p — q). 
Mit Hilfe von (12) und (16) erhalt man durch Differentiation 
aI, (2, 4, ty(t), ) = HP — HO . ree, 5, 4(0), 4). 
Daraus folgt [vgl. (6)] 
re=-T.->Pr=0. 
Die Funktion J’ ist also Greensche Funktion der RWA (I)2 fiir das Gebiet G. 
Ebenso ergibt sich fiir J’ als Funktion von (z, s) 
r=0; Fr=F.+-GP=0 falls (x, 5) +(y,t). 
Bei der RWA (II)1 hat man es zu tun mit der Greenschen Funktion 
(19) I(x, 8, y, t) = (2, 8, y, t) - 8*(00, ox — oy). 


Aus dem Vorhergehenden wird ohne weiteres klar, daB auch diese Funktion den 
Bedingungen (a)—(c,) geniigt. Wir werden nun zeigen, daB J’ auBerdem die 
Bedingung (d) erfillt. Wegen m,= —m, [vgl. die Tabelle] ist o(s) = 0(t), also 


(20) T(z, 8, 20 —y; t)= y (x, 8, y, t)- e~*¥- 8*(00, ~~ om ey - 2t,y) . 


Dabei sei hier 77 = (e— =) (¢ —» 





Beachtet man die Beziehung xt,— t,y = —2t,+ ty von (17) mit ¢ statt r, 
und die erste Regel (18), so folgt aus (20) 
(21) I(x, 8,20 — y, t) = y(z, 8, y, t) - e~ *¥- O*(EE,, 2+ Hy). 
Mit Hilfe von (17) und (18) gelang es uns, g(z, 8, y, t) der RWA (I)2 auf die 
Form (16) zu bringen. Durch eine analoge Umformung erhalten wir aus (21) 
die Darstellung 
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(22) I(x, 8,20 — y, t) = y(z, 8, y, t) + e-=2- + *O*(00, 0 + oY) - 
Aus (19) und (22) folgt 
I(x, 8, y, t) — aI (x, 8,20 — y, t) = y(z, 8, y, t) Xx 
x {0*(g0, ze — gy) — e=20*(e0, ze + ey)} 
und fir y = r,(¢) schlieBlich Ld 
r-af=0. 


Leitet man die Funktion I"(z, s, y,t)+ aI'(z, 8,20 —y,t) nach y ab, so 
erhalt man fiir y = r,(¢) gemaB (6) 


I5—eP;=(0,—-3L)-«(F,-P) =o. 


Die Funktion I erfiillt also auch die Bedingung (d) und ist somit Greensche 
Funktion der RWA (II) 1 fiir das Gebiet G. 
Ebenso ergibt sich fiir J’ als Funktion von (z, s) 


al’ —f=0 und alt—ft=0, falls (x, s) +(y,?). 


§ 5. Greensche Funktionen fiir allgemeinere Differentialgleichungen 
Es sei /,(X, 8S, Y, T) eine der Greenschen Funktionen, die in § 3 fiir 
A=1, B=0 angegeben wurden. Mit Hilfe einer Transformation 


X=v(z,8); Y=v(y, t) 
(23) . =w(s); T=wi(t) 


wird es uns gelingen, aus J, eine Greensche Funktion J" fiir allgemeinere 
Differentialgleichungen zu erhalten. Die Randstiicke t,(s) des zugehérenden 
Gebietes G ergeben sich dabei aus den Randstiicken /,(S) = m,- S + n, des 
zu I, gehérenden Gebietes gema8B 


(24) v(t,(s), 8) = m, + w(s) + n, . 
Fir die Funktion [’ machen wir den Ansatz 
(25) T(z, 8, y, t) = v,(y, t)- Ty (X, 8S, Y, T’) . 


Es sei v(x, 8) in G parabolisch, v, stetig und v, + 0 fiir (x, s) in G. Wenn die 
Funktionen v(x, s) und w(s) fiir (xz, s) in G noch die Gleichung 

(26) A-v=w’ 

befriedigen, so bestatigt man leicht, daB J” den Bedingungen (a)—(d) geniigt. 


Die Randbedingungen, die J’ erfiillt, entsprechen dabei den Randbedingungen, 
die durch I, befriedigt werden. 


Aus (24) folgt: 
. 2 
v,'ti+v,=m,-w’, also + r)-+ “5. v, = m,*v,. 
Mit Hilfe von (26) erhalt man 


1 , v, 
4 (+) =m,-0,. 
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Da v parabolisch ist, gilt 








v, Us 
> =A- > +B. 
Aus (26) folgt noch (A - v2), = 0, d. h. 
Vee A, 
. wa 
Damit haben wir 
v% A, B 
Bidar 
und schlieBlich 
4 (e+ B-+)- mM,* VU, 


Das bedeutet [vgl. (6)] 


uy =u, +o, u 





ry=Ty+s eT; Ty =T,- (HF: %+ we). F, 


vy 
Fir m, = 0 ist also uy = u,, fir m, = 0 ist % = %,. 
Zur Erlauterung mégen die beiden folgenden Typen von Differential- 
gleichungen dienen. 


1.A=a(s), B=b(s)-x+c(s). 


Die Funktionen a(s), b(s), c(s) sollen fir s, = s < s, stetig und a(s) > 0 sein. 
In diesem Falle fiihrt folgende Transformation zum Ziel: 

- X = v(x, 8) = x- ef + fF cfg) - c/s 
(27) S=w(s) =f a(s)-e2/@4ds. 


Trotz der in (27) auftretenden unbestimmten Integrale erhalt man eine ein- 
deutige Funktion J’, da beim Einsetzen von X und S gemaB (25) die Inte- 
grationskonstanten wegfallen. 

Als Beispiel wahlen wir die Differentialgleichung 


(28) Use ——* Uy — 4, = 0. 
Es ist also a(s) = 1, b(s) = — —, (¢) = 0. Aus (27), (25) und (24) folgt daher 
x 1 
was hes 


29 1 x i , l 
—y Pew 0=7Te(Fs- 3) t>- 7) 
t,(s) = — m,+n,°8; +0. 
Wir haben als Gebiete G also wieder Trapeze von der Art der Fig. 2. Mit 
Hilfe von (29) lassen sich zu allen Randwertaufgaben, die in der Tabelle zu- 











74 Kurt Haw titscuHek: 
sammengestellt sind, Greensche Funktionen der Differentialgleichung (28) 
angeben. Durch einfaches Umformen erhaélt man aus (29) fiir J’ noch die Dar- 
stellung 

Yo(y, t) 
Yo(, 8) 
wobei y, die Grundlésung der Warmeleitungsgleichung ist. 


2. A=a(s)-z*, B=b(s)-z. 


Die Funktionen a(s), b(s) sollen fir s, < s < s, stetig und a(s) >0 sein. 
In diesem Fall fiihrt folgende Transformation zum Ziel: 





I(x, 8, y, t) = - Ty (x, 8, y, b), 


X = Inz + f [b(s) — a(s)}ds 
(30) ied Ay 
Als Beispiel wahlen wir die Differentialgleichung 
(31) z-u,,—u,=0. 


Es ist also a(s) = 1, b(s) = 0. Aus (30), (25) und (24) folgt daher 
X=Inz-s; S=s 

(32) I(x, 8, y,t) = 7 - I, (Inz — s, s, Iny — ¢, t) 
t,(s) = e+ Det | 


Wir haben es also mit Gebieten G von der Art der Fig. 3 zu tun. Mit Hilfe 
von (32) lassen sich zu allen Randwertaufgaben, die in der Tabelle zusammen- 
5 gestellt sind, auBer der RWA (II)1, Greensche 
(t) . Funktionen fiir die Differentialgleichung (31) 


Br angeben’). 
ne F po § 6. Die Lésungen der Randwertaufgaben 
. , Die eindeutigen Lésungen der in der Tabelle 
zusammengestellten Randwertaufgaben erhilt 
S- # = man mit Hilfe der Greenschen Formel (7). Fiir 


die RWA (I)2 ergibt sich 
x w#(2z,8)= ff: gpdy— fAl,: gat + 
(y) 
Fig. 3 , +A: I’ g,dt. 











Die RWA (II)1, die wir ja nur unter der Sleseenninde A =A behandelten, 
hat die Lésung 
u(x, 8) = fr: gdy+fA- “Ty pdt — ae I+ pdt. 


Anmerkung: In den Redidvertnblanbas der hier (I) sind die Sonderfille 
fiir 1. t, + — oo; 2. t, > +00; 3. t, > —o, t, > +00 enthalten. Bei der. Ver- 
allgemeinerung auf mehrere Dimensionen erhalt man die Greenschen Funk- 
tionen als Produkte Greenscher Funktionen des eindimensionalen Falles. 


7) Die Transformationen (27) und (30) werden von A. KotmocororF [2] verwendet, um 
aus y, die Grundlésung allgemeinerer Differentialgleichungen zu gewinnen. 
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Zur Transformationstheorie von Thetareihen 
indefiniter quadratischer Formen 
Von 
Hetmvt KLINGEN in Gottingen 


Die ganzzahlige Lésbarkeit indefiniter quadratischer Gleichungen 
(azz + bx, x,+ +++) + (cx +°+-)+d=0 


mit ganzen Koeffizienten bedeutet die Frage nach den Darstellungen einer 
Zahl ¢ durch eine indefinite quadratische Form ©: 


S[{r+a)=t. 


Dabei ist also G@™ eine indefinite halbganze symmetrische Matrix, 26a ganz, 
und man fragt nach den ganzen Lésungsspalten x obiger Gleichung. Eine 
quantitative Aussage iiber die Lésungen dieser diophantischen Gleichung 
wurde von C. L. Srecex [2]*) in Form einer analytischen Identitaét gegeben, 
in welche die folgenden zu © gehérigen Thetareihen eingehen: 
fa(z) = Dm e22i(Sz+iPy)[y) | 
p= a(l) 

Dabei ist z = x + iy eine komplexe Variable in der oberen Halbebene, DB eine 
fest gewahlte positiv definite Majorante von ©, und » lauft iiber alle rationalen 
m-zeiligen Spalten kongruent a mod 1. Da z und y getrennt auftreten, handelt 
es sich um nicht-analytische Funktionen; sie zeigen bei Anwendung von 
Modulsubstitutionen beziiglich z ein einfaches Transformationsverhalten. Die 
Untersuchung dieses Transformationsverhaltens ist Gegenstand der Trans- 
formationstheorie. Ihre Kenntnis ist wesentlich fiir den Nachweis jener 
analytischen Identitaét, welche die zahlentheoretischen Aussagen iiber Dar- 
stellungsanzahlen beinhaltet. 

Das Transformationsverhalten von /,(z) bei Modulsubstitutionen laBt sich 
bei Einfiihrung der Vektoren (/,,(z), . . ., fa,(z)), wobei a,, .. ., a, alle in Frage 
kommenden Spalten a mod! sind, durch lineare Substitutionen beschreiben, 
die eine unitére Darstellung der Modulgruppe liefern. DaB es sich um eine 
Darstellung der Modulgruppe dabei handelt, ist nicht unmittelbar zu sehen, 
weil nicht bekannt ist, ob die Funktionen f, (z), . . ., f4,(z) linear unabhangig 
tiber dem komplexen Zahlkérper sind. Nach einer Idee von C. L. Srecet [3] 
hat man zum Nachweis jener Tatsache die Funktionen /,(z) durch Einfiihrung 
einer neuen komplexen Variablenspalte w zu 


fa(z, w) - . e2*(Sz+iPy) [yd] + 2ain'w 
p=a(l1) 
*) Siehe Literaturverzeichnis 
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zu verallgemeinern und das Transformationsverhalten dieser neuen nun linear 
unabhangigen Funktionen von z und w zu untersuchen. 

Es soll in dieser Arbeit gezeigt werden, wie sich die Transformationsthevurie 
fiir den Fall der Darstellung von Formen durch Formen gestalten l4Bt. Der 
homogene Fall wurde in [1] behandelt. Fiir den inhomogenen Fall werden die 
Substitutionsmatrizen explizit aufgestellt, und es wird gezeigt, daB es sich 
dabei um eine Darstellung der Modulgruppe n-ten Grades handelt. Ent- 
sprechend dem ersten Fall hat man zu diesem Zweck die Thetareihen durch 
Einfiihrung neuer Variabler zu linear unabhangigen Funktionen zu erweitern 
und fiir diese verallgemeinerten Thetareihen eine Transformationstheorie her- 
zuleiten. Es ist iberraschend, wie gut sich die Siegelschen Untersuchungen im 
ersten Fall dem im zweiten Fall zu verwendenden Matrizenkalkiil anpassen. 

DemgemaB sei G(™) die m-reihige halbganze rationale Matrix einer in- 
definiten quadratischen Form der Signatur (r, m — r), A"-") = Q,,.. ., MU, sei 
ein vollstandiges System mod1 inkongruenter Matrizen mit ganzem 26% 
und $ eine Majorante vonG, d. h. eine positiv definite Lésung von PO" TL =S. 
Ferner nehme man eine symmetrische MatrixvariableZ™ = X + + Y mit Y > 0, 
welche also im Siegelschen Halbraum variiert. Fiihrt man noch fiir quadratische 
Matrizen A die Abkiirzung 

u(A) —_ e2 7 é Spur (4) 
ein, so haben die zu © gehérigen Thetareihen die folgende Gestalt 


fa(Z)= SY w(S(B)X + iP[B)¥), 
=a) 


summiert wird iiber alle zu 21 mod1 kongruenten rationalen Matrizen J”. 
Wegen G, Y > 0 hat man absolute Konvergenz. Durch Einfiihrung einer neuen 
komplexen Variablenmatrix 33." und 


fa(Z,B)= F&F pw(S[(B)X + iP(B/Y + WH) 
OD = (1) 


kann die lineare Unabhangigkeit der Funktionen fy (Z, WD), . . ., fa,(Z,W) 
erzwungen werden. Fiir Matrizen G(»") mit den Spalten p,, . . ., », sei mit dem 
entsprechenden kleinen Buchstaben p jeweils die mn-zeilige Spalte verstanden, 
die durch Hintereinanderreihen von P,, . . ., 0, entsteht, also p’= (Dj, . . ., D)). 
Dann 1la8t sich obige Thetareihe in der Form 

fa(Z, ®) = 2 u(R[p] + w'y) 

pea 

schreiben, wobei die symmetrische Matrix R™-”) durch 
(1) R[v] = Spur (S[(B)]X + sP[B) ¥) 
als Identitat in DG erklart ist. 


Nun sei Z = (AZ + B) (CZ + D)-' eine Modulsubstitution n-ten Grades. 
A 


In [1] ist in Lemma 7 bewiesen, daB sich M = (6 pt bei Rang C=h 
(1 < h S n) folgendermaBen zerlegen la8t 


A, 0|B 0 
ve PV) ay (0 0 6 a\0 0 

(2) M=(9 ‘y+ ) %o(o y) u- (2 0|D. ) 
0 010 £ 
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wobei U, V unimodular, 7’ symmetrisch und m ~ eine Modulsubstitution 
0 0. 


h-ten Grades mit |C,| +0 ist. Daher werde zunachst das Transformations- 
verhalten von fy(Z,%®) gegeniiber Modulsubstitutionen vom Typ M, unter- 
sucht. Man benutze die folgende Aufspaltung 


aa 28 *) a ZY Zu 
+ (é: oe (zi, 2.) 
und zerlege die Modulsubstitution M, in drei Bestandteile 


A,Cy? 0 
(3) Z= ( 0 ; Z ) + Z,[Co*, —Zo1), 25 = —Zq", Zg= Zqy+ Co*Dy. 

11 

In 
(4) fa(Z,B) = 2 m(SIBlX + PIBIF + BB) 
= a( 

mache man nun zunichst die folgende Umordnung. Setze 2% = (21%), 2,) und 
B= (BL, Ba) = (KO + KOCH + Wy, K+ A,). Y durchlauft genau alle 
rationalen Matrizen kongruent 2 mod1, falls %,,%, alle ganzen Matrizen 
und &, ein volles ganzes Restsystem modC4 durchlauft. Dabei besteht eine 
Restklasse X, mod C4 aus allen Matrizen X%,+ GCo, G beliebig ganz. Zur Ab- 


kiirzung sei noch Hf = X,+ 2, gesetzt und Hf mod Cy bedeute, daB %X, iiber 
ein volles ganzes Restsystem mod C4 variiert. Die GroBen Q,, Q, seien durch 


1 1 
Q=76+B), %-76—-B) 
eingefiihrt, so daB 
(5) S-'(Q,] = Q, (v= 1,2), Q,6-'9,=0 


gilt. Dann bekommt man fiir die Exponenten in (4) mit o(A) = Spur(A) 


o(S[BIX + iP(B] LP) = o(Z(B']Q, + 21B'Q,) 
= 6(Q,[(B92)2.1+ Q,[B]Z;1) + 6(6[B,)4_CG") + 
+ o(Z, (Co? Di — Zo BS) Q, + Z, (CoD; — Zi: Bs) Qo) - 


Das zweite Glied a(S [%,] AyCo") ist kongruent o(S [Nf] A,Co") mod 1, und das 
dritte Glied kann als 
o(—Q, [X, + BlZz'— Q, |X, + BIZs") 
mit 
B= BF Co'— B. Zon 


geschrieben werden. Mit 
U = Bf Co? —S!O,F,.Z0, —S Q,9.Z51 
verifiziert man sofort 


QO, [%, + B] = O,[(%,+ U], O,[%,+ B) = Q,[%+ Uj. 
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Somit erhalt man schlieBlich 


o(S(B]X + iP (BIL) = o(Q, (Be]Z,,+ Qe [Be)Z,,) + 
+ o(S [Bl] A_Co") — o(Q, [%, + UJZz*+ Q.[%, + UJZs") . 
Der zweite Bestandteil des Exponenten in (4) werde mit 13 = (\"”), W,) als 
(7) o(W'Y) = o(W; (BT + ¥,Co)) + o(WsBs) 
aufgespalten. Aus (4), (6) und (7) resultiert schlieBlich 


fu(Z,B)= SF YL wl(Q (Bel Z1+Qy(B_Z11]+W2B.)u (S [BI] AoCG") x 
(8) BP mod C, Bs = WM, (1) 


x J u(—O,[%, + UJZz*— Q,[%, + UjZz1+ Wi (Bi + XC) . 
* 


“1 


Um auf diese Summe die bekannte Reziprozitatsformel fiir Thetareihen 
anwenden zu kénnen, fiihre man entsprechend zu (1) die symmetrische Matrix 
RK”) durch 


R, [3] = o(S (8) X, + *B(B) ¥) 


als Identitat in 8("-” ein. Dann wird 
1 - 
R, [r+ u+ 7% (Dxe)| = o(—Q, (X, + U) Zz'— OQ, [%, + UJ] Zz") + 
1 , , , , ° , , 
+ FRz* [W, x co] + 0 (Ws (Br + KX, Co)) — o (Wy (B. Xo + tS" PB, You) Co) , 


wobei das x-Symbol das direkte Matrizenprodukt bezeichnet. Folglich wird 
nach (8) 
fa 2,2) = mw (— ZR" XG)) Fm De) Zin + ale] Zn + WB) x 
(9) x w(S (Bl) A_Co* + Wj (B.Xor + 1S-* PB. You) Co) x 

xz # (% [r+ w+ 527", xe)]). 


Die Anwendung der Reziprozitatsformel auf die innere Summe ergibt 


Yu (% | + R51(W, x 
yu ( ft Ut SRB, |) 
-” -s 1 1 

= |= 208 Dm (— Gr" wl) +54 (+ 3 %i(B, xq), 
summiert iiber alle ganzen &,. 

Die Berechnung der reziproken Form %;! und fiir spiteren Gebrauch der 
Determinante |—2iX,| 148t sich durch Hauptachsentransformation einfach 
durchfiihren. Man findet 
(11) Rr" [F] = —o(S-* [NR] Co* Do) — Roo (S-*  ¥] 
mit 


Noo lt] = a(S [XN] Xoot+ *P [KX] Yoo) - 
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Beide Gleichungen sind als Identitaten in X zu verstehen. Fiir obige Deter- 
minante erhalt man 


m—?T 


1 ni h r 
(12) |-26R,[ F =e ©?” abs B (26) |Z, + Cy Dol ® \Zoo+C5%Dyl 2. 
Ferner ist 


» (2, [52,94] 2+ 2,[5S-"%,, B.] Z) 


(13) =e (J %oelS- xm)) #(Q,[B2)Z1; + Qe[Be) Z,;) x 
x p(X} S7Q,BZo + KS7Q,H,Z 1) 
Aus (9), (10), (11) und (13) resultiert 
1 
fa, BB) = |— 26 ® w (— FR" [D, x ]) > w(S(BP] A005") wD) * 


x WB; (BaXex + |S PBs Yon Co) Yu (FS [%]C9*Dy) x 
(14) pe 


x u (2, [5-S-%,,9,] 2 + a, [5-6-%,,9,] Z) x 
X a(R BE CGY) mw (— FHT", xe) 


Man fiihre nun abermals eine neue Summationsreihenfolge ein. Zu diesem 
Zweck setze man % = (2("”), 2%,) und definiere X*™”, Bim”, Hsim.n—d) 
durch 


1 
($S-%,, Bs) = (Xf + B,, X,+ Ay). 
Dabei lauft %,,%, genau iiber die vorgeschriebenen Werte, wenn X, und Xf 
iiber alle ganzen Matrizen variiert und %, ein volles Restsystem mod 1 inkon- 
gruenter Matrizen mit ganzem 26%, annimmt. Die Transformationsformeln 


werden einfach, wenn man auBerdem Y mittransformiert. Die Substitutions- 
vorschrift fiir I hangt auBerdem von Z ab. Zunachst werde sie erklart durch 


By, 2= (Wi"-, W,), W = (BW, W,) 
(WB, X cy) = —R, (S-? xw,), BW,= W.— +t PS-?BW, C, Yo,— WC, Xp, . 


Dadurch wird ein umkehrbar eindeutiger Zusammenhang zwischen YD und 
Dy, z hergestellt, und es folgt sofort 


(16) (S x (4, + 6,))’ RD, xc) = —wj (x, + 6) 
(17) Rr? [W, x cg] = R, [Sx w,] . 


Ordnet man nun (14) in dieser Weise um, beachtet dabei (16) und (17) und 
daB die Summe 


(15) 


Aa, (M)= LY p(S(Bt)AoCo'+ 
(18) Bt mod C; 


+ G[KP + B,]Cot Dy— 2(XF + B,)'SY*Co-*) 





von 


(20 


erk 
fol 
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von &, unabhingig ist, so ergibt sich 
fa(Z, By, 2) 
= |-26%|-" we (— PRS wy]) J day, wD fee (ZW) . 


Diese Formel lat sich noch iibersichtlicher schreiben. % = (2,, M,), B= (B,,B,) 
sollen tiiber das Restsystem 2, (vy = 1, ...,1) laufen, im Himblick auf (18) soll 
. > uS (BI ]A,Ce* + S[B,JC5*D,— 
(20) Age(M)= ~  * — 2BiSHFC,—) far B, = A,(1) 
0 fir B,+%,(1). 


erklart werden und fy, ..., fa, fasse man zu der Spalte / zusammen. Dann 
folgt aus (12) und (15) mit den Bezeichnungen 


(19) 


Zy=2Z,e= aa here , d= abs(26) 


(21) o(M, Z, B) = w(— 7 (S-(B,] X,+ /P-[B,] ¥,)) 
und der Matrix 


m—?T 


h m r 
(22) G(M,Z)=e'd 2% |C,| ® |CZ+ D/® |CZ+ Di 2 ((Ay,@(M)) 
die Transformationsformel 
(23) f(Zm, Way, z) = G(M, Z) f(Z, BW) o(M, Z, D) . 


Das ist die gesuchte Formel fiir M,. Unschén bleibt zunichst die Definition 
von Wy, z durch (15); das soll spater einheitlich besser geschehen. 
Nun behandeln wir den Fall A = 0. Jetzt erklire man 


(24) Byu,z= BA’, 
also in Wahrheit unabhangig von Z. Eine Modulsubstitution mit Rang C = 0 
hat die Gestalt 
v’ 0 ET 
M=(9 ys) (02) 


mit unimodularem V und ganzem symmetrischen 7. Wir untersuchen das 
Transformationsverhalten zunachst fiir die erste Substitution 


vo 
M= (, a : 
fa(Zm,W as, z) a * w(S([BV')X + tP(BV' IY + WDBV’) = fay (Z, BD). 
= %(1) 
Folglich handelt es sich lediglich um eine Permutation der Elemente von 
{(Z, W). Bei der zweiten Substitution M = " r) hat man 
fa(Zu, Was, z) = w(S(A]T) fa (Z, BW) . 
Setzt man beide Formeln zusammen, so erhalt man fiir M = r >) : 


fa(Zu, Du, z) = u(S [AJA B’) fa s(Z, DW) , 
Math. Ann. 140 6 
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oder in Matrixschreibweise wieder (23), wobei nun 
(25) = G(M, Z) = G(M) = ((u(S [2A] A B’ by, 4,,)), o(M, Z, WB) = 1 
erklart ist mit dem Kroneckersymbol 
_ fl fir A= B(1) 
Su =o far A+ Bil). 


Das Transformationsverhalten beziiglich einer beliebigen Modulsubstitution 
mit Rang C = A (1 = h& S n) erhalt man auf Grund von (2) durch Zusammen- 
setzung aus den bisherigen Resultaten. Ist namlich 





(26) M=( )= MMM, 


0 DJ\c, 01D 0 }\0U- 
0 0\|0 EB 


und definiert man mit Hilfe von (15), (21), (22) und (25) 
(27) By,z= (BW U),.z(uj A o(M, Z, WB) = e(My, Z[U], WU), 


A, 0|;B, 0 
o0)(c E\0 0 cE 0 


(28) ©(M, Z) = G(M,) G(M,, Z[U]) G(M,) , 
so folgt aus (23) und dem entsprechenden Resultat fiir h = 0 
(29) f(Zm, By, 2) = G(M, Z) f(Z, B) o( M,Z, B) 


In dem Rest der Arbeit wollen wir uns informieren tiber den Charakter der 
Substitutionsmatrizen G@(M,Z) und nachweisen, daB sie zu einer unitaren 
Darstellung der Modulgruppe n-ten Grades fiihren. Zu diesem Zweck ist es 
erforderlich, ein einheitliches fir das Hintereinanderausfihren von Modul- 
substitutionen handliches Bildungsgesetz von I, z und o(M, Z, W) zu haben. 
Die bisherigen formal verschiedenen Definitionen dieser GréBen in den ein- 
zelnen Fallen waren fiir die Ableitung der Transformationsformel geeigneter. 
Gleichzeitig wird sich ergeben, daB yz nicht von der speziellen Zerlegung 
(26) abhangt. 

Hilfssatz 1: Fiir beliebige Modulsubstitutionen M wird der Zusammenhang 
zwischen Wy, z und W einheitlich gegeben durch 


Wy, z = (Q4S-! x (CZ + D)'-? + QS x (CZ + D))w. 


Beweis: Das Rechnen wird erleichtert durch die leicht zu verifizierende 
Aquivalenz der beiden Formeln 


Wa, Be, 
(30) ( J-2(: Jrm-temxa-nnenxcr, 
Ba, B 


wobei die vorkommenden Matrizen vom Typ W™™, Be, CM»), Tem»), 
|A™| + 0 sind. — Fir h = 0 war Wy, z durch (24) erklart, das ist nach (30) 
aquivalent mit 


Wy,z= (E™ XA)w 





int 


zun 


so | 
wa 
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in Ubereinstimmung mit der Formel des Hilfssatzes. — Sei nun 1 < A < n und 


zunachst 
A, 0|\B, 0 
waan-(24 Eales ) cp +0. 
0 0 0 E 
Friiher war %y,,z durch (15) und R, durch 
— R= Q, X(Zoq+ Co*Dy)-* + Qy X(Zoq+ Co*D,)* 
erklart. Unter Verwendung der Formel (30) ergibt sich daraus der folgende 
Zusammenhang zwischen ®, und w,: 
i, = (Q\S-! x (CyZqq+ Do)’-*+ QgS- x (CoZoq+ Do)’ -*)™, . 
wW, setzt sich gemaB (15) aus zwei Bestandteilen zusammen zu 
w,= (Q,S-3 x Bn r) + Q,S-} xE@-)w, ns 
— {Q\S- XZq1Co(CoZoo+ Do)’ -* + Q4S-* Zp 1,05(CoZoq+ Do)’-1}m, . 
Beachtet man noch 


(CZ + Dy'-1 am aor + = °) 


—Zo,Co(CoZoo+Do)’-* EB)’ 

so folgt aus obigen Formeln fiir ,, , die Formel des Hilfssatzes.— SchlieBlich 
war im allgemeinen Fall (26) Wy, z durch (27) definiert. Bezeichnet man die 
Spalten von D, mit },,,...,,,, so laBt sich (27) vermége dés bewiesenen 
Resultates fiir M, schreiben als 


Dy.z Du 
(2) fae (Gets (9) 


Wy, z din DB 
uy, 


roe (G az (VC 


Daraus ergibt sich mittels (30) unmittelbar 
Dy,z>= (E™ x A,) {. J } (E™ x U')w ’ 


wobei der Ausdruck in der geschweiften Klammer derselbe ist wie in der letzten 
Formel. Nun ist aber 


A, ((C° 9) 210) + e ahs U'= (CZ + Dy-; 


somit ergibt sich wieder die Formel des Hilfssatzes. 
Hilfssatz 2: Fiir beliebige Modulsubstitutionen lapt sich o(M, Z, W) einheitlich 
definieren durch 


u, 


1/$74+ 93-1 o7-- 3-2  - 
o(M, Z,B) = w(—4 (SFP x ze + SSF xZs) (w}) 
mit Z* = —(CZ + D)-C. 
Beweis: Fir h = 0 ergibt obige Formel 9(M, Z, ) = 1 in Ubereinstimmung 
mit der friiheren Definition (25). Sei nun 1 < A < n, friher war 0(M, Z, BW) 
6* 
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vermége der Zerlegung (26) durch (27) und (21) erklart; d. h. wenn man i 


Zoo Z U, U. 
BIUI= (52 zu)» %=—(Cakoo+ D*0,, U=(y; y') 


setzt: 

o(M, Z, WB) = (My, Z[U], BU) 
=u (—4 (S-1 [9] ReZ, (Uj, Us] + +P-1[BW] 1mzZ, (Uj, VG) 
=p(-F(S™ «2,103,039 + SS xZ,10;,09)))). 


Das ist wegen Z,[U;, U3] = —(CZ + D)-*C die behauptete Formel. 
Hilfssatz 3: Fiir beliebige Modulsubstitutionen gelten die Formeln: 
Bum,,z= (Dy,,2)m.2, » 
o(M M,, Z, WB) = o(M,, Z, WB) o(M, Zu,» Wy,, z) . 


Beweis: Die erste Formel ergibt sich sofort nach der Formel aus Hilfs- 
satz 1, wenn man (5) beriicksichtigt. Die zweite Formel ist aus Hilfssatz 2 zu 
ersehen. Es kommt namlich darauf an, mit M,— M M, nachzuweisen, daB 


{(S-+ BP) x(C,Z_ + :D)0,+ G2—P-)x(C,Z_ + D,)-2C,} [w] + 
+ {((G-*+ P-) x(C Zy.+ D)'C + (S-"— B-1) x (C Zy, + D/C } [wy,,z] 
= {((6-'+ P")x(C,Z + D,)*C,+ (6"*—-P-") x (0,2 + D,)-*C,} [w] 
ist. Setzt man fiir Wy, z gema8 Hilfssatz 1 ein und beachtet 
S'O,(67+ P= S7+ PP", 6'1Q,(6"—P-')=0, 
S'0,(6-'+ DP) = 0, S-'0,(6-"— D-') = 69- P-', 
so erkennt man, daB es geniigt, 
(C,Z + D,)-*C, + (C,Z + D,)-* (CZy, + D)-1 C(C,Z + D,)’-* =(C,Z + D,)-*C, 
zu verifizieren. Das ist aber offenbar eine Identitat in Z. 
Nach diesen Vorbereitungen ist es leicht, eine Kompositionsformel fiir die 
in den Transformationsformeln auftretenden Substitutionsmatrizen © (M, Z) 
abzuleiten. Man findet 
Hilfssatz 4: Fiir zwei beliebige Modulsubstitutionen M, M, gilt fiir die in (28) 
definierten GréBen G(M, Z): 
G(M M,, Z) = G(M, Zy,) G(M,, Z) . 
Beweis: Nach (29) gilt einerseits 
f(Zum, Bum,,z) = G(MM,, Z) f(Z, BW) o(M M,, Z, B) 


und andrerseits nach Hilfssatz 3 


(Zum, Bum,,z) = f((Zm,)a> (Bx, 2), 20) 
= G(M, Zy,) f(Zy, Bwu,,z) o(M, Zy,, Ba, z) 
: _-4,B) o(M,Zy,, Wy... 2) o(M,,Z, W) . 
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Also 
{6(M M,, Z) — G(M, Zy,) G(M,, Z)} f(Z,BW) = 0. 
Nun sind aber die Funktionen fy, (Z, I), . . ., fa, (2, W) als Fourierreihen in 3 
linear unabhangig tiber dem Kérper der komplexen Zahlen. Somit folgt 
©(M M,, Z) = G(M, Zy,) G(M,, Z) . 
Nun werde fiir beliebige M die Matrix 


m—r 


r 

(31) A(M) =|CZ+ D| 2% |\CZ+D\ 2 G(M,Z) 
erklart. Diese Matrizen sind von Z unabhangig, wie aus (22), (25) und (28) 
sofort zu erkennen ist. Ferner gilt bei der Zerlegung (26) 
(32) A(M) = A(M,) A(M,) A(M,) . 
Die A(M) sind unitére Matrizen; das ist fir h = 0 wegen (25) trivial, und 
wegen (32) geniigt der Nachweis fiir M = M,. Fir die in (20) erklarten GauB- 
schen Summen ist unschwer 

Jas, (M) = Foy, (M-) 
zu sehen, und ferner ist nach der Kompositionsformel aus Hilfssatz 3 
(33) G(M,Zy-:)G(M",Z)=E. 
Somit hat man 


h r m—r 
G(M-1,Z) = ed ® |Zyg—Co-2AG| ® |Zoo— Cy Ag] (Aas, @ (M-)) 


> 


m—T 


|\—CoZoo+ Aol? Co Zoo + Ag 2 (Ass, a(M))) 


a 


= |-O9Zo0+ Aol ® |-CoZo+ Aol * AMY’; 


h m r m--r 
G(M,Zy-:)=e*d 2\C.) 2 |—CoZ,9+ Aol *|—CoZoo+ Aol * ((Aaa (Mf) 
m—f?r 


= |—CpZo9 + Aol ®|—-CoZoo+ Aol *% A(M). 
Formel (33) zeigt dann A(M) A(M)’ = E. 


In der Transformationsformel (29) setzen wir nun % -0, dann wird 
o(M, Z, W) = 1 und das Transformationsgesetz lautet dann unter Verwendung 
der Matrix A(M) fir die urspriinglichen Thetareihen 


m—rTr 


(34) |\CZ+ Di 2|CZ+ Di = f(Zy) = A(M) f(Z) 
Fir M,= MM, gilt 


A(M,) |\C,Z + D,|? |\C,Z+ D,| 2 =G(M,,Z) 
A(M) |\CZy, + D\|? |CZy,+ D| 2 =G(M,Zy) 


m—rT 


A(M,) |C,Z + D,|? |C,\Z + D,| 2 =G(M,Z). 





86 Hevmvut Kurncen: Thetareihen indefiniter quadratischer Formen 


Da (CZy,+ D)(C,Z + D,)=C,Z+ D, und nach der Kompositionsformel 
G(M,, Z) G(M, Zy,) = G(M,, Z) ist, gilt fir die Matrizen A(M): 


A(MM,) = A(M) A(M,). 


Also liefern die Substitutionsmatrizen A(M) in (34) eine unitére Darstellung 
der Modulgruppe n-ten Grades. — Wir fassen das Resultat zusammen. 

Satz: Die der indefiniten quadratischen Form © von der Signatur (r, m— r) 
zugeordneten Thetarethen fy (Z),..., fa,(Z) werden bei Modulsubstitutionen 
n-ten Grades in der Form 

fr m—?T 
\CZ + Di *|CZ+D\ * f(Zy) = A(M) f(2) 
simultan transformiert. Die Substitutionsmatrizen A(M) sind durch (22), (25), 
(28), (31) explizit mittels GauBscher Summen erklart und liefern eine unitére 
Darstellung der Modulgruppe n-ten Grades. 
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Ideal Structure and Semigroup Domain Decomposition 
of Associate Rings 
By 
Irvine SussMAN in Santa Clara, California 


1. Introduction 


In [1] the author introduced the class of associate rings which were defined 
as certain subdirect sums of domains of integrity. If, in fact, a = (..., a, ...) 
is an element of the subdirect sum R of domains R,, then if there exists in R 
another element a° whose subdirect formulation consists of a 1,¢ R,; in each 
place for which a; + 0,;¢ R,, and zeros elsewhere, then a° is called the associated 
idempotent of a. If R has an identity and contains associated idempotents it is 
an associate ring. 

These rings were shown in [1] to generalize the concept of Boolean rings. 
An abstract formulation was given in the commutative cases in terms of 
idempotent elements and non-0-divisors, and an underlying lattice structure 
was revealed in the general case. Associate rings were shown to be composed of 
certain maximal sets (M, +, 2), each forming a Boolean ring with identity, 
and all isomorphic both in the lattice and ring sense. The composition of these 
maximal sets were shown to be M = uJ, where J comprises the idempotents 
of the ring and u¢ U is a non-0-divisor (U the set of non-0-divisors). Of 
assistance in this formulation are concepts of enclosure (a < } if ab = b*), and 
compatibility (a ~ b if ab? = a*b). 

In this paper associate rings are shown to be the logical join of disjoint 
semigroups (some of which become ring ideals) and an ideal structure is 
developed whereby under appropriate conditions an associate ring is shown 
to be a subdirect sum of the ideal-domains contained in it. 

An interesting facet of these rings is that so many examples are available. 
Extreme examples are integral domains and Boolean rings with identity. 
Intermediate examples are regular rings, rings in which a*()=a (which 
includes residue class rings modulo a product of distinct primes), e¢ alii, as 
well as all full direct sums of integral domains. 


2. The Semigroup Decomposition 


Let U be the set of non-0-divisors of an associate ring R and let J be the 
idempotent set of R. These sets are nontrivial, except in the extreme cases in 
which R is itself a domain or a Boolean ring; in either of these cases, the 
results remain true but usually become trivial. 
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The set eU, e € J, is immediately seen to form a multiplicative semigroup 
containing no zero element, unless (for e = 0) it is the one-element group. 
We shall assume that eU does not vanish in what follows (i.e. that e + 0, 
unless otherwise specified). It is clear, of course, that eU and Ue form the 
same set in an associate ring, since idempotents belong to the center of the 
ring. (See [1).) 

2.1. Lemma. The semigroup eU is a multiplicative domain with identity e. 
(e € J; U = non-0-divisors.) 

Proof. We show that there exist no semigroup zero divisors (i.e. that 
ab = ac implies that b = c) in eU. Suppose that (eu) (ev) = (eu) (ew). Then 
uev = uew, if we use the commutative property of e. Since u is cancellable, 
ev = ew. The same result holds if the unequal factors of each side are left 
multipliers. Obviously, e is the identity of eU. q.e.d. 


We shall hereafter call these semigroup domains simply m-domains. They 
are not necessarily commutative; i.e. it is not implied that (eu) (ev) = euv 
is the same element as (ev) (eu) = evu. However, both products belong to the 
m-domain indicated by eU, since the product of two non-0-divisors of R, in 
whichever order, is again a non-0-divisor. 

2.2. Lemma. The m-domain eU is precisely the set of elements a € R such 
that a®= e. 

Proof. Let a € eU. Then a = eu (= ue) for some non-0-divisor u ¢ U. But 
a®= (eu)®= e°u°= e. Therefore, the set e U is contained in the set of elements 
whose associated idempotent is e. 

Conversely, let x be any element whose associated idempotent r°= e. Then 
x = ex’, where z’ is the non-0-divisor z + J — e. Therefore the set of elements 
whose associated idempotent is e is contained in the set eU. 

2.3. Theorem. The m-domains eU, where e ranges through the idempotent 
set J of R, decompose the associate ring R into mutually disjoint sets (m-domains ). 

Proof. Every element a € R belongs to at least one such m-domain, since 
a= a°a’, where a°¢€ J and a’= a + I —a® belongs to U. It is clear that the 
non-0-divisors form one such set, and that no non-0-divisor appears in any 
other such m-domain. 

Assume now that an element a belongs to two m-domains; a ¢eU, and 
a¢€f{U, where e +f. Then for some u and v in U, eu = a= fv. Then (eu)® 
= (fv)°, ew®= fv®, which implies that e = /. Therefore, the element a cannot 
belong to two distinct m-domains. Accordingly, the m-domains cover R and 
are disjoint. q.e.d. 

We note that while eu = fv (e + /) is impossible, it is quite possible that 
eu = ev (u+v); for example, if w and v coincide in those components for 
which e;= 1, but differ in at least one other component. It is also noted that 
two elements of the same m-domain, if distinct, cannot be compatible since it 
was shown in [1] that a ~ b and a°= 6° together imply that a = b. 

2.4.. Theorem. Each m-domain of R is composed of elements suitably chosen, 
exactly one from each maximal set of R. 
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Proof. An m-domain contains at most one element from any maximal set, 
since two elements of the m-domain cannot be compatible. But it is easy to see 
that the m-domain contains at least one element from any given maximal 
set — for example, eU contains the element we ¢€ uJ. q.e.d. 

Remarks. If we have a countable number of elements in R (or some way 
of ordering them), then we may display the maximal sets of [1] (with uni- 
elements) as “‘rows”’: 


Mi = ..., 66, ef, wg, ... 
Mi = ..., 06, Of, OG,... 
HE g™ «+. E, Wf, Wg, ... (...,¢f,9 €d) 


if then these rows are suitably ordered, the “‘columns’’ become the m-domains 
of R. There is, of course, no duplications of elements in any row; however, 
there may be duplications of elements in some, or all, of the columns. The 
display does not intend to suggest that the cardinal number of the set of 
maximal sets is the same as that of the m-domains; or related. In the Boolean 
ring, there is only one maximal set, and every idempotent forms a one-element 
m-domain; in a domain, every non-zero element forms, with zero, a two 
element maximal set, and, except for 0 alone, there is only one non-trivial 
m-domain. Between these extremes it is possible, for a finite associative ring 
R, to find a formulation relating the cardinality of the set of maximal sets and 
the m-domains based upon the order of the ring, but this is not of particular 
interest to us here. 
3. Principal Ideal Structure 


We consider now the principal ideal structure of an associate ring R, 
working with those principal ideals which are generated by idempotent elements, 
and we shall subsequently relate this to the subdirect structure of R. A pre- 
liminary lemma is the following: 

3.1. Lemma. If (e), where e is idempotent, is a principal ideal of a ring R, 
and e belongs to the center of R, then e is a (local) identity for the ideal (e). 

Proof. If x € (e), then x = ey for some y € R. 

ex = e(ey) = ey = x. (Since e belongs to the center of R, re = ex = 2). 

3.2. Definition. Annihilator. The totality W%(a) of elements x¢ R such 
that za = 0 (whence, in an associate ring, az = 0; see [1]) is called the 
annihilator of a. The definition extends in the obvious way to the annihilator 
of an ideal B. The following properties of annihilator sets have straightforward 
verifications, and so are offered without proof. 

3.3. Lemma. In an associate ring R: 

(i) If an element x annihilates an element a(xa = 0 = az) then x annihilates 
the principal ideal (a) ; and in fact, x annihilates the principal ideal (a°) generated 
by the associated idempotent a° of a. 

(ii) The annihilator A(B) of an ideal B is an ideal (two-sided) in R. 

(iii) If u is a non-0-divisor of R, then A(u) = (0); also, A(0) = R. 

(iv) If BS and € are ideals in R (one or two-sided), and if B¢ €, then 
A(B) 2 °A(€). 

7* 
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(v) BC A(°(B)). Notation: ?(B). 

3.4. Definition. Idem-ideal. A principal ideal whose generator is an idem- 
potent element is called an idem-ideal. 

3.5. Lemma. The annihilator A(x) of an element x ¢ R is the annihilator 
of the idem-ideal (x°), and is a logical join of m-domains of R. (R is an associate 
ring here and in sequel.) 

Proof. The first statement of the theorem is an obvious result of the sub- 
direct structure of R; every element of 2(z) must have zeros in these com- 
ponents at which z (and hence z°) has a non-zero element. 

Now, if az = 0, then since a belongs to some m-domain eU, a = eu (e € J, 
u € U). Accordingly, 0 = eux = wexz, which implies that ex = 0, since wu is 
a non-0-divisor. Therefore every element of eU (= Ue) annihilates z, and so 
eU C A(z). q.e.d. 

3.6. Theorem. Every idem-ideal (e) of R is a logical join of m-domains of R. 

Proof. We first show that (e) is the annihilator of precisely one other idem- 
ideal of R — in fact, of (1 — e). 

If x¢€(e), then ex= xe= 2 (lemma 3.1). This implies that (1—e)z 
= z(1— e)=0. Since z is arbitrary in (e), this idem-ideal annihilates the 
idem-ideal (1 — e); ie. e C A(1—e). 

Let y be any element which annihilates (1 — e); i.e. y(1 — e) = 0. Then, 
y = ye = ey, whence y € (e). Thus 2 (1 — e) ¢ (e), and so (e) = A(1 —e). 

By the previous lemma, then, (e) is a logical join of m-domains of R. 

3.7. Corollary. Given an idem-ideal of form (1 —e), where e is idempotent, 
A(1 — e) = (e), and A(e) = (1 —e); also A?(e) = (e). 

3.8. Lemma. The annihilator A(f) (= (1—f)) of an idem-ideal (f) in R 
is the join of precisely all those idem-ideals (e) such that e - f = 0. 

Proof. Let x€Q(f). Then, since xf = 0, necessarily x°f = 0. Hence, 
A(f) 2 A(x). Since x € (x), every element of 2(f) belongs to an idem-ideal (e), 
and the logical join of those ideals is 2 (f). 

3.9. Lemma. I} e and f are two distinct idempotent elements of R, then there 
exists an idempotent g € R such that eg = 0 and (e) + (f) = (e) + (g). 

Note: (e) + (/) is defined as the least ideal containing all the elements of 
(e) and (f), i.e. the set x + y where z € (e) and y € (/). 

Proof. (e) + (f) = {ex + fy}, where 2, y ¢ R. Let g = (1 — e)f. It is readily 
verified that g is idempotent. 


(e) + (g)= (e) + (1 —e]f) = fex’+ [1—e]f- y} 
= {e[x’—fy] + fy} 


where z’ and y are arbitrary in R. 

If we make the (1 — 1) mapping: z = z’— fy, where 2’= x + fy, let y run 
through R, and compare with the first line of the proof, we see that (e) + (/) 
= (e) + (g). Also, eg = e(1 — e)f = 0. 

3.10. Theorem. The sum (e) + (f) of two idem-ideals of R is again an idem- 
ideal. 
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Proof. As in the lemma, we may put (e) + (f)=(e) + (g), where g=(1—e)/, 
and eg = ge = 0. 

Now, (e + g) £ (e)+ (gy) (=(e) + (f). 

Since [e + g] e = e?+ eg = e, and since [e + g]g = g, we have e € (e + g), 
and g¢€(e+ 4g). Therefore, (e) + (g)C(e+g), and so (e) + (g) = (e +g) 
= (¢) + (f). 

It is immediately verified, since eg = 0, that e +g is an idempotent 
element. q.e.d. 

Note: The result is rather peculiar in the sense that e + / need not itself 
be an idempotent element. If e + / is idempotent (e- / = 0), then, of course, 
f = q in the above proof. 

3.11. Theorem. An idem-ideal (e) is a domain (D, +, x) in R if, and only 
if, (e) contains precisely the one idempotent element (+ 0) e itself. 

Proof. If (e) is a domain it cannot contain two distinct non-trivial idem- 
potents. Conversely, suppose (e) contains no other non-zero idempotent save 
its generator. If e = 1, then (e) = R is, of course, a domain, since the only 
associated idempotent is the identity of R and all the non-zero elements of R 
are non-0-divisors. 

Let (e), (e+ 0,e+1), meet the conditions of the theorem. Since (e) is a 
logical join of m-domains, by theorem 3.6, each of which contains a different 
idempotent element, (e) must coincide with precisely the m-domain eU, with 
0- U = 0 adjoined. This m-domain (with the 0 added) is, accordingly, an ideal, 
and hence a subring of R; and it is, of course, then a domain of integrity. q.e.d. 

We note that if eU is a domain referred to in this theorem, then Eu = eR; 
and, of course, that m-domain (with 0 adjoined) has additive closure. 


4. Ideal Domains 

4.1. Definition. Ideal-domain. An idem-ideal which contains as its only 
non-trivial idempotent the generator itself, and hence is, with 0, a domain, 
will be called an ideal-domain. 

4.2. Definition. Complete atomistic condition. We shall say that an associate 
ring R fulfills the complete atomistic condition if its idempotent set, considered 
as a Boolean ring (and hence every maximal set) forms a complete, atomistic 
Boolean algebra (ring). 

We note that this restriction is automatically met in case the maximal sets 
are finite; also, if R is the full direct sum of domains, in which case the atomic 
elements of J are those having an identity in one component, and zeros 
elsewhere; and also for “‘special’’ subdirect sums (see [2]). In any case, it is 
possible to embed R in a ring (for example, the full direct sum) in which the 
Boolean ring formed by the idempotent set is atomistic. The question of a 
characterization of associate rings whose idempotent set forms such a complete, 
atomistic Boolean ring, is open. 

4.3. Definition. Ideal-domain condition. An associate ring is said to fulfil 
the ideal-domain condition if every idem-ideal contains an ideal domain; 
i.e. a subideal whose only idempotent element (+ 0) is its generator. 
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4.4. Theorem. If the associate ring R meets the complete atomistic condition, 
then the totality E of idempotent elements e which yield the ideal-domains (e) of R, 
are precisely the atoms of the Boolean algebra (J, <) of R. 

Proof. Given two distinct non-zero elements, e and /, of Z. Then ef = 0; 
for, ef is idempotent, and ef ¢ (e), and ef ¢ (f). Under the assumptions given, 
ef = e, and ef = f, or else ef = 0. Since e + f, necessarily ef = 0. Therefore, 
the elements of Z are pairwise disjoint, i.e. ef = ef = 0. 

Next, e uf=e+f—ef=e+f. That is, the Boolean lattice join in Z 
coincides with the ring sum in R. It is seen, also, that (e + f)?= e + f. 

Now, assume that g is an idempotent of J which is not an atom. Then, 
g=evufwu---, where e, f,... are all atoms of J. Since (e + f + - ++) = (e) + 
+ (f) + +++, it follows that (g) = (e) + (f) + +--+; that is, (g) fails to be an ideal 
domain. 

Conversely, if e is an atom, then e can not be expressed non-trivially as 
a join of idempotents. Hence a summation (e) = (f) + (g) + «+ + does not exist. 
Therefore, (e) can not contain any other nonzero idempotent than e itself. 

4.5. Lemma. Under the complete atomistic condition, given any non-zero 
element, r € R, there exists at least one idempotent e in the associate ring R, where 
(e) 1s an ideal-domain, such that er + 0. 

Proof. Assume the contrary. Then, if {...,e, f,...} are all the elements 
of E, we have (---+e+/+-:-+) r=0. However, the join of the atoms 
(= ring sum) in the Boolean algebra J is the identity of J, which is also the 
ring identity. Therefore, (---+e+ f+ +--+) r=r+0, which is a contra- 
diction. 

4.6. Theorem. Under the complete atomistic condition, the associate ring R 
is a subdirect sum of the ideal-domains contained in R. 

Proof. We use the following criterion (see [3], theorem II): “A ring R is 
isomorphic to a subdirect sum of rings S, if, and only if, for each i, there 
exists a homomorphism h; of R onto S; such that if r is any non-zero element 
of R, h;(r) + 0 for at least one i.” 

The homomorphism referred to may be made as follows: 


O+r-—-er, where e€(e)CE. 


That this is an “onto’’ mapping of R -> (e) is immediate, since (e) = eU 
= eR (eU being an ideal-domain). The mapping is a homomorphism: 

e(zu+y)=ex+ey and e(ry)=ex-ey. 

By the lemma, there exists at least one e € HE such that er + 0. Therefore, 
by the criterion, R is a subdirect sum of the domains composing EZ. 

4.7. Lemma. Let R be an associate ring in which the ideal-domain condition 
holds. If E = {..., (e), (f),...} ts the class of ideal-domains of R, then the 
logical intersection, @ = ----\ (l—e)\(1—f) °°: ts the zero ideal. 

Proof. If x €G, then since x = gu, for some idempotent g ¢ J and a non- 
0-divisor u € U; and since x € %, we also have z € (1 — e), hence z = (l — e) y, 
for some y.( R. But, gu = (l—e)y implies that egu = e(1 —e)y = 0, and 
since u is a non-0-divisor of R, it follows that eg = 0. Similarly, fg = 0,..., ete. 
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That is, the idem-ideal (g) annihilates every ideal domain; (g) ¢ 2%(e); (g) ¢ 
CA(f),..., ete, go DB. 

If (g) contains only the one nonzero idempotent g, then (g) ¢ Z, and so 
(1 — g) € &%. This implies that g ¢G, a contradiction. However, since (g) con- 
tains an ideal-domain (h), this ideal domain (h) belongs to G, and the same 
argument given for (g) produces the contradiction h ¢ B. 

Therefore, necessarily, G = (0). 

4.8. Lemma. If (e) is an ideal domain of R, then the quotient ring R/(1 — e) 
is isomorphic to (e). 

Proof. We shall show that R is homomorphic to (e), and that the kernel of 
the homomorphism is precisely the ideal (1 — e). 

Since R = (e)'+ (1 —e), every element a ¢ R may be written in the form 
a=ex + (l—e)y, for some z, y € R. We make the mapping: a > ez € (e). If 
b=ez+ (l—e)w, thena + b= e(x + z) + (l—e)(y + w) + e(x + z) = ex+ez; 
also a:b = [ex + (l—e)y] [ez + (l—e)w] = exz + (l—e)wy > exz = ex-ez. 

If K + 0, then k = 0 + (1 — e) y, whence (1 — e) is the kernel of the homo- 
morphism. q.e.d. 

We now employ the following well known theorem (see [4]), (which holds 
for arbitrary rings) ; 

“If {2,} is a set of ideals in R having zero intersection, then R is isomorphic 
to a subdirect sum of the residue class rings R/Q,.”’ 

This theorem, together with lemmas 4.7 and 4.8 yields at once the following 
theorem, which parallels 4.6: 

4.9. Theorem. Under the ideal-domain condition, an associate ring R is a 
subdirect sum of its ideal-domains. 
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Levisches Problem und Rungescher Satz fiir Teilgebiete 
Steinscher Mannigfaltigkeiten 
Von 
FERDINAND DocauterR in Minster (Westfalen) und Hans Gravert in Gottingen 


Einleitung 


1. In der klassischen Funktionentheorie haben einige Konstruktions- 
verfahren besondere Bedeutung. Ist G ein Teilgebiet der z-Ebene, so kann man 
z. B. nach MirraGc-LEFFLER zu in G sinnvoll vorgegebenen Hauptteilen eine 
meromorphe Funktion / mit diesen Hauptteilen konstruieren. Nach dem Ver- 
fahren von WEIERSTRASS findet man zu in G sinnvoll vorgegebenen Nullstellen 
immer eine holomorphe Funktion g mit diesen Nullstellen. Jede in G mero- 
morphe Funktion ist deshalb der Quotient zweier in G holomorpher Funktionen. 
Die Ubertragung der Konstruktion der Funktionen / und g auf die Funk- 
tionentheorie mehrerer Veranderlichen gelingt nicht. Man findet vielmehr, 
daB i. a. nicht einmal die Existenz von / und g gesichert ist: Allgemeine Aus- 
sagen gelten nur fiir die genauen Existenzgebiete von holomorphen Funk- 
tionen, die sogenannten Holomorphiegebiete. 

Die Holomorphiegebiete haben deshalb zu vielen Untersuchungen AnlaB 
gegeben. Ihre Charakterisierung durch lokale Eigenschaften ist mehrere Jahr- 
zehnte hindurch ein Hauptproblem der komplexen Analysis mehrerer Ver- 
anderlichen gewesen. Im Jahre 1911 fand E. E. Levi [17], daB jedes Holo- 
morphiegebiet G des komplex zweidimensionalen komplexen Zahlenraumes C? 
eine Konvexitatseigenschaft besitzt: Wird der Rand 0G von G (lokal) durch 
eine zweimal stetig differenzierbare reelle Gleichung g(z) = 0 [mit z = (z,, z,)] 
gegeben und gilt {q(z) < 0} G, so muB auf {(z) = 0} der sogenannte Levische 
Differentialausdruck 

0 %, %, 
L(g) = —|%, %,3, %2,3,| > 0 


|, P:,3, P23, 


sein. Ist diese Ungleichung fiir alle Punkte von 0G erfiillt, so heiBt G pseudo- 
konvex. In den folgenden Jahren hat man diesen Begriff auf Gebiete mit be- 
liebigem Rand und von héherer Dimension iibertragen. Es gibt heute mehrere 
aquivalente Definitionen (vgl. [15] und vorliegende Arbeit § 3.1). 

Man hat gefragt (= Levisches Problem), ob die Levischen Randbedingungen 
zur Charakterisierung der Holomorphiegebiete hinreichen. Levi konnte schon 
1911 folgendes Resultat herleiten: 
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Ist L(g) > 0 in einem Punkte z € 0G, so gibt es eine Umgebung U (z), so 
daB U(z) \G ein Holomorphiegebiet ist. 

In den folgenden drei Jahrzehnten konnte man dann fiir spezielle Typen 
GCC" zeigen, daB die Bedingungen auch ,,im GroBen“ hinreichen (vgl. [1], 
[26]}). Das erste allgemeine Resultat wurde aber erst 1942 von K. Oxa [20] 
gewonnen : 

(1) Jedes pseudokonvexe Gebiet Gc C? ist ein Holomorphiegebiet. 

Die Ubertragung dieses Satzes auf die Funktionentheorie von mehr als 
zwei Veranderlichen machte einige Schwierigkeiten. 1954 zeigten jedoch 
H. BREMERMANN [4] und F. Norevet [19], daB (1) auch fiir pseudokonvexe 
Teilgebiete Gc C", n > 2, richtig ist. Zur gleichen Zeit leitete K. Oka [21] die 
Aussage (1) fiir beliebige unverzweigte pseudokonvexe Gebiete iiber dem C* 
her (so daB jetzt das Levische Problem nur noch fiir verzweigte Gebiete und 
unendliche Gebiete') ungelést ist). 

2. Seit einigen Jahren fiihrt man funktionentheoretische Untersuchungen 
auch auf abstrakten Gebilden, den komplexen Mannigfaltigkeiten (und den 
komplexen Réumen), durch. Es zeigte sich dabei, daB nicht alle komplexen 
Mannigfaltigkeiten fiir eine Funktionentheorie geeignet sind, daB es vielmehr 
zweckmaBig ist, das Studium auf die Teilklasse K der Steinschen Mannigfaltig- 
keiten zu beschrianken*). Diese Steinschen Mannigfaltigkeiten sind als die 
richtigen Verallgemeinerungen der nicht-kompakten Riemannschen Flachen 
anzusehen. Ferner gilt der Satz: Ein Gebiet Gc C* ist genau dann ein Holo- 
morphiegebiet, wenn @ ¢ K ist. Steinsche Mannigfaltigkeiten haben ahnliche 
Eigenschaften wie die Holomorphiegebiete. Es diirfte deshalb interessieren, Be- 
dingungen zu kennen, unter denen eine komplexe Mannigfaltigkeit zu K gehdrt. 

In der vorliegenden Arbeit wird nun (nachdem im § 1 grundlegende Defi- 
nitionen und Satze tiber Steinsche Mannigfaltigkeiten zusammengestellt sind) 
der Begriff der Pseudokonvexitat fiir abstrakte komplexe Mannigfaltigkeiten 
definiert. Im §3.1 sind mehrere Definitionen zusammengestellt, die man 
jedoch nur als sinnvoll fiir unverzweigte Gebiete iiber Steinschen Mannig- 
faltigkeiten anzusehen braucht: Eine allgemeingiiltige Fassung des Begriffes 
14Bt sich bei dem heutigen Stand der Forschung noch nicht vornehmen. Die 
Aquivalenz der Definitionen aus § 3.1 wird in § 3.6 gezeigt. Als Hauptresultat 
ergibt sich sodann: 

(2) Jedes unverzweigte pseudokonvexe Gebiet iiber einer Steinschen Mannig- 
faltigkeit M ist eine Steinsche Mannigfaltigkeit. 

(2) ist eine Verallgemeinerung eines Resultates von K. Stem [28]. Der 
Beweis wird durch holomorphe Einbettung von I in einen komplexen Zahlen- 
raum und unter Verwendung freier analytischer Garben gegeben. Er stiitzt 
sich im tibrigen auf das Resultat K. Oxas iiber das Levische Problem (s. § 2 
und § 3). Es ergibt sich sodann: 


1) Fiir Gebiete, die gleichzeitig verzweigt und unendlich sind, ist die Levische Ver- 
mutung falsch. 

*) Steinsche Mannigfaltigkeiten wurden in [27] eingefiihrt. Sie wurden von H. Can- 
TAN [6] und J. P. Serre [25] eingehend untersucht. 
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(3) Jeder Durchschnitt von unverzweigten Holomorphiegebieten iiber einer 
Steinschen Mannigfaltigkeit ist ein Holomorphiegebiet. 

(3) besagt u.a., daB die Theorie der Holomorphiehiillen fiir unverzweigte 
Gebiete tiber Steinschen Mannigfaltigkeiten aufgebaut werden kann. 

3. Im §4 wird mit Hilfe der gleichen Methode (Einbettung, Garben- 
theorie) der Approximationssatz von RUNGE-BEHNKE-STEIN auf Teilgebiete 
Steinscher Mannigfaltigkeiten tibertragen. Nach diesem Satz lassen sich unter 
gewissen Bedingungen holomorphe Funktionen in Gebieten @CC*" durch 
Funktionen approximieren, die noch in gréBeren Gebieten G holomorph sind. 
In §1.5 wird zunachst der bekannte Approximationssatz von OKxa-WEIL 
angegeben: 

(4) Es seien M, M Steinsche Mannigfaltigkeiten, M sei Teilbereich von M 
und in bezug auf IR konvex. Dann lapt sich im Innern von M jede in M holo- 
morphe Funktion f durch in QR holomorphe Funktionen gleichméafig ap- 
proximieren®). 

Der Begriff ,,konvex in bezug auf M“ ist eine rein analytische Eigenschaft 
(zur Definition vgl. § 1.5). Da es nicht immer méglich ist, zu entscheiden, ob M 
in bezug auf 9 konvex ist, diirfte es zweckmaBig sein, diese Bedingung durch 
eine mehr topologische Eigenschaft zu ersetzen, wie sie die holomorphe Aus- 
dehnbarkeit darstellt. Im § 4 werden weitere hinreichende Eigenschaften an- 
gegeben (euklidisch holomorphe, holomorphe, halbstetig holomorphe Aus- 
dehnbarkeit). SchlieBlich erhalt. man‘): 

(5) Approximationssatz von H. BEHNKE und K. Srein. Es seien M, M 
Steinsche Mannigfaltigkeiten, M sei Teilbereich von M und auf WM halbstetig 
holomorph oder holomorph ausdehnbar. Dann kann man im Innern von M jede 
in M holomorphe Funktion durch in IR holomorphe Funktionen gleichmapig 
approximieren. 

Als Anwendung ergibt sich: 

(6) Es sei M eine beliebige komplexe Mannigfaltigkeit, die durch eine halb- 
stetige Schar M(t), 0 < t < 1, Steinscher Mannigfaltigkeiten ausschépfbar sei. 
Dann ist M selbst eine Steinsche Mannigfaltigkeit. 


§ 1. Steinsche Mannigfaltigkeiten 


1. Die komplexen Mannigfaltigkeiten IM seien wie in [11] definiert. Es 
werde nicht vorausgesetzt, daB I zusammenhangend ist. Jedoch sei ange- 
nommen, daB alle zusammenhangenden Komponenten von I gleiche (kom- 
plexe) Dimension d haben. d = d(M) heiBe die Dimension von M. Wie in [11] 
verstehen wir unter B = {x € M, |f(x)| < sup|f(B)| fiir alle in M holomorphen 
Funktionen /} die holomorphkonveze Hiille zu jeder Teilmenge Bc M. 

Definition 1. M heiBt hol ‘phkonvex, wenn die holomorphkonvexe Hiille 
jeder kompakten Teilmenge BC M kompakt ist. 





*) Das heiBt, es gibt eine Folge in mM holomorpher Funktionen, die auf jeder kompakten 
Teilmenge von IM gleichmaBig gegen f konvergiert. 
*) Vgl. auch [9]. 
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Da z.B. auch jede kompakte komplexe Mannigfaltigkeit holomorph- 
konvex ist, wird durch die Holomorphiekonvexitaét noch nicht die Existenz 
von hinreichend vielen holomorphen Funktionen gesichert, die auf M eine 
holomorphe Funktionentheorie sinnvoll machen. Wir definieren deshalb noch: 

Definition 2. M heift K-vollstiindig, wenn es.zu jedem Punkt x,€ M endlich 
viele in M holomorphe Funktionen f,, . .., f, gibt, so daB die Menge {x «M, 
f(x) = f, (x), v= 1,..., &} den Punkt x, als isolierten Punkt enthilt. 

In [10] wurde gezeigt, daB jede zusammenhingende Komponente einer 
K-vollstandigen komplexen Mannigfaltigkeit abzihlbare Topologie besitzt. 

Definition 3. Zine komplexe Mannigfaltigkeit, die K-vollstindig und holo- 
morphkonvex ist und aus héchstens abzihlbar vielen zusammenhdngenden Kom- 
ponenten besteht, heiBt eine Steinsche Mannigfaltigkeit. 

In [10] wurde die Aquivalenz dieser Definition mit den Cartanschen und 
Steinschen Axiomen nachgewiesen. Unter anderem gibt es zu zwei beliebigen 
verschiedenen Punkten- z, y einer Steinschen Mannigfaltigkeit IN immer’ eine 
in M holomorphe Funktion /, so daB f(x) + f(y). Zu jedem Punkt z € M lassen 
sich d in M holomorphe Funktionen /,, . . ., /g finden, so daB die Funktional- 


Oth» +++» fa) in zx nicht verschwindet. Dabei ist d = d(M), 
0(z, ld 24) 


Zz, . . »» 2g Sind holomorphe Koordinaten in einer Umgebung von z. 

Unter einem analytischen Polyeder D in einer komplexen Mannigfaltigkeit M 
versteht man einen relativkompakten Teilbereich, der Vereinigung von zu- 
sammenhangenden Komponenten einer Menge {x € M, |/,(z)| <1, v=1,...,&} 
ist. Hierbei sind /,, . -., {, emdlich viele in ganz M holomorphe Funktionen. 
Ist M eine Steinsche Mannigfaltigkeit, so hat M abzahlbare Topologie. M laBt 
sich dann durch eine Folge relativkompakter Teilbereiche G, ausschépfen. 
Es folgt: Es gibt eine Folge analytischer Polyeder D,¢ M mit P,c P,,, und 
U $,= M, v= 1,2,3,... (vgl. [27], p. 212). 


2. Der Begriff der analytischen Menge sei wie in [24] definiert. Ein Punkt 2 
einer analytischen Teilmenge A eines Gebietes Gc C* heiBe ein gewédhnlicher 
Punkt von A, wenn A in einer Umgebung U(z) durch holomorphe Glei- 
chungen /,(z) = 0, y= 1, ..., &, gegeben werden kann, derart, daB die Funk- 


Oty -+-fe) in z den Rang d hat. Dabei sind /,(z) & in U(z) 


O(S55 . - »9 Be) 
holomorphe Funktionen. Besteht A nur aus gewohnlichen Punkten, so heiBt A 
singularitétenfrei. Bekanntlich besitzt jede singularitétenfreie analytische 
Menge A Cc G@ eine natiirliche komplexe Struktur, die A zu einer K-vollstandigen 
komplexen Mannigfaltigkeit macht. Die Identitat +: A + G ist eine holomorphe 
Abbildung. Ist G ein Holomorphiegebiet, so ist A eine Steinsche Mannig- 
faltigkeit. R. Remmert hat folgenden Einbettungssatz bewiesen: 

Satz a. Hs sei M eine d-dimensionale Steinsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt 
es zu d eine natiirliche Zahl d’, zu M eine singularitiétenfreie analytische Menge 
AcC*® und eine biholomorphe Abbildung 1: M-— A). 

5) Vgl. R. Remmerr, Habilitationsschrift, Minster 1957. Voraussichtlich wird das 


Remmertsche Resultat in naher Zukunft in den Mathematischen Annalen verdéffentlicht 
werden. 
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3. Wir werden im folgenden komplez-analytische Vektorraumbiindel be- 
nutzen. Es sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit. Ein komplex-analytisches 
Vektorraumbiindel V vom Rang r = r(V) iiber IM ist ein komplex-analytisches 
Faserbiindel tiber I, das den C’ als Faser und die allgemeine komplex-lineare 
Gruppe GL(r,C) zur Strukturgruppe hat. 7: V+ M bezeichne die Faser- 
projektion®). V ist stets cine komplexe Mannigfaltigkeit, 7: V+ M eine 
holomorphe Abbildung. Es seien V,, V, zwei komplex-analytische Vektorraum- 
biindel tiber M mit den Faserprojektionen 2,,2,. Unter einem Homo- 
morphismus «: V,—> V, versteht man eine holomorphe Abbildung V,— V,, 
die jeden Vektorraum 2aj'(x) komplex-linear in 2z'(z) abbildet. Ist die Ab- 
bildung aj! (x) +> 2z1(2) fiir alle x € M ein Monomorphismus, so heiBt « mono- 
morph. Der Quotientenraum Q,= az"(x)/a(ajz'(x)) hat dann fiir alle x ¢ M 
gleiche Dimension. Die Menge {Q,} tragt eine natiirliche Faserstruktur, die 
{Q,} zu einem komplex-analytischen Vektorraumbiindel Q@ macht. Die 
Quotientenabbildung q: V,— Q ist ein Homomorphismus. Es besteht die 
exakte Sequenz: 0 V,— V,— Q- 0, in der 0 das Vektorraumbiindel vom 
Rang 0 tiber M und 0 V,, Q-— 0 die trivialen Homomorphismen sind. — 
Wir bezeichnen im folgenden mit 7 = 7 (IM) den Raum der kontravarianten 
Vektoren an M. 7' ist ein komplex-analytisches Vektorraumbiindel vom Rang 
r= d(M) tiber M. 

In § 2 wird folgender in [25] bewiesener Satz herangezogen: 

Satz b. Es sei M eine Steinsche Mannigfaltigkeit, V ein komplex-analytisches 
Vektorraumbiindel tiber M. Dann ist auch V eine Steinsche Mannigfaltigkeit. 

Wir werden in §2 ferner von der Theorie der kohdrenten analytischen 
Garben Gebrauch machen. Ist V ein komplex-analytisches Vektorraumbiindel 
iiber einer komplexen Mannigfaltigkeit I, so bilden die Keime der lokalen 
holomorphen Schnitte in V eine spezielle koharente analytische Garbe iiber M, 
die wir mit V bezeichnen wollen. Jeder Homomorphismus « : V,—> V, erzeugt 
einen Homomorphismus «: V,—> V, der Garbe V, in die Garbe V,. Die holo- 
morphen Schnittflachen s in V entsprechen in ecineindeutiger Weise den 
Schnittflachen s in V. Wir werden im folgenden s mit s identifizieren. 

Es sei nun S eine belicbige koharente analytische Garbe tiber M. Wir 
bezeichnen mit H’(M, 8), y = 0, 1, 2, ..., die Cechschen Kohomologiegruppen 
von M mit Koeffizienten in S. Es ist H°(M, S) = F(M, S) die Gruppe der 
globalen Schnittflachen in S. Ist 0 > S’-+ S + S’’ + 0 eine exakte Sequenz von 
Garbenhomomorphismen tiber M (mit 0 = Nullgarbe), so ist eine exakte 
Sequenz 0 — H°(M, 8’) - H(M, 8) > HM, 8”) + HM, 8’) +--+ der 
Kohomologiegruppen definiert. Wir werden im folgenden von dieser Kohomolo- 
giesequenz wesentlichen Gebrauch machen. H. Cartan hat folgende grund- 
legende Satze bewiesen: 

Satz ec. Es bezeichne M eine Steinsche Mannigfaltigkeit, C den Kérper der 
komplexen Zahlen, 2 die Garbe der Keime von lokalen holomorphen Funktionen, 
S eine kohiirente analytische Gurbe iiber M, I'(M, 8) die (nicht analytische ) 


*) Vgl. F. Hirzesrvcn [14], p. 40. 
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Garbe der Keime von globalen Schnittflichen in S. Dann ist das Tensorprodukt: 
2 Oc IT(M, 8) = 8. 

Satz d. Ist M eine Steinsche Mannigfaltigkeit und S eine kohérente analy- 
tische Garbe iiber M, so gilt H*(M, S) = 0 fiir vy > 0. 

Wir werden von Satz c nur einen Spezialfall benutzen, der wie folgt an- 
gegeben werden kann: 

Satz e’. Es sei M eine Steinsche Mannigfaltigkeit, F ein kom plex-analytisches 
Geradenbiindel (= Vektorraumbiindel vom Rang 1) iiber M. Dann gibt es zu jedem 
Punkt x €M eine holomorphe Schnittfliche in F, die iiber x von 0 © F, ver- 
schieden ist. 

Die Satze c, c’, d gelten auch fiir Steinsche Mannigfaltigkeiten mit Sin- 
gularitaten, d. h. fiir holomorph-vollstandige komplexe Raume. 

4. Die Satze c, d haben eine wichtige Folgerung: 

Satz 1. Ist M eine n-dimensionale Steinsche Mannigfaltigkeit, ACM eine 
rein (n — 1)-dimensionale analytische Teilmenge, so ist auch M’ = M— A eine 
Steinsche Mannigfaltigkeit. 

Beweis: Es sei 2 die Garbe der Keime von lokalen holomorphen Funktionen 
iiber M. Bekanntlich ({14], p. 111) gibt es, da A einen Divisor definiert, zu A 
ein komplex-analytisches Geradenbiindel F, das cine holomorphe Schnitt- 
flache h besitzt, die genau A zur Nullstellenfliche erster Ordnung hat. Durch 
die Zuordnung der Keime /,—> /,4, wird ein Monomorphismus i: 2 > F er- 
zeugt. Die Quotientengarbe, F/i (2), ist zu der trivialen Fortsetzung der Garbe 
der Keime von lokalen holomorphen Schnitten in dem Geradenbiindel F’, 
welches durch Beschrankung von F auf A entsteht, kanonisch isomorph. Diese 
triviale Fortsetzung wird im folgenden auch mit F’ bezcichnet. Es bestcht also 
die exakte Sequenz 


(1) 0>+Q2+F-F'-0. 


Nun gehért zu jeder exakten Sequenz von Garbenhomomorphismen eine 
exakte Sequenz der zugehérigen Kohomologiegruppen: 


(2) O—> 1(M, Q)-> T(M, FP) > (A. F’) -- WM, Q) >: 
Da 7) (M, Q) -- 0 ist (nach Satz d), hat man die exakte Sequenz: 
(3) 0 1(M, Q)> TMP) "> 1A, FP’) +0. 


A ist eine Steinsche Mannigfaltigkeit oder, wenn A Singularitaten hat, ein 
holomorph-vollstandiger komplexer Raum. Es gibt daher (Satz c’) zu jedem 
Punkt x ¢ A eine holomorphe Schnittfliche s’¢ /'\(A, F’), die in x keine Naull- 
stelle hat. Da 8 durch dic Beschrinkungsbildung F - F’ definiert wird, kann 
s’ wegen (3) durch Beschrankung einer iiber 2% holomorphen Schnittfliche s 
in F erhalten werden. f = s/h ist eine in M meromorphe Funktion, die héchstens 
auf A Polstellen hat. Da s in x von Null verschieden ist, 4 dort aber ver- 
schwindet, hat f in 2 eine Polstelle, die nicht Unbestimmtheitsstelle 
ist. f strebt also bei belicbiger Annaherung an « iiber alle Grenzen. 
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Da man zu jedem Punkt x¢€A eine solche Funktion finden kann und M 
holomorphkonvex ist, so ist auch I — A = M’ holomorphkonvex. Natiirlich 
ist M’ auch K-vollstandig und somit eine Steinsche Mannigfaltigkeit. 

5. Es sei M eine beliebige komplexe Mannigfaltigkeit, GF eine Menge in M 
holomorpher Funktionen. Ist M cM eine beliebige Teilmenge, so setzen wir 
Mg= {x¢€M, sup|f(x)| < sup|f(M)| fiir alle f ¢ GF}. Offenbar ist Msc M 
abgeschlossen. 

Definition 4. Es seien M, IM zwei d-dimensionale komplexe Mannigfaltig- 
keiten, M sei Teilbereich von I. Ferner bezeichne GF die Menge der in IM holo- 
morphen Funktionen. Dann heiBt M konvex in bezug auf M, wenn fiir jede 
kompakte Teilmenge M cM der Durchschnitt M gM kompakt ist. 

Es gilt der folgende Approximationssatz von Oka-WEt (vgl. [28], Satz 1.1): 

Satz e. Es seien M, IM zwei d-dimensionale Steinsche Mannigfaltigkeiten, 
M sei Teilbereich von IM. Dann und nur dann, wenn M in bezug auf M konvex 
ist, gibt es zu jeder in M holomorphen Funktion f eine Folge f,, v = 1, 2,3, ... 
in IM holomorpher Funktionen, die im Innern von M gleichmaBig gegen f kon- 
vergiert. 

Wir werden diesen Satz im Paragraphen 4 verwenden. 

6. Zur Definition der Pseudokonvexitét werden plurisubhari»onische 
Funktionen herangezogen. Diese werden auf folgende Weise definiert: 

Definition 5. Hs sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit. Dann heiBt cine 
Funktion p(x) tiber M plurisubharmonisch, wenn 

1) die Werte von p(x) reelle Zahlen oder —co sind, 

2) p(x) halbstetig nach oben ist (= p(x) < P(%0)) . 

=m 

3) in jedem lokalen Koordinatensystem von M die Beschriinkung von p(x) 
auf jedes eindimensionale analytische Ebenenstiick eine subharmonische Funktion 
ist. 

Es gibt mehrere aquivalente Definitionen der subharmonischen Funktionen 
(vgl. [2], [12]). Wir werden folgende Fassung des Begriffs verwenden: 

Definition 6. Es sei G ein Gebiet der z-Ebene, p(z) eine Funktion in G, deren 
Werte reelle Zahlen oder —co sind. Dann heiBt p(z) eine subharmonische Funk- 
tion, wenn 

1) p(z) halbstetig nach oben ist, 

2) fiir jeden abgeschlossenen Kreis K c G und fiir jede in K stetige, in K —0 K*) 
harmonische Funktion h(z) mit h(z) > plz) auf 0K gilt: h(z) > p(z) in ganz K. 

P. Letone hat bewiesen [16]: 

Satz f. Eine zweimal stetig differenzierbare, reellwertige Funktion p(x) iiber 
einer komplexen Mannigfaltigkeit M ist genau dann plurisubharmonisch, wenn 
in jedem lokalen et ee mit Koordinaten 2, ..., 2 die hermitesche 


Form 
x ae => 5e- 42,dz,, 


ve=1 


positiv semic semidefinit ist. 
") Fiir jede Teilmenge K eines topologischen Raumes £ bezeichnen wir mit 0K én 
Rand von K, mit K den offenen Kern von K in B. 





stm 





stm 
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Im [12] wurde gezeigt: 

Satz g. Hs sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit, p eine nach oben halb- 
stetige Funktion in M, deren Werte die reellen Zahlen und —o sind. Dann ist p 
genau dann plurisubharmonisch, wenn fiir jede holomorphe Abbildung . jedes 
Gebietes K der komplexen z-Ebene in M die Funktion p © p(z) subharmonisch 
in K ist. 

Bemerkung: Man kann die holomorphen Funktionen in M zur Konstruktion 
plurisubharmonischer Funktionen benutzen. Sind /,, . . ., /, & in M holomorphe 


A _— 
Funktionen und F(x) = » /,j,, so gilt offenbar 
x=1 


<a) ae)» + 
py 02z,02, dz,dz,= & ( & mas) ’ ( a tz az,) 20. 
| x=1\r=—1 ° w=1 

F(x) ist also eine in M plurisubharmonische Funktion. 

Es sei noch ein im folgenden nicht verwandter, jedoch an sich inter- 
essanter lokaler Satz bewiesen: 

Satz 2. Es sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit. Ist p(x) eine plurisub- 
harmonische Funktion iiber M und gilt p(x) = 0, so sind auch die Potenzen 
p*(x), 8= 1,2,..., plurisubharmonische Funktionen iiber M. 

Beweis: Gilt 0 <= p(x) <0, so gilt auch 0 < p*(x) <oo. Ferner ist p*(z) 
wieder halbstetig nach oben. Es ist also nur zu zeigen, daB in jedem lokalen 
Koordinatensystem von I die Beschrankung von p(x) auf eindimensionale 
analytische Ebenenstiicke subharmonisch ist, d. h. der Satz braucht nur fiir 
den Spezialfall subharmonischer Funktionen tiber Gebieten G der z-Ebene 
bewiesen zu werden. 

Sei also p(z) > 0 eine subharmonische Funktion in G, K c G ein abgeschlos- 
sener Kreis, 0K der Rand von K, h(x) cine in K — 0K harmonische, in K 
stetige Funktion, fiir die auf 0K: h(z) > p*(z) gilt. Es gilt dann auf 0K: 


h(z) > 0, yh(z) ist eindeutig. Weil p(z) halbstetig nach oben ist, gibt es eine 
auf 0K stetige Funktion g* mit Vh(2) > g*(z) > p(z), und daher kann man 
durch Lésen des Dirichletschen Problems eine in K stetige, in K — 0K har- 
monische Funktion g finden, fiir die auf 0K gilt: Vh(z) > g(z) > p(z). Da p(z) 
subharmonisch ist, folgt: g(z) > p(z) > 0 in ganz K. Nun gilt in K — 0K: 
0° 9° (z) 
dz 0z 





= 8(s— 1)g*-? 


= 





2g(z) |? _ 
“o2 | 0 . 


g*(z) ist also dort subharmonisch. Mithin ergibt sich aus h(z) > g*(z) auf 0K, 
daB A(z) > g*(z) in ganz K gilt. Also ist auch h(z) > p*(z) in ganz K, und 
p*(z) ist eine subharmonische Funktion, q. e. d. 


§ 2. Analytische Mannigfaltigkeiten iiber dem C” 


- 1. Eine holomorphe Abbildung 4: M-— WM’ einer komplexen Mannig- 
faltigkeit MN in eine komplexe Mannigfaltigkeit IM’ heiBt nirgends entartet, 
wenn fiir jeden Punkt 2’ ¢€ M' die Urbildmenge y~~'(z’) leer ist oder aus lauter 
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isolierten Punkten besteht. Wir nennen die Abbildung y singularitétenfrei, 
‘ wenn in bezug auf jedes lokale Koordinatensystem von 9 und WM’ die Funk- 
tionalmatrix von yu iiberall den Rang d = d(M) = Dimension von M hat. Eine 
singularitatenfreie Abbildung ist natiirlich stets nirgends entartet. 

Definition 7. Hin Paar (M, u) heift eine komplexe Mannigfaltigkeit iiber 
dem OC", wenn M eine komplexe Mannigfaltigkeit und pu eine nirgends entartete 
holomorphe Abbildung von M in den C* ist. Wir sagen, M liegt singularitétenfrei 
iiber dem C", wenn uw: M — C* eine singularitétenfreie Abbildung ist. 

Es sei nun M eine d-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit, die vermége 
einer holomorphen Abbildung uv : M > C* singularitatenfrei tiber dem C* liegt. 
Bezeichnet 7, den d-dimensionalen komplexen Vektorraum der kontra- 
varianten Vektoren an den Punkt z ¢ M, so wird jedem Vektor & € 7’, ver- 
mdge pu ein Vektor fi(&) € T', 2) zugeordnet (7’, (., der n-dimensionale komplexe 
Vektorraum der kontravarianten Vektoren an den Punkt u(x) € C*). Diese 
Zuordnung f ist monomorph, da die Funktionalmatrix von y itiberall den 
Rang d hat. Da ferner der Vektorraum 7’, (,, dem Vektorraum C* kanonisch 
isomorph ist, erhalten wir durch fi eine Einbettung von 7’, in den C*. Diese 
Einbettung definiert einen Monomorphismus y* des Tangentialbiindels 7 
von M in das triviale Vektorraumbiindel 7'C = M x C* iiber M. Bezeichnen 
wir mit N das Quotientenbiindel 7'C/u*(7) und mit g den Quotienten- 
homomorphismus g: 7'C > N, so besteht die exakte Sequenz 
(1) o—.T*+TC4-N-—-0. 

2. Es seien V@, V@) zwei komplex-analytische Vektorraumbiindel iiber M. 
Wie iiblich bezeichnen wir mit V®, V® die Fasern tiber z¢€ IM und mit 
Hom,(V), V)) die Menge der Homomorphismen von V“ in V®. Bekanntlich 
ist Hom(V®, V@) = {Hom,(V, V@)} auf natiirliche Weise ein komplex- 
analytisches Vektorbiindel tiber M. Fiir den Rang gilt: r(Hom(V®, V®))) 
= r(V®)-r(V@). Es sei nun V@ = N und V@)= T, TC, N. Nach [7], p. 110, 
erhalt man aus (1) eine exakte Sequenz: 

(2) 0 —- Hom(N, 7) + Hom(N, TC) + Hom(N, N) > 0. 


Diese Sequenz erzeugt eine exakte Sequenz der Garben der Keime von lokalen 
holomorphen Schnitten : 


(2’) 0 + Hom (N, T) + Hom(N, TC) + Hom(N, N) > 0. 
Man hat die zugehérige exakte Kohomologiesequenz: 
(3) 0+ H°(M, Hom(N, 7)) + H°(QM, Hom (N, TC)) f. 


H,(M, Hom(N, N)) > H* (@&, Hom(N, T)) > - - - 
Setzen wir nun voraus, daB IM eine Steinsche Mannigfaltigkeit ist, so ist nach 


Satz d die Kohomologiegruppe H'(M, Hom(N, 7T)) = 0. Es besteht also die 
exakte Sequenz 


(3’) 0+ r(M, Hom(N, T)) + r(M, Hom(N, TC)) £> 
I'(M, Hom(N, N)) +0. 





Beachten wir, daB jede Schnittfliche in Hom(N, 7'C) als ein globaler Homo- 





stv 
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morphismus von N in TC angésehen werden kann und daB der Homo- 
morphismus g* in kanonischer Weise von q erzeugt wird, so heiSt das ins- 
besondere: Es gibt cinen Homomorphismus g: N + 7'C, so daBgo gm: N+N 
die Identitat ist. p ist daher ein Monomorphismus. Fiir die Range gilt r(q(N)) 
= r(N) =n—d. Die Teilvektorriume g(N,), u*(T,) der Faser T7C,= C* 
sind von komplementarer Dimension und schneiden sich fiir jedes z < M genau 
in 0 ¢ C* in allgemeiner Lage. 

3. Es ist nun méglich, eine holomorphe Abbildung ® : N + C* zu definieren. 
Wir bezeichnen mit + die gewéhnliche Addition im Vektorraum C*, mit 2 die 
Projektion a : N + M und setzen O(y) = u(a(y)) + p*(y). Dabei ist p*(y) =z, 
wenn p(y) = (a(y), z), z € C*, ist. 

Offenbar ist I kanonisch isomorph zur Nullschnittfliche in N. Wir 
identifizieren deshalb M mit dieser Schnittfliche und erhalten somit M als 
singularitétenfreie (abgeschlossene) Untermannigfaltigkeit von N. Es gilt 
D|M = pw. Ferner ist O|N,= u(x) + p*|N, stets eine eincindeutige lineare 
Abbildung. Aus g(N,) \ u*(Tz) = 0 folgt also, daB D in jedem Punkt x € M 
einen Isomorphismus der Tangentialraume an x und ®(z) induziert. Folglich 
hat die Funktionalmatrix 0(®) von ® in jedem Punkt x ~ M den Rang n, 
und die Determinante |0(®)| ist auf M von Null verschieden. 

Wir bezeichnen mit A die rein (n — 1)-dimensionale analytische Menge der 
Nullstellen von |0(®)|. Nach Satz b ist N und mithin nach Satz 1 auch 
G = N—A ein Steinsche Mannigfaltigkeit*). Da |0(®)| + 0 in G@ ist, wird G 
durch ® lokaltopologisch in den C* abgebildct. G© = (G, ®) ist also ein un- 
verzweigtes Riemannsches Gebiet. Offenbar gilt Nc G. Die Beschrinkung der 
Faserprojektion 2: N+ M auf G ist eine holomorphe Abbildung o, deren 
Konstanzflachen o~'(2x), z € M, singularitétenfreie (n — d)-dimensionale analy- 
tische Mengen F, sind, die M genau in z in allgemeiner Lage schneiden. Wir 
haben also folgenden Satz bewiesen 

Satz 3. Hs sei M eine d-dimensionale Steinsche Mannigfaltigkeit, die ver- 
mége einer holomorphen Abbildung uw: M— C* singularititenfrei iiber dem C* 
liegt. Dann gibt es zu M ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet G = (G, D), 
dessen Triger G eine Steinsche Mannigfaltigkeit ist, eine biholomorphe Ab- 
bildung A von M auf eine singularititenfreie analytische Menge H CG, 89 daB 
u=@® 0 A, und eine holomorphe Abbildung 0: G+ H derart, daB die Flichen 
F,=o07'(x), x ¢€ H, singularitétenfreie rein (n —d)-dimensionale analytische 
Mengen sind, die H genau in x in allgemeiner Lage schneiden. Die Beschriinkung 
o|H ist die identische Abbildung H > H. 


§ 3. Das Levische Problem 

la. Es seien zunachst einige Definitionen der Pseudokonvexitat gegeben, 
deren Aquivalenz sich spater herausstellen wird. 

Definition 8. Hine komplexe Mannigfaltigkeit M heift p,-konvexr, wenn es 
eine in M plurisubharmonische Funktion p(x) gibt, so daB alle offenen Mengen 
{x €M, p(x) < K}, K reell, leer sind oder relativkompakt in M liegen. 

*) Satz 1 ist auch richtig, wenn A nicht singularitatenfrei ist. 

Math. Ann. 140 ~ 
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1b. Ist M eine Teilmenge von M, so bezeichnen wir mit M die p-Hiille 
{x€ M, p(x) < supp(M) fiir alle in M plurisubharmonischen Funktionen p} 
von M. Wir definieren: 


Definition 9. Hine komplexe Mannigfaltigkeit M heift p,-konvex, wenn zu 
jeder kompakten Teilmenge MC M der offene Kern M der p-Hiille von M relativ- 
kompakt ist. 

Diese Definition der Pseudokonvexitaét wurde zuerst von P. LeEtone [16] 
gegeben. Eine p,-konvexe Mannigfaltigkeit heiBt bei ihm p-konvex. 


le. Es sei B eine relativkompakte offene Tcilmenge einer n-dimensionalen 
komplexen Mannigfaltigkeit I. Man sagt dann: ,,B hat einen k-mal stetig 
differenzierbaren (reell-analytischen) Rand“, wenn es zu jedem Punkt 2 der 
Randmenge 0B eine Umgebung U(x) und in U(z) eine recllwertige, k-mal 
stetig differenzicrbare (reell-analytische) Funktion @ gibt, so daB BoU 
= {x ¢€ U, p(x) < 0} und das Differential dg in U von Null verschieden ist 
(mit k= 0,1, 2,..., 0). Es habe fortan B cinen mindestens zweimal stetig 
differenzierbaren Rand. Wir nennen B streng pseudokonvex, wenn es zu jedem 
Punkt z,¢ 0B eine Umgebung U mit holomorphen Koordinaten 2, . . ., z,°) 
und in U eine reellwertige, zweimal stetig differenzierbare Funktion @ mit 
do +0 gibt, so daB BU = {xe U, m < 0} ist und in z, die Bezichung 
2 a a,@,, > 0 fiir alle (a,,...,@,)+ (0,...,0) mit ~ ° a, = O gilt. 


r 


Definition 10. Hine komplexe Mannigfaltigkeit M heift p,-konvex, wenn es 
eine M ausschipfende Folge von relativkcmpakten offenen Teilmengen B, mit 
B,C By... ¥ = 1, 2, ..., gibt, in der alle B, einen reell-analytischen Rand haben 
und streng pseudokonvex sind. 


id. Ein Paar © = (G, ®) heiBt cin (unverzweigtes) Riemannsches Gebiet iiber 
der komplexen Mannigfaltigkeit M@, wenn G@ ein Hausdorffscher Raum und @: 
G— M eine lokaltopologische Abbildung ist. Vermége ® iibertragen sich die 
Koordinatensysteme von M nach G. G@ wird dadurch zu einer komplexen 
Mannigfaltigkcit und ® zu einer holomorphen Abbildung. 


Eine Filterbasis r von offenen, zusammenhangenden Teilmengen von @ 
heiBt ein Randpunkt von G, wenn 


1) r sich nicht in G hauft, 
2) P(r) gegen einen Punkt x ¢ M konvergiert, 


3) fiir jede (offene) zusammenhangende Umgebung U(x) r genau eine zu- 
sammennangende Komponente von ®-!(U) enthalt und jedes Element von r 
auf diese Weise erzeugt werden kann. 

_ Wir nennen 0G = {r} den Rand von © und setzen G=GuU0G, 
P(y) Py) fir y € G,D(r) = x € M fiir r € OG, wobei x der Limes von P(r) 


*) Ein komplexes Koordinatensystem z,,...,z, heiBt holomorph, wenn es zur kom- 
plexen Struktur von M gehért. 
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ist!®). An dieser Terminologie halten wir in diesem Paragraphen fest. Wie in [13] 
kann man in G eine Topologie einfihren, die G zu einem regularen (jedoch nicht 
notwendig lokalkompakten) Hausdorffschen Raum und ®:@-> M zu einer 
stetigen Abbildung macht: Man nimmt als Umgebungen der Punkte 2,¢ @ die 
Umgebungen der Topologie von G, als Umgebungen der Punkte r,¢ 0G folgende 
Mengen: U(r.) = VU {r € 0G mit mindestens einem V’¢r, V’'c V}, V € ro. 

Definition 11. Hs sei M eine Steinsche Mannigfaltigkeit; G = (G,) ein 
Riemannsches Gebiet iiber M. Dann heiBt G p,-konvex, wenn es zu jedem Punkt 
r €8G eine Umgebung U (r) gibt, sodaB U (r) -\ G eine Steinsche Mannigfaltigkeit ist. 

Diese Definition stimmt im wescntlichen mit der Cartanschen Definition der 
Pseudokonvexitat tiberein (vgl. [5}). 

le. Unter einem (eindimensionalen) analytischen Flachenstiick F in einer 
komplexen Mannigfaltigkeit M verstehen wir im folgenden eine holomorphe 
Abbildung g des abgeschlossenen Kreises K = {t, \t} < 1} der komplexen 
t-Ebene in M. |F| = p(K) heiBe der Trager von F, 0F = p(@K) der Rand von F. 

Definition 12. Hine komplexe Mannigfaltigkeit M heiBt p,-konvex, wenn 
es keine Folge von analytischen Flichenstiicken F,, v= 1,2,..., in M gibt, 
so daB UOF, cM, aber nicht U |F,| cM gilt. 

Mit Hilfe des Kontinuitatssatzes laBt sich beweisen, daB jedes Holomorphie- 
gebiet Gc C* p,- -konvex ist"). p,-konvex tritt deshalb hier an die Stelle dessen, 
was in [3] “G geniigt dem Kontinuitatssatz”’ genannt wurde. 

1f. Man wird bestrebt sein, die Pseudokonvexitat so schwach zu definieren, 
daB elementar gezeigt werden kann, daB jede p,-konvexe komplexe Mannig- 
faltigkeit nach dieser Definition pseudokonvex ist (v == 1, . . ., 5). Im folgenden 
bezeichnen wir mit 9 = 9" den n-dimensionalen (halboffenen) Polyzylinder 
{(zy, 2g, ---,2n), [lS 1, jz) <1, »=2,...,m} und mit 69 die Menge 
{(24, 2g, - - «+ 2) €D, |z,| = 1}. 

Definition 13. Hine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit M heift 
Pe-konvex, wenn es keine biholomorphe Abbildung (einer offenen Umgebung ) 
von D in M gibt, bei der (dD), aber nicht p(D) relativkompakt in M liegt. 

lg. Fir Gebiete iber Steinschen Mannigfaltigkeiten wird man dic Pscudo- 
konvexitét durch cine méglichst schwache lokale Randcigenschaft charak- 
terisieren wollen. Wir definieren zunachst: 

19) Ist @ ein Teilbereich von M und @ : G + M die natiirliche Injektion, so stimmt die 
iibliche Definition des Randes 9G von G als der Menge aller nicht zu G gehérenden Hiu- 
fungspunkte von @ in M nicht unbedingt mit der unseren iibercin. Genauer: Die Ab- 
bildung | 5G: 3G + a@ braucht weder surjektiv noch injektiv zu sein. Die Punkte von 
8G kénnte man ,,erreichbare“ Randpunkte nennen; man zeigt naimlich leicht, daB sich 
jeder Punkt z € 2G mit Hilfe eines Weges, der bis auf den Endpunkt z ganz in G verlauft, 
mit einem inneren Punkt von @ verbinden laBt (vgl. [13]). 

") Ist G ein Gebict im C* und existiert eine Folge F,, v + 1, 2,...,in @ mit U@F,C G, 
so folgt aus dem Maximumprinzip, daB VU |F,\ beschrankt ist; man kann sich deshalb 
nach dem Satz von Montet auf «ine Folge von Flachenstiicken beschrinken, die gegen 
eine Grenzflache F konvergiert. Durch Transformationen z, + zi» kann man ferner er- 
reichen, daB F singularitatenfrei ist. Man kann dann den gewohnlichen Kontinuitatssatz 
anwenden. 

R* 
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Definition 14. Es sei G = (G, D) ein (unverzweigtes) Riemannsches Gebiet 
iiber einer Steinschen Mannigfaltigkeit M. Dann heift eine stetige Abbildung p 
des abgeschlossenen Polyzylinders 8 in GUO6G eine R-Abbildung, wenn fol- 
gendes gilt: 

1) 9(69)¢ @, g(9)C@ 

2) o(9)n6G+0 

3) ® o @ ist zu einer biholomorphen Abbildung einer vollen Umgebung 
von 9 in M fortsetzbar. 

Offenbar ist die Beschrankung jeder R-Abbildung auf D eine biholomorphe 
Abbildung 9 > G. Die folgende Bedingung ist deshalb eine Abschwachung der 
p,-Konvexitat fiir Riemannsche Gebiete: 

Definition 15. Ein Riemannsches Gebiet G = (G, D) iiber einer Steinschen 
Mannigfaltigkeit M heift p,-konvex, wenn es zu G keine R-Abbildung gibt. 

.Durch weitere Abschwachung erhalt man schlicBlich eine Definition der 
Pseudokonvexitat, die sich ciner lokalen Randcigenschaft bedient: 


Definition 16. Zin Riemannsches Gebiet © = (G, D) heift pt-konvex in einem 
Punkt x“ 8G, wenn es zu x eine Umgebung U(x) gibt derart, daB keine R-Ab- 
bildung mit g(D)c U (2) existiert. G heift schlechthin p¥- -konvex, wenn © in 
j lem Punkt x 6G p3-konver ist. 

2. Es ist manchmal notwendig, stetige Abbildungen, die in einer dichten 
Menge eines topologischen Raumes 8B erklart sind, stetig nach ganz B fort- 
zusetzen. Es sei hier ein Satz angegeben, der dazu haufig gute Dienste leistet, 
wenn der Bildbereich ein Riemannsches Gebiet ist. 


Satz 4. Es sei B ein lokalzusammenhdngender topclozischer Raum, N eine 
nirgends dichte, nirgends zerlegende Teilmenge von B, © = (G, D) ein Riemann- 
sches Gebiet iiber einer komplexen Mannigfaltigkeit M. tr: B—N—+G sei eine 
stetige Abbildung derart, daB D o t sich stetig nach N fortsetzen lapt. Dann kann 
man t eindeutig zu einer stetigen Abbildung t : B + G UG fortsetzen. 


Beweis: Es sei p die stetige Fortsetzung von ® o t, x € N ein beliebiger 
Punkt. Wir setzen y = y(x) und wahlen cine belicbige zusammenhangende 
offene Umgebung U(y). Da y stctig ist, gibt es eine zusammenhangende Um- 
gebung V (x) mit y(V)c U. Dat(V — N) zusammenhangend ist, liegt t(V — NV) 
in einer zusammenhangenden Komponente K(U) von ®-!(U). K(U) ist von 
der Wahl von V unabhangig. Durchlauft U alle offenen zusammenhangenden 
Umgebungen von y = p(zx), so ist die Menge r, aller K (U) offenbar eine Filter- 
basis auf G. Hauft sich r, nicht in G, so definiert r, einen Randpunkt von G, 
also r,€ 6G. Wir setzen dann T(x) = r,. Im anderen Falle konvergiert r, gegen 
cinen Punkt z ¢ G; wir setzen dann 7 (zx) = z. Ist x ¢ B—N, so sei T(x) = (2). 
Man sicht Icicht ein, daB Z eine stetige Abbildung B > Gu 8G ist. Die Ein- 
deutigkcit von 7 ist trivial, da GU 8G ein Hausdorffscher Raum ist. 

Satz 4 kann auf den Fall stetiger Abbildungen zwischen Riemannschen 
Gebieten angewendet werden. Ist G’= (G’, ®’) cin zweites Riemannsches 
Gebiet tiber cincr komplexen Mannigfaltigkeit I, so liegt 8G’ nirgends dicht 
und zerlegt keine zusammenhangende offene Teilmenge von G’ U 6G’. Weiter 
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kann man Satz 4 dazu benutzen, die Definition der R-Abbildung ab- 
zuschwichen. Setzt man B= 9, N = dD und gibt eine stetige Abbildung 
gy: © — G vor, so sind offenbar die Voraussetzungen unseres Satzes erfiillt. 
Es geniigt also, y nur auf $ zu definieren und die Bedingungen 1, 2,3 von 
Definition 14 fir irgendeine Fortsetzung von nach 9 zu verlangen. 

3. In den Abschnitten 4 und 5 dieses Paragraphen werden elementare Aus- 
sagen tber Beziehungen zwischen unseren verschiedenen Pseudokonvexitats- 
definitionen hergeleitet, wobei keine tieferen analytischen Mittel verwendet 
werden. Hier seien zwei vorbercitende Satze bewiesen. 


Satz 5. Es sei M eine n-dimensionale holomorphkonvexe komplexe Mannig- 
faltigkeit, die aus héchstens abzihlbar vielen zusammenhingenden Komponenten 
besteht. Dann gibt es eine reell-analytische plurisubharmonische Funktion p(zx) 
in M, so daB alle Mengen {x <M, p(x) < K}, K > 0, relativkompakt in M liegen. 
Ist M eine Steinsche Sa lm sa 80 hey: man p(x) sogar so wihlen, dap 


in allen Punkten von M die Form x Oe. ie dz,dz,, positiv definit ist. 


Beweis: Vorerst sei M nur A be PRCA wir kénnen annehmen, daB IM 
nicht kompakt ist. Da nach [23] jede holomorphkonvexe komplexe Mannig- 
faltigkeit I mit nur abzéhlbar viclen zusammenhangenden Komponenten 
abzahlbare Topologie hat, gibt es cine Folge M ausschépfender Teilbereiche GB, 
mit B,cB,,,, »=1,2,.... Wir kénnen ferncr {%,} so wahlen, daB die 
holomorphkonvexe Hiille {B,} stets in G,,, enthalten ist. Zu jedem Punkt 
to€ By4e—B,4, laBt sich dann cine in M holomorphe Funktion g(z) mit 
\g(x)| > sup|g(&,)| finden. Durch Multiplikation mit eincr Konstanten er- 
reicht man, daB |g(x,)| > 1, sup|g(B,)| < 1 gilt. \g(z)| > 1 ist noch in ciner 
ganzen Umgebung U (z,) richtig. Da B,,,— %,+, Py. © ist, gibt es endlich 
viele in M holomorphe Funktionen #"(2), x=1,...,r,, 80 daB sup |g” (B,)| < 1, 
jedoch in jedem Punkt z¢ 3,,,—2,4, der Botag mindestens ciner der 
Funktionen g(x) gréBer als 1 ist (x =1,...,7,). Wir setzon p,(z) 


a= x \g&(x)|?"*, wobei wir fiir s, eine positive ganze Zahl wahlen, die so groB 
x=1 

ist, daB sup|g)(%,)|? <r7!2-" und mithin supp,(%,) <*° ist und daB 

p,(z) > v in jedem Punkt x ¢ B,,,— 2,4, gilt. p(x) = Zpte) konvergiert 


gleichmaBig im Innern von IM, und es gilt offensichtlich {2 ¢ “om, p(x) < K}<M. 
Alle p,(x) sind nach der Boemerkung im AnschluB an Satz g plurisubharmonische 
Funktionen. 


Wir zeigen nun, daB p(x) reell-analytisch und plurisubharmonisch ist. 
Ersetzt man die lokalen Koordinatensysteme einer komplexen Mannig- 
faltigkeit I durch die konjugiert komplexen Koordinatensysteme, so erhalt 
men eine neue komplexe Mannigfaltigkeit M@*. M ist in kanonischer Weise als 
Diagonale D in das kartesische Produkt MxM* (nicht holomorph) ein- 
gebettet. Wir schreiben D ~ M. Jede in M komplexwertige Funktion ist genau 
dann reell-analytisch, wenn sie sich zu einer holomorphen Funktion in eine 
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Umgebung U(D)CMxM* fortsetzen l4Bt. Die Fortsetzung ist eindeutig 
bestimmt. Ist g eine in M holomorphe Funktion, so kann g nach ganz M x M* 
holomorph fortgesetzt werden. Die Fortsetzung ist auf den Flachen x xM*, 
z€M, konstant. Analoges gilt fiir die holomorphe Fortsetzung von g(z); 
diese ist auf allen Flichen M x z*, x* ¢ M*, konstant. Es bezeichne g(x, x*) 
die holomorphe Fortsetzung der auf M holomorphen Funktion (g(z))*, 

g(x, z*) die holomorphe Fortsetzung der konjugierten Funktion (g{)(2))*. 
Beide Fortsetzungen nehmen nach dem oben Gesagten in G,x@¥ keine 
anderen Werte als in G, an. Wenn man h(x, x*) = g(x, x*) - 9% (x, x*) und 


p, (x, x*) = Pian x*) setzt, gilt daher in G, x BF: |A& (x, x*)| < r712-" und 
iP (x, x*)| < 2 . Folglich konvergiert die Reihe holomorpher Funktionen 
by p, (x, x*) gleichmaBig im Innern von IM x M* gegen eine holomorphe Grenz- 


v=1 
funktion (zx, z*). Da sie auf M = D mit p(x) tibereinstimmt, ist p(x) reell- 
analytisch. 

Ist 2, M ein beliebiger Punkt und sind z,, . . ., z, holomorphe Koordinaten 
in einer Umgebung U (z,), so sind 2, . . ., Z,, 2%, . . -, Z, — als unabhangig be- 
trachtet — holomorphe Koordinaten in einer Umgebung U x U* des zu xz, 
gehérigen Punktes (29, x) ¢ D= M. Es gilt in x, bzw. (2x9, x): 

Aa PP _# Pg 
02,02, aE -5 02,02, 2 2,02, ° 
Deshalb ist die Form 
ap 


in M positiv semidefinit und somit p(x) plurisubharmonisch. 
Es sei nun M eine Steinsche Mannigfaltigkeit. Nach § 1.1 gibt es zu jedem 
Punkt 2,“ Mn in M holomorphe Funktionen /,, ..., /,, so daB die Deter- 
| | a sad 
minante (322) + Oin 2 ist. p,,= f,f,+ +--+ + fj, ist dann eine in M pluri- 


n #p, (x) 
subharmonische Funktion, bei der die Form o= otha i: dz,dz, in 2 


om | 





positiv definit ist. (o ist natiirlich in ganz M positiv semidefinit.) ¢ ist noch in. 


einer ganzen Umgebung U (z,) positiv definit. Da M abzahlbare Topologie hat, 


gibt es eine abzahlbare Uberdeckung {U,}, v= 1,2,..., von M mit solchen 
Umgebungen; die zu U, gehdrige plurisubharmonische Funktion sei p; 
== JOJO + +++ + {PPO Ist wieder GB,, B,C B,4,, v= 1,2,..., eine M aus- 


schépfende Folge relativkompakter Teilboreiche von M und gilt {/ < kK” 


in %,, so setzen wir @-» 


n 
x w= ko und ¢,= 75 - 
as 


p' (x)= 2’ p(x) konvergiert dann im Innern von M gleichmaBig, und 


vy=1 


man ‘zeigt ahnlich wie im ersten Teil des Beweises, daB p’(x) in M reell- 
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analytisch ist. Es gilt 





also ist die Form 
Pp = 
2 2,03, 14%, 


in ganz IM positiv definit. Konstruieren wir nach dem obigen Verfahren eine 
weitere reell-analytische plurisubharmonische Funktion p’’ (x), fiir die {x € M, 
p(x) < K}CM gilt, so gilt dies wegen p’(x) = 0 auch fiir p(x) = p’(x) 4 
+ p’’(x). Auf Grund ihrer Konstruktion hat die Funktion p(x) auch alle an- 
deren in Satz 5 verlangten Eigenschaften. Satz 5 ist bewiesen. 

Weiter bendtigen wir den folgenden 

Satz 6. Hs sei R eine n-mal stetig differenzierbare n-dimensionale reelle 
Mannigfaltigkeit mit abzihlbarer Topologie. g(x) sei eine n-mal stetig differen- 
zierbare reelle Funktion in R und K die Menge der Punkte x €R, in denen das 
Differential dg verschwindet. Dann hat H = g(K) das Lebesguesche MaB Null. 

Beweis: Fir den Fall, daB R ein Gebiet des euklidischen Raumes ist, wurde 
der Satz von A. P. Morse hergeleitet (vgl. [18]). Da R abzihlbare Topologie 
hat, gibt es eine Uberdeckung von N mit offenen Mengen &,, v = 1, 2,..., 
die n-mal stetig differenzierbar auf Gebiete des euklidischen Raums abgebildet 
werden kénnen. H,= g(%, > K) hat also das MaB Null. Nach einem bekannten 
Satze der MaBtheorie ist dann auch H = g(K) = UH, eine Nullmenge. 

Es sei noch angemerkt, daB die Voraussetzung der n-maligen stetigen 
Differenzierbarkeit von g wesentlich ist (vgl. [18]). Ferner gibt es reell-analy- 
tische Mannigfaltigkeiten R mit tiberabzihlbarer Topologic, auf denen fiir 
Funktionen, die sogar reell-analytisch sein kénnen, die Aussage von Satz 6 
nicht gilt. 

Wenn g(z) nicht konstant ist, sagt Satz 6 aus, daB man eine dichte Menge 
reeller Zahlen y finden kann, so daB die Menge {x € N, g(x) = y} leer oder eine 
(n — 1)-dimensionale n-mal stetig differenzierbare Flache ist. Wir werden 
hiervon Gebrauch machen. 

4. Es sei M eine beliebige komplexe Mannigfaltigkeit mit abzihlbarer 
Topologie. Wir bezeichnen mit A (bzw. p, oder p¥) dic Aussage, daB IM holo- 
morphkonvex (bzw. p,- oder p*-konvex) ist (y = 1,..., 7). - bedeutet die 
Implikation zweier Aussagen. Es gilt: 
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Im Falle der p,-, p,- und der p$-Konvexitét muB natiirlich M@ = G der 
Trager eines Riemanrischen Gebietes G@ = (G,®) iiber einer Steinschen 
Mannigfaltigkeit sein. Wir beweisen die Aussagen 1—10: 

(1) Jede holomorphkonvexe komplexe Mannigfaltigkeit, die aus héchstens 
abztihlbar vielen zusammenhiingenden Komponenten besteht, ist p,-konvezx. 

Beweis: (1) ist eine unmittelbare Folge von Satz 5. 

(2) Jede holomorphkonvexe komplexe Mannigfaltigkeit, die aus héchstens 
abzihlbar vielen zusammenhingenden Komponenten besteht, ist p,-konvex. 

Beweis: (2) ist cine unmittelbare Folge von Satz 5 und Satz 6. 

Aussage (3) ist trivial (man wahle GW 8G fiir die in Definition 11 auf- 
tretende Umgebung U (r)): 

(3) Es sei G = (G,D) ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet, und G sei 
holomorphkonvex. Dann ist © p,-konvex. 

Ebenso leicht ergeben sich die Aussagen (5), (9), (10), (11). p.-konvex ist 
namlich eine Abschwachung von p,-konvex, p.-konvex eine Abschwachung von 
p-konvex und schlieBlich p,(bzw. p?)-konvex eine Abschwichung von 
p,(bzw. p,)-konvex. Wir verzichten darauf, diese Aussagen noch einmal aus- 
fihrlich zu formulieren. 

(4) Jede p,-konvexe komplexe Mannigfaltigkeit M ist p,-konvex. 

Beweis: Es sei F,, vy = 1, 2,..., in M eine Folge eindimensionaler Flachen 
mit U dF,c M. ~, bezeichne die zugehérigen holomorphen Abbildungen 


K+ MM. Ist dann p eine in M plurisubharmonische Funktion, so sind die 
Funktionen p,= p © , in K subharmonisch. Da subharmonische Funktionen 
dem Maximumprinzip geniigen und p auf U @F, als nach oben halbstetige 
Funktion nach oben beschrankt ist, folgt p,(xz) < sup(p,(@K)) < M fir 2 ¢ K. 
Ist nun jede Menge {x ¢ M, p(x) < M}cM, so folgt U |F,|cM: Aus der 
p,-Konvexitat folgt die p -Konvexitat» 

(6) Jede p,-konvexe n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit M ist 
P_-konvex. 

- Beweis: Es sei y eine biholomorphe Abbildung einer offenen Umgebung des 
(halboffenen) Polyzylinders D = {(z,, . . ., z,); |z| S 1, |z,| <1, »=2,..., n} 
in M. Da — eineindeutig ist, verschwin let die Funktionaldeterminante von 
im Innern 9 von 9 nicht (vgl. [22], p. 149). y(®) ist also eine offene Teil- 
menge von IM. Es sei nun ~(6D) = B relativkompakt in M enthalten. Da M 
P2-konvex ist, liegt auch der offene Kern B* = B der p-Hiille B von B relativ- 
kompakt in M. In M — B* gibt es also eine dichte Menge D (etwa D = M— B), 
so daB folgendes gilt: Zu jedem Punkt z,¢ D existiert eine in M plurisub- 
harmonische Funktion p(x) mit p(x.) > sup (p(B)). Nach dem Maximum- 
prinzip fir plurisubharmonische Funktionen muB y() / D leer sein. Da y(9) 
offen ist, gilt also p(®) c B* und somit y(D) c B*, wobei B* die abgeschlossene 
Hille von B* bezeichnet. Da B* relativkompakt war, gilt dies also auch fiir 
y(D), und folglich ist M p,-konvex, q. e. d. 

Wir zeigen weiter 

(7) Jede ps-konvexe n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit M ist p.-konvex. 
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Beweis: Es sei wiederum ¢ eine biholomorphe Abbildung einer offenen Um- 
gebung des (halboffenen) Polyzylinders D in M; B = p(dD) sei relativkompakt. 
Da M p,-konvex ist, gibtes eine Folge relativkompakter, streng pseudo- 
konvexer Teilbereiche G,, y= 1,2,..., mit @,c@,,,, U B,=M. Alle B, 
haben einen reell-analytischen Rand. Bezeichnet 9, fiir jedes ¢t = (ty, . . ., t,), 
\t,| < 1, »=2,...,m, das (kompakte) analytische Flachenstiick {x= g(z,,ty,...,t,), 
\z,| S 1}, so kann man ein », so groB finden, daB Bc B,, und Oy B,, gilt. 
Die Vereinigung der 9, ist gleich g(®). Nehmen wir nun an, daB g(D) nicht 
in B,, enthalten ist, so gibt es ein tp= (tf, .. ., ©) mit 9, 19B,, + 0. Es sei 
ty so gewahlt, daB |t,| = (\|?+ ---+ |t|?)* médglichst klein ist. Zu 
diesem ¢, l48t sich dann eine Folge t,— t, finden, so daB 9,,c %,, gilt. Es sei 
ED, 0B,,. Da B,, streng pseudokonvex ist, gibt es eine Umgebung U (z,), 
eine in U holomorphe Funktion /, so daB S n%,,= 2%, ist, wenn S = {zx € U, 
f(x) = 0} gesetzt wird (vgl. dazu [15], p. 181). Die Funktion } = { © @ ver- 
schwindet auf den Flachen 9,,= gy-*(9,, 0 U) nicht, hat aber auf der Grenz- 
fliche p-1(9,,-\ U) die Nulistelle y-'(z,), was dem Kontinuitatssatz wider- 
spricht. Also liegt p(D) in G,, und ist somit relativkompakt in M enthalten. 
M ist also wie behauptet p,-konvex. 

(8) Es sei G=(G,D) ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet iiber einer 
Steinschen Mannigfaltigkeit M. Ist dann © p,-konvex, so ist G auch pF -konvex. 

Beweis: Es sei x,¢ dG und U* = U(2z,) - G eine Steinsche Mannigfaltigkeit. 
Wegen (2), (7) ist U* p,-konvex. Daraus entnimmt man unmittelbar, daB es 
keine R-Abbildung ¢: S + GU 6G mit 9(9) c U geben kann. 

5. Es sei G = (G, ®) ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet tiber dem C*. 
Man erhalt in G ein holomorphes Koordinatensystem, wenn man dic Ko- 
ordinaten des C" vermége @ nach G hin iibertragt. Es ist deshalb der euklidische 
Abstand zweier Punkte aus G erklairt. Wir bezeichnen fiir jeden Punkt z ¢ G 
mit 6(x) den Abstand von x vom Rande 8G. 4(z) ist eine stetige, positive 
Funktion; sie kann jedoch auf zusammenhangenden Blattern von G, die ver- 
mége ® biholomorph auf den C” abgebildet werden, konstant gleich + co sein. 
Wir beweisen: 

Satz 7. Hs sei G p,-konvex. Dann ist —\n4(z) eine in G plurisubharmonische 
Funktion. 

Beweis: Es sei » ein Einheitsvektor des C". E(v, 4) bezeichne die ein- 
dimensionale analytische Ebene durch 4 ¢ C*, die zu v parallel ist, Bi, x) das 
Ebenenstiick ®-?(H(v, 3))c G, x € G, 4 = O(z). Ferner sei 5(v, x) der Abstand 
von x € G und 8G auf Bw, x), p(v, 2) = —Ind(v, z) ist offenbar eine in G nach 
oben halbstetige Funktion. !)« - -In d(x) im Falle, daB G ein Gebiet der z-Ebene 
ist, subharmonisch ist, muB die Beschrankung von p(v, x) auf jedes Ebenen- 
stiick B (v, x) subharmonisch sein. Wir zeigen: 

(1) Ist G p,-konvex, so ist p(v, x) eine plurisubharmonische Funktion. 

Angenommen, p(p, z) ist nicht plurisubharmonisch. Dann gibt es ein 
Stiick Z einer eindimensionalen analytischen Ebene in G, so daB s(x) = p(v, x)|E 
nicht subharmonisch ist. Es lassen sich also ein abgeschlossener Kreis K c E 
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und eine in K stetige, in K—@K harmonische Funktion A finden, so daB 
h(x) > s(x) auf 0K, aber h(x) < s(x) in mindestens einem Punkt Z,¢ R gilt. 
Es sei K’c K ein abgeschlossener Kreis mit %,¢ K’ und h(x) > s(x) auf 0K’. 
Da h(x) noch in einer ganzen Umgebung von K’ harmonisch ist, gibt es eine 
in (einer Umgebung von) K’ holomorphe Funktion / mit |/(z)| = e~*“*). Man 
hat also in %,: |f(x)| = d(v, x) und auf 0K’: |f(x)| < d(v, z). Durch Multi- 
plikation von f mit einer geeigneten Konstanten k < 1 kann man sogar 
folgendes erreichen: Es gilt |f(x)| < 6(v, x) in K’, |f(x)| = 6(v, x) in mindestens 
einem Punkt 2, ¢ R’ und \f(x)| < d(v, x) auf 0K’. — Wir bezeichnen mit A 


eine biholomorphe Abbildung des Kreises {|t,| < 1} auf KX’, mit p,, ..., 0,» —2 
zu v, E und untereinander senkrechte Einheitsvektoren und setzen ¢,, ,: 
(t,, - - -» tn) > A(t) + c+ f(A(t,)) - tv + dtzv,+ --- + dt,v,. Fir hinreichend 


kleine c >0 und d>0 erhalten wir so eine holomorphe Abbildung von 
D = {(t, ---, te), || S-1, |t,| < 1,» = 2,..., m} in G, die sogar biholomorph 
ist, da ¢, D, Dy, . . ., D, linear unabhangig sind (¢ ein erzeugender Vektor von £). 
Die Abbildung @ o ¢,,, laBt sich in eine ganze Umgebung von 9 holomorph 
fortsetzen. Da g,,,(6D)@ G, aber nicht g,,,(D)c @ ist, kann man offenbar 
c,d > 0 so bestimmen, daB die Abbildung ¢,,, existiert und auch fiir sie zwar 
Pe,a(OD) € G, aber nicht w,,,(D)« G gilt. Nach Satz 4 laBt sich p,,, zu einer 
topologischen Abbildung y: 9 > GU dG fortsetzen; die Menge (9) 4 4G ist 
dann nicht leer. Also ist g eine R-Abbildung und G im Widerspruch zur Vor- 
aussetzung nicht p,-konvex. Damit ist bewiesen, daB p(v, xz) eine pluri- 
subharmonische Funktion ist. 

Da nun das sup einer Menge plurisubharmonischer Funktionen, falls halb- 
stetig nach oben, wieder plurisubharmonisch ist und 6(x) = inf (4(v, z)), also 

». 


—In6(x) = sup(—In4(v, z)) gilt, haben wir Satz 7 bewiesen. 

Es gilt weiter: 

Satz 8. Es sei G — (G,D) ein Riemannsches Gebiet iiber dem C", das in 
einem Punkt x,¢ dG p*-konvex sei. Dann gibt es eine Umgebung U (x), so dap 
die Funktion —In6(x) in U(x,) \ @ plurisubharmonisch ist. 

Beweis: Wir wahlen zunachst eine Umgebung V (z,), so daB es keine R-Ab- 
bildung gp: 9 + GWU 6G-mit ~(O)c V gibt. Sodann sei H eine Hyperkugel um 
%= ®(z,), die so klein ist, daB W(x.) = ®-1(H) 7 V keinen Haufungspunkt 
auf der Randmenge @ V von V in G U 4G hat. W (z,) ist eine Umgebung von z,. 
Wir setzen W*= Wr-\G und bezeichnen mit % das Riemannsche Gebiet 
(W*, ®*) iiber dem C", wobei ®* die Beschriankung von ® auf W* bezeichnet. 
@* sei die Fortsetzung von ®* nach W* U 2W*. W ist p,-konvex. Gabe es 
namlich eine R-Abbildung g* :S > W* USW*, so miiBte der Durchschnitt 
g* (DS) 0 (6W*r\ ©*-1(H)) leer sein, da’ sonst g* wegen 3W* *-1(H) 
= 6G - Vn &*-1(H) eine R-Abbildung von 9 in G U 5G mit g* ()c V ware, 
was der Wahl von V widersprache. Einen nicht in ®*-'(H) liegenden Schnitt- 
punkt von g*(S) mit 6 W* kann es aber auch nicht geben; denn andernfalls 
ware y*(dD)c H, aber nicht y*(D)c H (y* die biholomorphe Fortsetzung 





von 
Hi st 
daB 


ist. 


ran FR 


Ma 
die 1 
gebu 
Dur 
ist ¢ 


plu 
Dn 
ang 
Sat 











Levisches Problem und Rungescher Satz 113 


von ®* © g* nach 9), was im Widerspruch zur p,-Konvexitat der Hyperkugel 
H steht. Aus der somit erwiesenen p,-Konvexitaét von % folgt nach Satz 7, 
daB die in bezug auf W* gebildete Funktion —Indéy-(zx) plurisubharmonisch 
ist. Da aber dywe(x) = 6(x) in der Nahe von z, gilt, ist Satz 8 bewiesen. 

Satz 8 hat eine einfache Umkehrung: 

Satz 9. Es sei © = (G,®) ein Riemannsches Gebiet iiber einer Steinschen 
Mannigjfaltigkeit. p(x) sei eine nach oben halbstetige Funktion in G, deren Werte 
die reellen Zahlen und —o sind. Fiir einen Randpunkt x,¢ 5G gebe es eine Um- 
gebung U(x), so dap p(x) in U*= UG plurisubharmonisch ist und der 
Durchschnitt U r\ 8G {x, p(x) < K}") fiir beliebige reelle K leer ist. Dann 
ist G in x, p?-konvex. 

Beweis: Ist ¢ : 5 + Gv 6G eine R-Abbildung mit y(D)c U, so ist p o w eine 
plurisubharmonische Funktion in 9, die auf 69 nach oben beschrankt, aber in 
® nach oben unbeschrankt ist. Das ist ein Widerspruch zum Maximumprinzip, 
angewandt auf eine geeignete Kreisscheibe {|z,| < 1, z,= 26,» = 2,...,n}c9. 
Satz 9 ist bewiesen. 

6. Wir leiten in diesem Abschnitt das Hauptergebnis dieses Paragraphen 
her: 

Satz 10. (Lésung des Levischen Problems): Es sei M eine n-dimensionale 
Steinsche Mannigfaltigkeit, © = (G,D) ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet 
iiber M. Ist dann G p*-konvex, so ist G eine Steinsche Mannigfaltigkeit. 

Da jede Steinsche Mannigfaltigkeit holomorphkonvex ist, folgt aus diesem 
Satz und den Ergebnissen von § 3.4: 

Satz 11. (Aquivalenz der Definitionen der Pseudokonvexitit): G ist genau 
dann p,-konvex, wenn G p,- oder p}-konvex ist (v, u = 1, ..., 7). 

Beweis von Satz 10; Nach dem Einbettungssatz von REMMERT gibt es eine 
holomorphe Abbildung ~: M-> C*, so daB (M, uw) eine singularitatenfreie 
komplexe Mannigfaltigkeit iiber dem C* ist. Nach Satz 3 kénnen wir deshalb 
ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet G = (B, 2) iiber dem C*, eine bi- 
holomorphe Abbildung 2 von M auf eine singularitatenfreie analytische Menge 
M c Bund eine holomorphe Abbildung o : B + M finden, so daB B eine Stein- 
sche Mannigfaltigkeit, 70 A= und o|M die Identitaét ist. Wir setzen 
a= 40 und definieren die Menge G der Paare (x,b) mit x¢G, b¢ B, 
o(b) = a(x). G ist durch dic Abbildung 6: (z,b)-— 2x in G, durch die Ab- 
bildung &:(x,b)—> 6b in B abgebildet. Wir verschen G mit der grébsten 
Topologie, so daB 6 und & stetige Abbildungen sind. Wird VC G durch « 
topologisch in M abgebildet, so 6~'(V) durch & topologisch in B. & ist also eine 
lokaltopologische Abbildung und somit © = (G, &) ein unverzweigtes Rie- 
mannsches Gebiet iiber B. In bezug auf die durch (G, &) in G erzeugte komplexe 
Struktur sind & und 6 holomorphe Abbildungen. Man zeigt leicht: 

(1) Bezeichnet 6G (bzw. 5G) den Rand des Riemannschen Gebietes (G, &) 
(bzw. (G, D)) im Sinne von § 3.1d, so laBt sich die Abbildung 6 zu einer stetigen 
Abbildung 6*: GU 8G + GU 8G fortsetzen. 6* bildet 6G in 6G ab. 


12) Die abgeschlossene Hiille {z, p(z) < K) ist in bezug auf G U 4G zu bilden. 
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Aus (1) ergibt sich: 

(2) Ist G = (G, D) p¥-konvex, so ist auch G = (G, &) p¥-konvex. 

Beweis: Es sei r ein beliebiger Punkt aus 3G, r*¢ 8G sei gleich 6*(r). Wir 
wahlen eine Umgebung U*(r*), so daB @(U*) relativkompakt in einem lokalen 
Koordinatensystem von IM enthalten ist. (U°, ®), U0= U*r\ G, kann dann als 
Riemannsches Gebiet tiber dem C" angesehen werden. Da in der Nahe von 
r* 6G = 6U® und G in r* p$-konvex ist, folgt aus Satz 8, daB die Funktion 
p* (x*) = —In6(2*) in der Nahe von r* plurisubharmonisch sein mu8. Wir 
setzen U = 6*-1(U*) und p(x) = p*o 6*. U ist eine Umgebung von r, p(x) in 
der Nahe von r plurisubharmonisch, und wegen U*\ 8G - {2*, p*(z*) < K}=0 
fiir beliebiges reelles K > 0 gilt auch U 4 6G - {z, p(z) < K} = 0. (Die ab- 
geschlossenen Hiillen sind in bezug auf G U dG bzw. G U 6G zu bilden.) Aus 
Satz 9 folgt nun wie behauptet, daB in r p*-konvex ist. 

(3) Ist G = (G, &) p*-konvex, so ist © = (G, 20 &) pz-konvez. 

Beweis: Es bezeichne 84 den Rand des Riemannschen Gebietes (@, 2 0 &). 
Uber B gilt offenbar: 64 = G. In diesen Punkten ist, wie man sofort sieht, 
mit © auch 6 pt-konvex. Es sei nun p:9—>G nr 4G eine R-Abbildung (9 der 
halboffene k-dimensionale Polyzylinder). Da B als Steinsche Mannigfaltigkeit 
p-konvex ist, gilt £0 y(D)¢ B. Es ist also héchstens 3G y(D) +0. Da & 
in 5G aber p*-konvex ist, folgt aus Satz 8, daB in der Nahe der Punkte von 
dG p(x) = —Iné(x) eine plurisubharmonische Funktion ist. Es gibt dann 
eine Umgebung UC® der Menge A = g-1(8G)C 2D — 49, so daB p(z) 
=pogin U=Un ® plurisubharmonisch ist. Das kann jedoch nicht sein, 
da p(x) in U unbeschrankt, auf dem in 9 enthaltenen Teil des Randes von U 
jedoch beschrinkt ist und somit auf einem geeigneten Flachenstiick 
{lz| <1, 2,= 2, y= 2,..., BN U nicht dem Maximumprinzip geniigt. Also 
ist auch (3) bewiesen. 

Aus (2) und (3) ergibt sich, daB 6 = (G, 2 0 &) p,-konvex ist, falls G = (G,®) 
p?-konvex ist. Nach Satz 7 ist in jedem p,-konvexen Riemannschen Gebiet 
© =(G,®) iiber dem C* —Iné(zx) eine plurisubharmonische Funktion. 
K. Oxa [21] hat gezeigt: Ist —Ind¢) plurisubharmonisch, so ist der Trager @ 
von © holomorphkonvex. Wir haben also: 

(5) Ist G = (G, D) p*-konvex, so ist © holomorphkonvez. 

Nun wird G vermittels der durch A(x) =(x,A0 ®(x)) definierten Ab- 
bildung 1:4+64 biholomorph auf die in @ singularitatenfreie analytische 
Menge 1(@) abgebildet. Wegen der Abgeschlossenheit von A(G) ist A eine 
eigentliche Abbildung, und daher ist mit @ auch G holomorphkonvex. Satz 10 
ist also bewiesen. 


7. Es sei M eine n-dimensionale Steinsche Mannigfaltigkeit, {G,= (G,, ®,), 
t € I}, I eine Indexmenge, eine Menge unverzweigter Riemannscher Gebiete 
iiber M. Wir sagen, ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet G = (G, D) iiber M 
ist in jedem G,, « € J, enthalten, wenn es stetige Abbildungen 1,: G > G, mit 
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@ = Do t, gibt. — Wie man leicht sieht (vgl. auch Satz 4), laBt sich r,:¢+G, 
zu einer stetigen Abbildung 7,:@ WU 8G —> G,r 8G, fortsetzen. Man kann 
deshalb definieren : 

Definition 17. G =.(G, D) heiBt ein Durchschnitt der Menge {G,= (G,, ®), 
c€ I}, wenn es stetige Abbildungen t,: G+ G, mit D = Do t, gibt derart, dap 
sich zu keinem Randpunkt x ¢ 6G Umgebungen UCM, V,c G, finden lassen, 
so daf fiir alle « x durch Tt, in V, und V, durch ®, topologisch auf U abgebildet 
wird. 

Wir zeigen: 

Satz 12. Es sei {G,= (G,D),.¢ I} eine Menge unverzweigter Riemann- 
scher Gebiete iiber M, deren Triiger G, Steinsche Mannigfaltigkeiten sind. Ist 
dann © = (G, ®) ein Durchschnitt der Menge {G,}, so ist auch G eine Steinsche 
Mannigfaltigkeit. 

Beweis: Wir zeigen, daB G = (G, D) p,-konvex ist; aus den Satzen 10 und 11 
folgt dann die Behauptung unseres Satzes. Wir gehen indirekt vor und nehmen 
an, es gabe eine R-Abbildung » des abgeschlossenen Polyzylinders 5 in GU 8G. 
Wir bezeichnen fiir jedes e > 0 mit 9D, den (halboffenen) Polyzylinder 9, 
= {4 = (z, .--, 2), || S 1+, |z,|<l+e,»=—2,...,n} und mit 69, die 
Menge {3 € 9,, |z,| = 1 + e}. Da man ®Mo @ in eine Umgebung W von 5 zu 
einer biholomorphen Abbildung y fortsetzen kann, gibt es ein e* > 0 derart, 
daB folgendes gilt : 

(1) wp ist eine biholomorphe Abbildung von 9,.c W in M. 

(2) @ 1aBt sich zu einer biholomorphen Abbildung g* : 9 U (, bt « 69.) +G 


fortsetzen, wobei y* (d9,) ¢ G ist. 

Ist t,: G + G, die stetige Abbildung mit D0 t,= ®, ¢,: @ UG > G, U 8G, 
ihre stetige Fortsetzung und setzt man y,= 7,0 ¢*, so ist daher 

(3) p,(69,) ¢ G, fiir alle « ¢ J und alle ¢ mit 0 < e < e*. 

Weiter gilt o,() ¢c G; denn andernfalls ware y, eine R-Abbildung von 9 in 
G,U 6G,, was der p,-Konvexitét von G, widerspriche. Deshalb gibt es zu 
jedem « € J ein ¢,, 0< ¢, S e*, mit folgender Eigenschaft : 

(4) g, 14Bt sich zu einer biholomorphen Abbildung g* : 9,,>G, fort- 
setzen. (Natiirlich ist y,= y* im gemeinsamen Definitionsbereich.) Man kann 
€,= e* wahlen. 

Ware namlich das letztere nicht méglich, so sei &,, 0< @, < e*, die obere 
Grenze derjenigen ¢é, (fiir festes 1), fiir die eine Fortsetzung gem&B (4) noch 
mdglich ist. Dann erhielte man offenbar eine stetige Fortsetzung ¢, : 5;z,—> 
+ @,U 6G, von —, mit ¢,(5z)  6G,+ 0, die wegen (3) eine R-Abbildung 
ware. Eine solche kann es aber nicht geben, da G, p,-konvex ist. 

Nun war ¢ eine R-Abbildung; es gibt also ein x € g(D) > dG, und es gilt 
t,(x) € p* (D+). Die offenen Mengen V,= y*(,-) werden durch ®, topologisch 
auf U = w(®,+) abgebildet. Das widerspricht unserer Voraussetzung, daB G 
ein Durchschnitt der G, ist. G ist also p,-konvex. 

Man kann nun ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet © = (G, ®) iiber M 
ein Holomorphiegebiet nennen, wenn © das genaue Existenzgebiet einer 
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holomorphen Funktion ist. Man zeigt leicht, daB jedes Holomorphiegebiet 
p,-konvex ist; der Trager G@ ist dann eine Steinsche Mannigfaltigkeit. 
Umgekehrt kann man mit bekannten Methoden (vgl. [8], p. 631) in jeder 
Steinschen Mannigfaltigkeit G, die Trager eines Riemannschen Gebietes iiber M 
ist, eine holomorphe Funktion konstruieren, die in 8G singular wird. G = (G,®) 
ist also genau dann ein Holomorphiegebiet, wenn der Trager G eine Steinsche 
Mannigfaltigkeit ist. Daher kann man auf Grund von Satz 12 die Theorie der 
Holomorphiehiillen fiir unverzweigte Riemannsche Gebiete iiber Steinschen 
Mannigfaltigkeiten so aufbauen, wie sie fiir Gebiete tiber dem C* in [2] durch- 
gefihrt wurde. 


§ 4. Der Rungesche Approximationssatz 


1. Es sei © = (G, ®) cin unverzweigtes Riemannsches Gebiet iiber dem C*. 
Wir kénnen wieder die Punkte des C" als Koordinaten in @ auffassen. Ist 
x €G ein beliebiger Punkt, so ist daher der Begriff des Polyzylinders um z 
wohldefiniert als eine x enthaltende Teilmenge von G, die vermittels ® topo- 
logisch auf einen gewdhnlichen Polyzylinder um ®(x) abgebildet wird. Wir 
bezeichnen mit D(z, 2), ¢ >0, den abgeschlossenen gleichseitigen Polyzylinder 
mit dem Radius ¢ um z. Natiirlich existiert D(z, ¢) nur dann, wenn e >0 
hinreichend klein ist. @® sei die Menge aller Punkte xz ¢ G, um die es einen 
Polyzylinder D(z, e) gibt. G® ist eine offene Teilmenge von G, die aus einer 
oder mehreren zusammenhangenden Komponenten K, besteht. Ist M c G eine 
beliebige Menge, so werde mit G@)(M) die Vereinigung derjenigen zusammen- 
hangenden Komponenten K, bezeichnet, die wenigstens einen Punkt von M 
enthalten. Wir zeigen: 

Satz 13. Es sei G=(G,D) ein (nicht notwendig zusammenhéngendes) 
Holomorphiegebiet iiber dem C" und MCG eine Teilmenge. Dann ist G(M), 
é >0, in bezug auf G konvez. 

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daB G in bezug auf G konvex ist. Mit F be- 
zeichnen wir die Familie der in G holomorphen Funktionen. Ist N eine beliebige 
kompakte Teilmenge von G, so zeigen wir zunachst, daB Ngc G® ist. 
Dazu wahlen wir einen relativkompakten Teilbereich Bc G@, der N umfaBt. 
Ist ¢ >0 die gréBte reelle Zahl, so daB B noch in G® enthalten ist, so gilt 
offenbar G@ c G®), und wie in [2], p. 72, folgt aus dem Hauptsatz tiber die 
gleichzeitige Fortsetzbarkeit, daB es zu jedem Punkt z ¢ G — G® eine in G 
holomorphe Funktion / gibt mit |/(x)| > sup|f(B)| = sup|/(N)|, d. h. Ngc Go, 
also Ngc G®. Weiter ergibt sich aus der Tatsache, daB G als Holomorphie- 
gebiet nach K. Oxa [21] holomorphkonvex ist, unmittelbar die Kompaktheit 
von Nz. Da nach dem Vorigen Ng= N gl G© ist, haben wir Satz 13 bewiesen. 

Wir definieren nun: 

Definition 18. Es seien G = (G,®), G& = (G, D) zwei unverzweigte (nicht 
notwendig zu enhiingende) Riemannsche Gebiete iiber dem OC". G sei Teil- 





bereich von G. Dann ist G auf © euklidisch holomorph ausdehnbar, wenn es zu 
allen kompakten Teilmengen M c G, Mc G und jedem ¢ >0 eine Folge G,,..., G, 
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von Teilbereichen von G gibt, so dap folgendes gilt: 

0) (G,, D) ist ein Holomorphiegebiet, vy = 0,..., 1; 

1) McG,c G, McG,c G; 

2) McG,, GO'(M)cG,_,, v=1,...,F. 

Man kann die G, immer so wahlen, da fiir hinreichend kieines e >0 
sogar gilt: 

2*) Mc GO(M)cG,_,, ¥=1,...,74. 

Um das zu zeigen, nehme man eine offene Teilmenge Bc G und ein é >0, 
so daB Mc B*) ist. Dann existiert eine Folge G,, »=0,...,r, von Teil- 
bereichen von @ mit Bc Gyc G, McG, G, Bc G,, GB) c G,_, (v=1,...,1) 
derart, daB auch 0) erfiillt ist. Diese G, haben offenbar die Eigenschaft 2*). 

Es folgt unmittelbar: 

Satz 14. Es seien G = (G, D), & = (G, D) zwei (nicht notwendig zusammen- 
hiingende ) Holomorphiegebiete iiber dem C”. G sei offene Teilmenge von G. Weiter 
sei © auf © euklidisch holomorph ausdehnbar. Dann ist jede in G holomorphe 
Funktion gleichmépig im Innern von G durch in G holomorphe Funktionen 
approximierbar. 

Beweis: Wir haben zu zeigen: Ist / eine in G holomorphe Funktion, so gibt 
es zu jeder reellen Zahl 6 > 0 und jeder kompakten Teilmenge M c G eine in G 
holomorphe Funktion f, so daB in ganz M |f — j| < dist. — Nach K. Oxa ist G 
holomorphkonvex; daher gibt es ein durch in G holomorphe Funktionen be- 
schriebenes analytisches Polyeder mit Mc Hc G. Nun ist G auf @ euklidisch 
holomorph ausdehnbar. Es gibt also eine Folge von Holomorphiegebieten 
G,,4,c G(v=0,...,7r), so daB MCG,c G, HcG,c G, Mc GO(M)cG,_, 
(v=1,...,r). Dabei ist ¢ >0 eine reelle Zahl. Wir setzen nun f/,=/f und 
wahlen dann nacheinander fiir y = 1, . . ., r eine in G, holomorphe Funktion /,, 
die in M die Ungleichung |/,—f,_,| < ay erfillt. Da GS (M) in bezug auf G, 
konvex ist und wegen M c G‘*)(M)c G,_, kann man nach dem Approximations- 
satz von Oxa-Wet [vgl. (4), Einleitung] zu /,_, immer eine solche Funktion /, 
finden. Weiter kann man nach dem bekannten Approximationssatz fiir 
analytische Polyeder die in G, holomorphen Funktionen gleichmaBig im Innern 
von § durch in @ holomorphe Funktionen approximieren; es gibt also eine 


in G holomorphe Funktion j, far die in M die Ungleichung | i hk< ay gilt. 


Addiert man alle r + 1 Ungleichungen, so erhalt man |f — f\ < din M, und das 
ist die Beheuptung von Satz 14. 

2. Es sei MM eine beliebige d-dimensionale komplexe Mannigfa!tigkeit, 
V eine beliebige (offene) Umgebung der Diagonalen D = {(x, x), x € MN} von 
MxM. Ist Gc M eine offene Teilmenge, so bezeichne G" den offenen Kern der 
Menge {y € G, U"(y)C G}, wobei U"(y) die Menge aller Punkte z¢M mit 
(x, y) € Vist. Fiir jede Teilmenge M Cc M sei G” (M) die Vereinigung derjenigen 
zusammenhangender. Komponenten von G’, die wenigstens einen Punkt von M 
enthalten. — Wir nennen eine Menge 4 = {V,, « € I}, J eine Indexmenge, von 
offenen Umgebungen V, von D eine U-Basis von M, wenn fiir jede kompakte 
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. Teilmenge BC M das System {V,7 Mx B} in Mx B eine Umgebungsbasis 
von Dr Mx B ist. — Man kann nun definieren: 

Definition 19. Hs seien M, IM komplexe Mannigfaltigkeiten; M sei offene 
Teilmenge von IR. Dann ist M holomorph auf I ausdehnbar, wenn es zu allen 
kompakten Mengen McC M, MC eine U-Basis A von IR und zu jeder Um- 
gebung V « A eine endliche Folge Gy, ..., G, von offenen Teilmengen von IR gibt, 
so daB folgendes gilt: 

0) G, ist eine Steinsche Mannigfaltigkeit, vy = 0, .. ., r; 

1) McCG,CM, MCEGcRM; 

2) 2cG,, Giejce., v=1,...,f. 


Falls I cine Steinsche (oder auch nur holomorphkonvexe) Mannigfaltigkeit 
ist, auf die sich M holomorph ausdehnen laBt, so kann man die Bedingungen 0), 
1), 2) der vorstehenden Definition unabhingig von M und M durch alle 
Elemente V jeder beliebigen U-Basis A erfiillen. Um das zu zeigen, wahlen wir 
ein durch in 9 holomorphe Funktionen definiertes analytisches Polyeder B 
mit MU Mc BM. Es existiert dann eine U-Basis 1 derart, daB es zu jedem 
VcA eine Folge offener Steinscher Tcilmannigfaltigkeiten @,, ...,@, von I 
gibt mit McG,cM, PCG,cM, MCG, GM) 4G, ,, ¥=1,..., 7. Wird 
Ve A beliebig vorgegeben, so kann man, da 1 eine U-Basis ist, V so wahlen, 
daB UT (x)c U' (x) fiir alle x ¢ B gilt. Die Folge G, - G,n B, v= 0,...,1, 
erfiillt dann dic Bedingungen von Definition 19: 0) und 1) leuchten unmittelbar 
ein; 2) ergibt sich aus G! (M) — (6,0 DB) (M)c (4,0 Dy (M)c GT (M) 
ADM) 4G, AB G,.,. 

Ist M der Trager @ eines unverzweigten Riemannschen Gebietes © (G,@) 
iiber dem C", so bezeichne V,, ¢ > 0, den offenen Kern der Menge 
{(2, y) : GG; x Dy, e), falls D(y, e) existiert, sonst beliebig}. Offenbar ist 
A {¥,,¢ 0} eine U-Basis von G, und es gilt fiir jede offene, von @ ver- 
schiedene Teilmenge Hc @: H'. - H©, Nun kann man, falls G Holomorphie- 
gebict ist, in Definition 18 jedes G, von @ verschieden wihlen, indem man es 
notigenfalls durch cin gecignetes an: iytisches Polyeder ersetat. Wir haben 
also insbesondere bewiesen : 

Satz 15. Es seien G — (G,®). © = (G,D) zwei unverzweigte Holomorphie- 
gebiete itber dem C*; G sei offene Teilmenge von G. Dann ist © genau dann 
euklidisch holomorph ausdehnbar auf ©, wenn G holomorph auf G ausdehnbar ist. 

In Verbindung mit Satz 14 folgt daraus: 

Satz 16. Es seien G  (G,D), © (G4, ) zwei unverzweigte Holomorphie- 
gebiete tiber dem C". G sei offene Teilmenge von G. Laépt sich dann G holomorph 
auf @ ausdehnen, so sind alle in G holomorphen Funktionen gleichmépig im 
Innern von G durch in G holomorphe Funktionen approximierbar. 

Fiir beliebige Steinsche Mannigfaltigkeiten 1aBt sich ein entsprechender 
Satz nicht so leicht beweisen, da man dort im allgemeinen keine Metrik zur 
Verfiigung hat, fiir die wie fiir dic cuklidische Metrik des C* die Aussage von 
Satz 13 richtig ist. Im vierten Abschnitt dieses Paragraphen wird jedoch 
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gezeigt, wie man auch in diesem allgemeinen Falle einen analogen Approxima- 
tionssatz gewinnen kann. 

3. Es seien wieder M, I komplexe Mannigfaltigkeiten, und M sei ein Teil- 
bereich von 9R. Ferner bezeichne J das Einheitsintervall {,0 sts 1}. Wir 
definieren : 

Definition 20. M ist auf I halbstetig holomorph ausdehnbar, wenn es eine 
Schar M,, t€ I, von Teilbereichen von IR und eine dichte Menge N cI gibt, 
so daB folgendes gilt: 

0) M, ist eine Steinsche Mannigfaltigkeit fiir t ¢ N; 

1) M, = M, VY, M, = M; 

2) Mc M,. . ‘os t,< t,; 

3), Ds ist Vereinigung von zusammenhingenden Komponenten von M,,, 
0<t&s i; 

4) M,, ist Vereinigung von zusammenhiingenden Komponenten des offenen 
Kerns von Ni My Os t< 1. 


b<ts 

Wir zeigen: 

Satz 17. Ist M auf IM halbstetig holomorph ausdehnbar, so ist M auf M auch 
holomorph ausdehnbar. 

Beweis: Ist B eine beliebige kompakte Teilmenge von 9R und V eine 
beliebige offene Umgebung von D -\ 9 x B (D die Diagonale von 9 x I), so 
setzen wir V = V UR x (— B). Die Menge A aller dieser V bildet offenbar 
eine U-Basis von 9. Wir zeigen, daB A die Bedingungen von Definition 19 
erfiillt, womit unser Satz dann bewiesen ist. — Es sei V¢é A wie oben aus 
vorgegebenen B und V konstruiért. Fiir eine beliebige Teilmenge R von WM 
setzen wir RY = {x €R, UY (x) CR}; es ist also Rv) — RV. Ist R eine echte 
Teilmenge von 9M, so gilt offenbar R) c B. Es sei M,, 0 < t < 1, eine halb- 
stetige holomorphe Ausdehnung von 9 auf 9R; wir kénnen ohne Ein- 
schrankung der Allgemeinheit voraussetzen, daB M, fir 0 < t< 1 echt in M 
enthalten ist. Es gilt deshalb stets Mc B, 0 = t< 1. Daher Cet zu 


jedem t,, 0 < &< 1, ein tj, ty < tj < 1, so daB die Bedingung M!? c a M, 


erfiillt ist. Andernfalls gabe es eine monoton abnehmende Folget,,» — 1 2, or ty: 


- 


< t < 1, mit limt,= t, und zu jedem » einen Punkt x,¢ Mj!’ B, der nicht 


in A, M, liegt. Die Folge z, hat in B einen Hiufungspunkt 2). Offenbar gilt 
“ ° ) 
men mi”?, d.h. U" (%)CM,, fiir alle v, also x¢ N M,, = Au M,. Da x, 


re) 
Haufungspunkt der z, ist, miBten somit unendlich viele z, in MN M, liegen, 
>I, 


was der Wahl der z, widerspricht. — Da MM!’ onagees ‘hlossen und in der 


kompakten Menge B enthalten ist, gilt sogar Mf!) A M,. Hieraus folgt auf 


Grund von Forderung 4) aus Definition 20 fiir eine ‘belicbige kompakte Teil- 
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menge M cM : My. (M) c M,,, und wegen 3) von Definition 20: MF (M) YM 


Es gibt also ein &, 0 < t'< ty, mit M(M)CM,.. Daraus entnimmt man 
unmittelbar die Existenz eines « >0 derart, daB fiir alle ¢,,t,¢ J mit 
0< t,—t,< ¢ die Beziehung M’ (M)c M,, gilt. Ist nun Mc IM eine kompakte 
Teilmenge und ¢,, 0 < t, < 1, y= 0,...,17, eine Folge monoton wachsender 
Zahlen, so daB M, = M, M,, Dd M, t,¢ N und t,— t,,<e,9=1,...,9, gilt, 
so hat offenbar die Kette G,= M,, »=0,...,1r, die in Definition 19 ge- 
forderten Eigenschaften'*), und Satz 17 ist bewiesen. 

Ein Beispiel fiir eine halbstetige holomorphe Ausdehnung liefert der 
folgende 

Satz 18. Es sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit, p(x) eine in M definierte 
reellwertige, nach oben halbstetige Funktion mit (x)< 1 derart, daB in jeder 
Umgebung jedes beliebigen Punktes x.¢ M Punkte x mit p(x) < q(x) liegen. 
Ferner sei N CI eine dichte Teilmenge und M,= {x «M, p(x) < t}, OS t< 1, 
fiir t € N eine Steinsche Mannigfaltigkeit. Dann ist {M,}, 0 < t < 1, eine halb- 
stetige holomorphe Ausdehnung von M, auf M. 

Beweis: Offenbar gilt ae M,= M und M, c M,,, wenn t,< ty, und auf 


Grund der an die Funktion (zx) gestellten Forderungen ist stets 


Q 
U M= N M=-M,~. 
Ost<t, t.<t<1 ° 


Wird vorausgesetzt, daB M eine Steinsche Mannigfaltigkeit und g~(z) eine 
plcrisubharmonische Funktion ist, so sind alle Bereiche M, pseudokonvex") 
und"hach Satz 10 Steinsche Mannigfaltigkeiten. {IM,} ist dann eine halbstetige 
holomorphe Ausdehnung, ohne da8 wir die Existenz einer Menge"N zu fordern 
brauchen. 

4. Es sei I eine d-dimensionale Steinsche Mannigfaltigkeit. Nach dem Ein- 
bettungssatz von REMMERT gibt es dann eine holomorphe Abbildung uv: MC", 
so daB (IN, 4) eine singularitatenfreie komplexe Mannigfaltigkeit iiber dem C* 
ist. Wir wahlen zu (9, u) im Sinne von Satz 3 ein Riemannsches Gebiet 
© = (G,®), dessen Trager @ eine Steinsche Mannigfaltigkeit ist. 2 sei die 
biholomorphe Abbildung von 9f auf die singularitatenfreie analytische Menge 
AcG (mit u« = Bo A), 0 die holomorphe Abbildung @ + H, die A identisch 
auf sich abbildet. 

Es sei nun M eine Steinsche Mannigfaltigkeit, die ein Teilbereich von I 
ist und sich holomorph auf 9 ausdehnen laBt. Wir setzen H = A(M), G= (A). 
M*c G, M*cG@ seien beliebige kompakte Teilmengen. Dann sind auch 
M = 0(M*)C H, M = 0(M*)CH kompakte Teilmengen, und da M auf IM, 
also auch H auf H holomorph ausdehnbar ist, gibt es eine U-Basis 4 von 
offenen Umgebungen der Tees von H xH, so daB zu jedem V¢ A eine 


13) Man beachte, daB im. n M, in natiirlicher Weise im Sinne von Definition 17 als 


Durchschnitt der Steinschen Mannigfaltigkeiten M,, t€ N, mit ¢ > ¢, auffassen l4Bt und 
daher auch 2, = M nach Satz 12 eine Steinsche Mannigfaltigkeit ist. 
44) Das heiBt, p,-konvex, y = 1, ..., 7, im Sinne von § 3. 
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Kette H,, y= 1, ..., 1, von Teilbereichen von H existiert mit folgenden Eigen- 
schaften: 0) H, ist eine Steinsche Mannigfaltigkeit fir » = 0,...,7; 
1) McH,c A, MCH,CA; 2) MCH,, H(M)CH,-,,¥=1,..., 17. Wie man 
leicht sieht, gibt es eine U-Basis A* von offenen Umgebungen der Diagonalen 
von @ x G, so daB zu jedem V*¢ A* ein V¢ A existiert mit U"(e(y))= o(U"*(y)) 
fir alle y € G. 

Zu beliebig vorgegebenem V*¢ A* werde nun V¢ J in dieser Weise ge- 
wahlt, und die Teilbereiche H,c H, v= 0,...,71, mégen die obigen Bedin- 
gungen 0), 1), 2) erfiillen. Wir setzen G,= o-1(H,), » = 0,..., r. Mit H, und @ 
ist auch G, holomorphkonvex und daher eine Steinsche Mannigfaltigkeit. 
Offenbar gilt M*c G,c G, M*c G,c G, M*c G,, v=1,...,7r, und wegen 
Hf (M)c H,_, und U"(0(y)) = 0(U"*(y)) fiir alle y ¢ G ist auch GY" (M*)cG,_,. 
Die Kette {G,} hat also die in Definition 19 geforderten Eigenschaften. Wir 
haben gezeigt : 

(*) G@ ist auf G holomorph ausdehnbar. 

Ist f eine in M holomorphe Funktion, so ist *f = fo 4-10 @ in G holomorph. 
Nach Satz 16 gibt es eine Folge in G holomorpher Funktionen *j,, die im 
Innern von G gleichmaBig gegen *f konvergiert. Wir setzen j,= *},0 A und 
erhalten eine Folge in 9% holomorpher Funktionen, die im Innern von M 
gleichmaBig gegen f konvergiert. Es gilt also der folgende 

Satz 19. Es seien M, IM Steinsche Mannigfaltigkeiten. M sei Teilbereich 
von IN und auf IM holomorph ausdehnbar. Dann lapt sich jede in M holomorphe 
Funktion gleichmdfig im Innern von M durch in IR holomorphe Funktionen 
approximieren. 

5. K. Stern [28] versteht unter einem Rungeschen Paar ein Paar kom- 
plexer Mannigfaltigkeiten (2M, IM), bei dem M offene Teilmenge von WM ist 
und die Aussage des eben bewiesenen Approximationssatzes gilt. Satz 19 sagt 
also aus, daB (MN, IN) ein Rungesches Paar ist, wenn IM, I Steinsche Mannig- 
faltigkeiten sind und I auf 9 holomorph ausdehnbar ist. Umgekehrt laBt sich 
zeigen : 

Satz 20. Es seien M,IM Steinsche Mannigfaltigkeiten, (M, IM) sei ein 
Rungesches Paar. Dann ist M auf I holomorph ausdehnbar. 

Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus dem folgenden 

Satz 21. Es seien M,IM Steinsche Mannigfaltigkeiten, (M, IM) sei ein 
Rungesches Paar. Dann ist jedes analytische Polyeder BC M halbstetig holomorph 
auf IN ausdehnbar. 

Beweis von Satz 21: Nach Satz e ist M in bezug auf I konvex. Es gibt 
daher ein analytisches Polyeder H, Pc Gc M, das aus zusammenhangenden 
Komponenten einer Menge {z ¢ I, l.(z)i<1,¥=1,..., k} besteht; die 
j,(z) sind in 9R holomorphe Funktionen. Wir setzen 9R,= , M,= {x «M, 
| f,(x)| < 1+ t}, 0< t, und erhalten eine halbstetige holomorphe Ausdehnung 
von $ auf IR. B besteht aus zusammenhangenden Komponenten einer Menge 
{x EM, |f,(x)|< 1, »=1,..., k}, wobei die /,(z) in M holomorphe Funk- 
tionen sind. J kann auf J halbstetig holomorph ausgedehnt werden, indem 

9* 
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man M,= T und M,= {x¢ M, |f (z)|< 1l+tr=1,..., AVP, t >, setzt. 
Beide Ausdehnungen hintereinander ausgefiihrt ergeben eine halbstetige 
holomorphe Ausdehnung von auf Qi. 

Satz 20 erhalt man hieraus, wenn man beachtet, daB Q nach Satz 17 


holomorph auf 9 ausdehnbar ist und jede kompakte Menge M c WM in einem. 


analytischen Polyeder Jc M enthalten ist. 

Wir zeigen noch als Anwendung: 

Satz 22. Hs sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit und M,, 0 < t < 1, eine 
halbstetige holomorphe Ausdehnung von M, auf M. Dann ist M eine Steinsche 
Mannigfaltigkeit. 

Beweis: Es sei N C I eine dichte Menge, so dab M, fiir t « N eine Steinsche 
Mannigfaltigkeit ist. Nach Satz 17 und Satz 19 ist (M,,, M,,), 4< ty, ein 
Rungesches Paar, wenn t,, t,¢ N gilt. Daher gibt es eine Folge von Steinschen 
Mannigfaltigkeiten M,, »y = 1, 2, ..., die M ausschdpft, derart, daB (M,,M, .,) 
stets ein Rungesches Paar ist. Nach K. Stern [28] ist dann M eine Steinsche 
Mannigfaltigkeit, q. e. d. 
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Differential Operators of Principal Type 
By 
Lars HORMANDER in Stockholm 


1. Introduction 


In the study of a differential operator P(x, D)') a fundamental question 
is of course whether the equation 


(1.1) P(x, Dju =f 


can always be solved at least locally when / has a high degree of local regularity. 
The first example where the answer is negative was given by H. Lewy [5]. 
For the operator 


P(x, D) = —iD,+ D,— 2(x'+ ix)D, 


he proved that for some f ¢ C® there is not in any open set a solution which 
has Hélder continuous derivatives of the first order. (In fact, there does not 
even exist a distribution solution of (1.1) for every f ¢ C®.) 

On the other hand, various sufficient conditions for the local existence of 
solutions of (1.1) are known. First of all, the existence of solutions has been 
proved for every equation with constant coefficients (MALGRANGE, EHREN- 
PREIS). It is also well known that (1.1) can be solved locally when P is elliptic. 
Another class of operators for which this is true was introduced by H6r- 
MANDER [3], Chap. IV; it was defined by the conditions 

A) The differential operator P(x, D) is of order m and, if p(z, &) is the 
homogeneous part of P(x, &) of order m, we have 


(1.2) E lople, B06 t+ 0,04 eRe 


(This means that the characteristic surface has no real singular point.) 

B) p(z, &) has real coefficients. 

Under mild smoothness assumptions it was proved for an operator P in this 
class that if 2, is the sphere with radius 6 and centre at a fixed point where 
(1.2) is valid, then we have with L* norms 


(1.3) 3 d2(*-™|D,ul* < C,| P(x, D)ul*, we Cp (Q,),6 < db. 

jal|<m 
From this inequality it was concluded that the equation P'u = f, where P* 
is the formal adjoint of P, has a solution u ¢ Z*(Q,) for every f € L*(Q,). The 


1) For notations see [3], particularly p. 176. 


“ 


4 
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main purpose of this paper is to make a more detailed investigation of the 
conditions under which (1.3) is valid and to prove stronger consequences of 
that inequality. Before stating the results we introduce a definition. 

Definition 1.1. A differential operator P(x, D) defined in an open set 22 
is said to be of principal type in 92 if (1.3) is valid, with 2, defined as 
{x; x € Q, |x — x|< 5}, where 2, is an arbitrary fixed point in 2, when 
8 S b5(%)- 

This definition agrees with Definition 2.1, p. 186, in HORMANDER [3] when 
the coefficients are constant. 

Section 2 will be devoted to proving conditions which are necessary for a 
differential operator to be of principal type. It is easily proved that (1.2) is 
necessary (Theorem 2.2). This is not the case for condition B, however. It was 
already pointed out in [3] that with no essential change of proof it might be 
replaced by the weaker condition, where p(x, &) = p(z, &), 


B’) p(x, D) p(x, D) — p(x, D) p(x, D) is of order< 2m—1. 


In general this commutator may be of order 2m — | even if P is elliptic, in 
which case (1.1) is also known to hold (see e.g. [2] or [4]). B’ is therefore not 
a necessary condition either. However, using arguments developed from an 
analysis of Lewy’s example we shall prove in Theorem 2.1 that if (1.3) is 
valid then 


B’’) Com-1(%, 6) = 0 if p(z,§&)=0,2¢€Q,F€ R", 


where C,,, —, is the homogeneous part of order 2m — 1 of the commutator in B’. 
(Cym-, involves only first order derivatives of the coefficients of p and is thus 
defined when these coefficients are in C' even if the commutator itself does 
not have a sense.) When P is of the first order and the coefficients are analytic 
we also prove a stronger result in section 3. In fact, we prove that the equation 
Pu =f does not have a solution u ¢ 2 for every {¢ Z= CFP unless B” is 
valid. When B” is not fulfilled for all z in an open non void subset of 2 we 
also show that for some / ¢ C*(Q) the equation Pu =f cannot be solved 
anywhere in 22. This extends Lewy’s result mentioned above. 


In section 4, Theorem 4.3, we prove sufficient conditions for a differential 
operator to be of principal type. We then have to use a condition which is 
stronger than B” but weaker than B’. In the first order case it is very close 
to B’’, however. 

After a preparatory discussion in section 5 of some normed spaces of 
distributions, we show in section 6 that the Z* norms in (1.3) may be replaced 
by such norms if P is of principal type with coefficients in C®. In section 7 
this leads to the result that every point in 22 has a neighbourhood {2,, depending 
on the integer k => 0, such that there exists a solution of (1.1) with all deri- 
vatives of order S k + m — 1 in L*(Q,) if the derivatives of { of order < k 
are in L*(Q,). The method is an improvement of that used in [4] to study 
distribution solutions of formally hypoelliptic equations. 
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2. Necessary conditions for an operator to be of principal type 


In this section we shall first prove that B” is a necessary condition for (1.3) 
to hold. In order to simplify the notations we always assume that the point 
which occurs in B” is the origin. Thus we assume from now on that 2 is a 
neighbourhood of 0. For the sake of brevity we also introduce the notation 


I¥le= ( x |D.uj*)"". 
ja ) 
Lemma 2.1. Suppose that there exists a function u ¢ C® (2) such that 

(2.1) p(z, gradu) = o(|z/%), 2+ 0. 
Assume further that u has the Taylor expansion 
(2.2) u(2) = 5 LOE +E Laiaray + Olle!) 
where é, are real and satisfy 
(2.3) & lep(0, )/0€,"?+ 0, 


1 


the matrix «,, is symmetric and the matrix Re«,, is negative definite. If P has 
continuous coefficients we then have when v € CS (Q) 


(2.4) sup |v} m-1/| P(x, Dv] =co . 


_ Hence (1.3) does not hold for any constant C even for fixed 6 when z= 0. 
Proof. First note that since Re«;, is a negative definite matrix, it follows 
from (2.2) that 


Reu(z) = 3S aa! Rea, + Ollalt) < —2alal*+O(la, 
where a < 0. Hence 
(2.5) - Reu(z) Ss —alz|* 
fof sufficiently small |z|. Replacing if necessary 2 by a smaller neighbourhood 
of 0, we may assume that (2.5) is valid in the whole of 2. Then the function 
; v,= ge, 
where p € OF (Q), ¢ >0, is in CP (Q) and (2.5) gives 
\v,| < |ple-etlel’ . 
Our aim is to show that 
lelm—s/|P (x, D)v,] +00 as t+oo, 


This will prove (2.4). 
We can write 


P(z, D)v,= e'* J a,t 
0 
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where a, are functions of z. We only need to compute a,, and a,,_,. Leibniz’ 
formula gives 

P(x, D) (pet*) = 5 a P© (x, D)et, 
a 
where 
P(x, 0) = 0 P(x, C)/OC,,. -- 8, & = lal . 
Introduce the decomposition 
P(x, D) = p(x, D) + q(x, D) + r(x, D) 


with p and g homogeneous of order m and m — 1, respectively, and r of order 
< m — 1. Then the coefficients of e*“#” and e*“¢"—? in 


n 
(2.6) op(z, D)e*+ (é D, pp (x, D) + pq (2, D) es 

1 
are also a,, and a,,_,. (We use the notation j for the multi-index of length 1 
consisting only of the index j.) We therefore get 
(2.7) a,,= 1 ™ PP (z, gradu) , 
and 
(2.8) @m_—1= pmol § D, pp (x, gradu) + p(q(x, gradu) + mah, 

i 

where a is a continuous function depending on the coefficients of p and on wu. 
The hypothesis (2.1) gives in view of (2.7) 
(2.9) 4,,(z) = o(|z|*), 20. 
We now choose @ so that y(0) = 1 and 


ED, (0) (0, £) + 9(0) (4(0, £) + 2(0)) = 0 
This is possible in view of (2.3). The continuity of a,,_, then gives 
(2.10) G,-,;(z)=o0(1), 270. 
Take a positive number e and choose a neighbourhood U of 0 such that 
lan (x)|< elzl*, |a,-,(z)|<e, 2EU. 
Using (2.5) we then obtain with a constant C 


|\P(x, D)v,| < #-*(et|a|*+ 6+ Cet", xeU. 
Hence 
f |P(x, D)v,*dz < O™-* f (et|x|*+ & + Cit)te-**el2"dx 
av 


= fim—2—n/Be8 f (|x/*+ 1 + Ojte)e-*elel'dz. 
The integral converges to 
Bt= f (\z|*+ 1)te-*2lel" dz 
when ¢ co. Hence we have for large ¢ 
f |P(z, D)v, da < &™-*-"/22 Bre? . 
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Since (2.5) also gives 
f |P(z, D)v,\*dz = O(™e-2¢') 
cu 


for some c > 0, it follows for sufficiently large ¢ that 
(2.11) f |P(a, D)vtdz < 4 BAm-2-n/2¢2 | 
Q 
Next we estimate |v,|,,,_, from below, which is much easier. Note that it 
follows from (2.3) that + 0 if m >1. In that case we may thus assume for 
example that €,+ 0. Consider 
DP v,= (p(D,u)™ tt" -2 + ee ‘jet fe 
(When m.= 1 we should read 0°= 1 here.) Since y(0) (D,u(0))"-?= &"-'+ 0 
we have 
ll |Dyulm-1 = 2e >0 
in a neighbourhood of 0. Since Reu(zx) = O (|z|*) we have Reu(x) = — A|z/* 
for some A >0 so we get for sufficiently large ¢ when z is in this neighbourhood 
|D™-1v,| > t™-1¢e-tAlz! . 
Hence it follows for large ¢ that 
(2.12) olin-1 = |DP-o|* > f Pm-rcte-*4le'dz = Biem-a-n, 
t\z\t< 1 
where B, is another constant + 0. 
Combining (2.11) and (2.12) we obtain 


lim vilm-s/|P(2, D)v(| 2 Byl2Be . 


Since ¢ is an arbitrary positive number, it follows that 
lim |vj)m—x/| P(x, D) v4] = 00 . 
t-—+ @ 


which completes the proof. 
We shall now study the condition (2.1) further. 


Lemma 2.2. Assume that the coefficients of p are in C? at 0 and that (2.3) 
holds. Then (2.1) can be fulfilled by a function u ¢ C*(Q) with the Taylor 
expansion (2.2) if and only if 


(2.13) p(0, )=0, 

(2.14) x aj, p™ (0, &) = —tp,(0,€), j=1,...,m, 
where 

(2.15) P(x, €) = Op(zx, &)/Ax’ . 


Prooj. If u € C* (Q) it is clear that (2.1) is fulfilled if and only if p(x, gradu) 
and its derivatives of order < 2 vanish at 0. The equations (2.13) and (2.14) 
express the vanishing vf p(x, gradu) and -its first derivatives at 0. Hence it 
mnly remains to prove that the second derivatives of p(x, gradu) will vanish 





an 
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for a suitable choice of the third derivatives of u, if (2.13) and (2.14) are 
valid. However, in view of (2.3) which shows the existence of non characteristic 
planes through 0 this follows trivially from the Cauchy-Kovalevsky theorem 
if we replace the coefficients of p by their Taylor expansions of order 2 at 0, 
and this does not change the condition on wu. 

The existence of a matrix a;, satisfying the requirements of Lemmas 2.1 
and 2.2 is examined in the next lemma. - 

Lemma 2.3. Given two vectors (a,,...,a,) and (f,;,...,/,) with complex 
components and some a,+ 0, there is a symmetric matrix «,;, with negative 
definite real part satisfying 


(2.16) OD %&s4,= hf, , &k=1,...,%, 
1 
if and only if 
(2.17) Re » f,pq< 0. 
1 


Proof. a) (2.17) is necessary. In fact, multiplying (2.16) by @, and adding, 
we get by using the symmetry of «;, if a;= 6,+ ic; 


n n n n Rn 


(f,a) = Pa f@= as Oy 5; 0, = a2 Oy 5b;b, + a Ay i CjCy « 


Since Re «, ; is negative definite and the real vectors (b,, . . ., b,) and (¢,,..., ¢,) 
are not both zero, we get (2.17). 

b) (2.17) is a sufficient condition. We have to separate two cases. 

b,) @ is proportional to a real vector. Multiplying a and f by the same 
complex number’we may assume that a is real. Writing « = B+iy,f=g+ith 
with real 8, y, g, h, (2.16) becomes in matrix notation 


Bpa=g, ya=h. 
It is obvious that there is a real symmetric matrix y with ya = h. Write 


J = 9,+ a(g, a)/2(a, a). We then have (g,, a) = (g, a)/2< 0, hence the matrix 
B defined by 





_ _g,@) (x, 9) 
Be=a,a) * * (a,g) % 
is immediately seen to be negative definite, and since it is obviously symmetric 
it has the required properties. 
b,) a is not proportional to a real vector. We shall prove that 
ge Oh) 7 +iy 


(a, a) 
for some real y has the required properties. Here J is the identity matrix. 
The condition on y is ’ 
where 
Re(/, a) 
(a, a)’ 


h=f- 
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has the property 
(2.19) Re(f,,@)=0. 


To prove that such a matrix y exists we note that the set of vectors in 0" 
which can be written i ya with some real symmetric y is a linear set (with 
respect to real scalars). The equation of a plane containing this set can be 
written 

Re(z,g) = 0 
with some g € O". For every & ¢ R* the matrix defined by yz = &(z, &) is real 
and symmetric, and ya = £(a, €). Hence we must have 


Rei(é, g) (a, ) = 0 


so that (&, 7) (a, &) is always real. Since a is not proportional to any real 

vector it follows that g is a real multiple of a. Hence the equation Re(z,g)=0 

is a consequence of the equation Re(z, a) = 0. In view of (2.19) we can thus 

find a real symmetric matrix y so that (2.18) is valid. The proof is complete. 
We shall now combine Lemmas 2.1, 2.2 and 2.3. Set 


Cam-1(2; &) — 2Ro(3) — ip, (zx, &) p” (z, ®) 
(2.20) = 
- 2 i(p (x, &) p(x, &) — p,(x, &) PY (x, &)), E€ BR. 


Theorem 2.1. Let the coefficients of P(x, D) be continuous and those of p 
be in C?. Suppose that : 


(2.21) |%¢]_m—1 S ClP(x, D)uj, we Cp(Q). 
Then we have 
(2.22) Com-1(2,€)=0 if p(x, &)=0,2¢€2,EER*. 


Proof. We may assume that x = 0. In proving (2.22) we may also assume 
that (2.3) holds, for (2.22) is trivially satisfied otherwise. Lemmas 2.1 and 2.2 
then show that the equations (2.14) cannot be fulfilled by a symmetric matrix 
with negative definite real part, hence C,,,-,(z, §) >} 0 in view of Lemma 2.3. 
Replacing § by —& we get C,,,-,(z, —&) =} 0 and since C,,,-, is an odd 
function of £ it follows that C,,,,(z, §) = 0. The proof is complete. 

Corollary. Given a homogeneous differential operator p(D) of order m 
with constant coefficients, the inequality (1.3) holds for all homogeneous 
operators p(z, D) of order m with p(z,, D) = p(D) and coefficients in C’, if 
and only if p(D) is elliptic. 

Proof. That ellipticity is sufficient follows for example from Frrmpricus [2] 
(or HORMANDER [4]). We can then even sum for |«| < m in the left hand side 
of (1.3). To prove the necessity we note that (1.2) must be valid in view of 
Theorem 2.3 in HORMANDER [3] (see also Theorem 2.2 below). The condition 
in Theorem 2.1 can then only be void if p() does not have any real zero. 
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We shall now show that C,,,_, is in fact the principal part of the com- 
mutator pp — pp. Thus we now assume that the coefficients of p are in C™ 
so that this commutator is defined. Write 


p(z, D) 7, a a,(x)D,, P(x, D) ry a, @,(x)D, . 


Leibniz’ formula gives 
p(x, D) p(x, D) = ~ Dga,(2)/|B|! - P (x, D)D, . 


Terms of order 2m occur only when |f| = 0, their characteristic polynomial 
is p(x, &) p(x, &). Terms of order 2m — 1 occur when |f| = 1; their charac- 
teristic polynomial is thus 


: * 2 Oa, (x)) PY (x, 6)E.= iS pile &) BY (x, &) . 
aj=m j=l 
Repeating the argument with p and p interchanged and subtracting the 
results, we find that p(z, D) p(x, D) — p(x, D) p(x, D) is of order 2m — 1 and 
that its principal part has the characteristic polynomial C,,, _, (2, &). 

Even if the coefficients of p are only continuously differentiable we can 
show that C,,,-, is the principal part of the commutator in a weak sense, 
namely 


(2.23) (p(x, D)u, p(x, D)v) — (p(x, D)u, p(x, D)v) = as (Cag(z)D,u, Dgv) , 


when u, v ¢ Cs (22). The indices in the sum satisfy || + || = 2m — 1, |«| < m, 
|B| S m; c,, are continuous and we have 


(2.24) Cam- 1(, é) = ~ Cap() Eq E,. 
To prove this we start from the formula 
(p(x, D)u, p(x, D)v) = Y ~ (a,.D,,u, a3 Dgv) . 


We integrate by parts, first shifting one of the derivatives in D, from v to u, 
then one of the derivatives in D, from u to v and so on. In doing so, we will 
of course also differentiative a coefficient sometimes. As soon as we get a term 
where a coefficient is differentiated, however, we do not perform any more 
integrations by parts in that term. It is clear that this procedure will give 


(p(x, D)u, p(x, D)v) = Y (a, Dgu, agD,v) + Y (C,gD_%, Dgr) , 
a,B 


where one of the multi-indices « and f in the last sum has length m and the 
other length m—1. The first term in the right hand side is obviously 
(p(x, D)u, 6(x, D)v). The coefficients c,, are linear combinations of products 
of a coefficient a, or @, and a first derivative of another. To prove (2.24) we 
first notice that we have in fact already proved this formula when the coeffi- 
cients a, are in CO. Since (2.24) is an identity involving the coefficients and 
their first derivatives it must thus be valid in general. 
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Remark. The coefficients c,, are by no means intrinsically defined. The 
proof above may also lead to different values depending on the order in which 
the integrations by parts are performed. 

We finally. verify the necessity of condition A. 

Theorem 2.2. Suppose that P(x, D) has continuous coefficients and that 
(1.3) is valid. Then 


(2.25) D |p (x, 4/0)? +0, OF FER. 
1 


Proof. We may assume that x)= 0. Let U ¢ CP (2,) and put 
us(z) = "-1-"/2U (x6) 
into (1.3). We have u,¢ Cy ({2,) and, if |x| = m — 1, 
D,ug(x) = 6-"/?(D,U) (2/6) . 
Hence a substitution of variables gives that ||D,u,| > ||D,U\ when 6-0. 
Further we have 
6 P(x, D)us= ¥ a, (x) 6™-'*'6-"/2(D, U) (x/d) 
and after a substitution of variables we obtain 
|5 P(x, D)us| > \p(0, D)U), 6-0. 
Hence 


x |D,0\? < Cy\p(0, D)U\?, Ue cy (Q,), 


% m1 


and the proof of Theorem 2.3 in HORMANDER [3] thus shows that (2.25) holds. 


3. The first order case 

When m = | we shall now establish an improved version of Theorem 2.1. 
The nature of the improvement is that we disprove a property similar to (1.3) 
but with a weaker norm in the left hand side and a stronger in the right hand 
side. This will give us a generalization of the result of Lewy [5]. In analogy 
with Lemma 2.1 we first prove 

Lemma 3.1. Suppose that the coefficients of the first order operator P(x, D) 
are analytic and that there is a solution u of the equation 
(3.1) p(z,Dju=0, xeEQ, 
which satisfies at 0 the same assumptions as those made in Lemma 2.1. Then 
we can find functions v,€ Z(2), depending on a real parameter ¢ > 0 so that 


(3.2) P(z,D)v,>0 in B(Q) as t+ 
but for some f ¢ 2(Q) 
(3.3) lim |f 

t—- oo 


Hence v, does not converge to 0 in 9’ (Q) as t +o *). 


*) In this section we use the notation 4(2) for the space Cj°(2) with the pseudo- 
topology of Scuwartz and 9’(22) for the space of distributions in 2, that is, the linear 
forms on 4(22) which are continuous for the pseudotopology. We refer to Scuwartz [6] 
for the basic definitions and results. 
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Proof. Writing 
P(x, D)= J @D,+¢ 
1 


we choose a function g ¢ CP (Q) such that g(0) = 1 and 
(3.4) P(z, D)= 3 w@D,p + q=9 
1 


in a neighbourhood U of 0. (In the proof of Lemma 2.1 we only needed (3.4) 
when x = 0.) This is possible since the equation (3.4) can be solved in a neigh- 
bourhood of 0 in virtue of Cauchy-Kovalevsky’s theorem and (2.3); multi- 
plication by a function which is in Cf} in that neighbourhood and equals | in 
another neighbourhood of 0 gives a function with the desired properties. 
(The assumption that the coefficients are analytic and not only infinitely 
differentiable is only used here.) (2.5) gives with a constant c >0 


(3.5) Reu(z)< —2c, zeECU. 
Now set 
(3.6) v,= gett, 


Using (3.1) and Leibniz’ formula we obtain 
P(x, D)v,= (P(x, D)p)et™+. 


This function vanishes in U and its suppor is always contained in that of 9. 
Since u +c < —c in €U it follows immediately that P(z, D)v, and all its 
derivatives tend to 0 uniformly when ¢t +co. Hence (3.2) is valid. 

It is sufficient to prove that there exists a function f ¢ C*(Q) such that 
(3.3) is valid. In fact, if x ¢ Cf (2) equals 1 in the support of g we then only 
have to note that yf ¢ CP (Q) and that 


S foda =f (xf)v,dx 


so that (3.3) holds with f replaced by yf. We shall construct a function for 
which (3.3) holds and which is contained in the space F of all f ¢ C”(Q) such 
that 
(3.7) sup|D,f|< 

Q 


for every «. The topology in F is given by the semi-norms on the left hand’ 
side in (3.7). It is obvious that F is a complete metrizable space, hence an 
«espace tonnelé» in the terminology of BourBak1 [1], pp. 1—2. 

Now suppose that the assertion of the theorem were false so that the 
integrals 
(3.8) Sfipet@t+%dz 
are bounded as t oo for all / ¢ F. According to Banach-Steinhaus’ theorem 


(see Boursaki [1], pp. 64—65, Proposition 1 and Théoréme 1) this implies 
that the functionals (3.8) on F form an equicontinuous set in F’, hence are 
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all < 1 for every f in a neighbourhood V of 0 in F. In other words, there 
exists an integer N and an e > 0 such that 


(3.9) if fye“t+%dz]| <1 if sup|D,f|/se, lel sN. 
Q 
Hence 
(3.10) lf fpet™t+%daz|se* sup |D,f(x)|, FEF, 
z2€Q,\ai\gN - 


in view of the homogenity of the inequality. 
Now take a function F ¢ Cy} (R") and put 


f(z) = *F (tz) . 


It is obvious that 


(3.11) e! sup|D,f,| S Ci*+*, |a] < N,t2=1. 
2 


Further a substitution gives for large ¢ 
Shipe@t+%da = f F(x) p(ajtjet™@/+9%dz. 
When t +o we have o(2/t) > 1 and tu(z/t) + i (2, &) uniformly in the support 
of F. Hence ; 
(3.12) S hepet@+oda = et¢(f F(x)e*@ dx + o(1)). 
If we choose F so that { F(x)e‘‘.#)dx + 0, (3.12) and (3.11) give a contra- 


diction when combined with (3.10). Hence (3.3) is valid for some f ¢ F and thus 
for some f € (2). The proof is complete. 

As in section 2 we denote the first order part of the commutator of jf and p 
by C\. 


Theorem 3.1. Suppose that the coefficients of P are analytic and that the 
equation 


(3.13) P(x, D)u =f 
has a solution u ¢ 9’ (Q) for every f € D(Q). Then 
(3.14) C,(z,&)=0 if p(z,§)=0, xe Q, EER. 


Proof. Assuming that (3.14) is not valid we shall find a function f ¢ 9(Q) 
such that (3.13) has no solution in 9’ (Q). If (3.14) is not valid we may assume 
that it fails to hold when zx = 0 € 2, and since C, is an odd function of & we 
can then find — € R*® such that : . 


p(0,é)=0, C,(00,&) <0. 


In virtue of Lemma 2.3 this shows that the equations (2.13) and (2.14) can be 
satisfied with a symmetric matrix «;, with negative definite real part. Since 
C,(0, §)< 0 the coefficients a’ do not all vanish at 0. Hence the Cauchy- 
Kovalevsky theorem proves the existence of a solution of (3.1) satisfying the 
assumptions of Lemma 3.1 at least in a neighbourhood 22, 2 of 0. (See the 
proof of Lemma 2.2.) 
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Let Pt be the formal adjoint of P defined by 


J (Pujudz = f u(Ptv) dz, u,v ¢ DQ). 
We have 


Pt= — 2 Dia+¢ 


so that — P* has the principal part p. Hence Lemma 3.1 shows that for r >0 
there are functions v, in 9(Q,), such that 
P*(z, D)v,+0 in B(Q,),1r+0, 
but 
fim |f fv, dz] =o 


for some f € 9(2,). We claim that the equation Pu =f has no solution 
u € 9 (Q). For suppose it had. Then 


f fv, dx = (Pu) (v,) = u(P',) +0, r+0, 


which is a contradiction. The proof is cgfaplete. 

Our next aim is to show as Lewy did in his example that the equation 
(3.13) may fail to have a solution anywhere. 

Theorem 3.2. Suppose that the coefficients of P are analytic and that 
(3.14) is not valid for any open non void set wC 2 when z is restricted to w. 
Then there exist functions f € B(Q) such that the equation (3.13) does not 
have a solution u ¢ 9’(w) for any open non void set wc 2. The set of such / 
is of the second category '*). 

Proof. a) If w is a fixed open non void subset of 2 we shall first prove 
that the set M of functions f ¢ B(Q) such that (3.13) has a solution in 9’ (w) 
is of the first category. Let w,C w be open, non void and have compact closure 
contained in w. Every distribution u in w then satisfies for some integer V 
the estimate (Scuwartz [6], Chap. III, p. 83)- 


(3.15) \u(y)| S ~/ ay sup|D, |, y € (a) . 


The set My of functions / in B(Q) such that P(x, D)u=/ in w, for some 
u € 9’ (w,) satisfying (3.15) is closed, convex and symmetric. That My is 
convex and symmetric is obvious. To see that My is closed we only have to 
note that the set of distributions satisfying (3.15) is compact for the weak 
topology in 9’(w,). In fact, let f{,¢ My, that is, f,= Pu, in w, for some 
u,€ D'(w,) satisfying (3.15). We can find a weak limit u of u, and wu also 
satisfies (3.15). If f,-> f in.B(Q) we get f = Pu in «, so that f € My. 

M y cannot have any interior point. For Theorem 3.1 with 2 replaced by w, 
shows that there is a function g € 9(w,) such that tg ¢ My when ¢ + 0. If / 
were an interior point of My we would have / + tg ¢ My for small ¢. Since 


*) B(Q) denotes the set of all infinitely differentiable / in 2 such that to every a and « 
there is a compact set KC Q so that |D,/| < « in CK. This is a complete metrizable 
space with the topology defined by the semi-norms sup D,/. 

Math. Ann. 140 10 
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—{¢€My and My is convex this implies that (f + tg — f)/2 = tg/2 « My, 
which is a contradiction. Since My is closed and has no interior point, the set 
U My is by definition of the first category and since Mc U My it follows 
that M is also of the first category. 

b) Let w; be a countable basis for open subsets of 2, none of them void. 
For example we may take all open spheres with rational radius and centre 
contained in 2. Denote by M the set of functions f € B (2) such that (3.13) 
has a solution in 9’ (w,). From a) it follows that M is of the first category. 
Hence U M) is also of the first category. Take { ¢ U M”). Then the equations 
(3.13) cannot be solved in any w,. If w is an arbitrary open non void subset 
of w, we have w, C w for some j. Thus the equation (3.13) cannot be solved in w. 
This completes the proof. 

Lewy’s example corresponds to (n = 3) 


p(z, é) = —t&+ &,— 2(a'+ ix*)é, ; 


We get C, (xz, &) = —86,. Since p(z, &) = 0 if &,= 1, &, = —22?, &,= 22, the 
condition (3.14) is not valid for any x ¢ R". Hence the hypotheses of Theorem 3.2 
are fulfilled with 2 = R". We may notice that Theorem 3.2 gives a stronger 
result than Lewy [5] who only gave a function f ¢ C*(R") for which (3.14) 
does not have any solution with Hélder continuous first derivatives in any 
open set. 


4. Sufficient conditions for an operator to be of principal type 

We first prove an estimate which follows from the methods used in 
Chapter IV in [3]. However, in the proof we shall use a simplified form of the 
arguments of [3] which has been given by Trives [7]. The simplification 
consists in a direct proof of the inequalities found in [3] by systematic use of 
the energy integral method. 
_ Theorem 4.1. Let the coefficients of p(x, D) be in C' and assume that (1.2) 
is fulfilled. Let 2, be the sphere {x; |x — x»|< 6}. Then there exist constants 
C, and 6, >0 such that if d< 6, 


(4.1) YY &ésl-™| Dull? < Co(|p(x, D)ul*+ | p(x, D)wl*), w € CP (Q,) . 
jal|<m : 


Proof. We start by noting that Leibniz’ formula gives 
p(x, D) (ix*u) = iz*p(z, D)u + p(x, D)u. 
Hence, writing (f, 9) = f fg dz, 
(p™ (x, D)u, p™ (x, D)u) = (p(x, D) (iz*u), p™ (x, D)u) — 
— (ix*p(x, D)u, p® (x, Du), u € OF (Q) . 


Let z,=-0. Using Cauchy-Schwarz’ inequality and the inequality |z*|< 6 in 
24, we obtain for u ¢ CP (2,) — 


(4.2) |p® (x, D) ul? < Re(p(x,D) (ix u),p™ (2, D)u) + 4|p(x,D)ul|p™ (x,D)ul. 
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In order to study the first term on the right we have to shift the operators p 
and p“). To do so we need the following lemma. 

Lemma 4.1, Let p and g be homogeneous differential operators of order m 
and m — | respectively, both with coefficients in C'(Q). Then we have when 
u,v € OF (Q) 

(4.3) (p(x, D)v, g(x, D)u) = (G(x, D)v, p(x, D)u) . ) = (c.gD,v, Dgu), 
‘ a|= =m—l1 
where c,, are continuous functions. 

Proof. Writing p(z,D)= 3X a,(z)D, and q(z,D)= 3° b,(x)D, we get 

|a| =m \B| =m—1 


(p(x, D)v, q(x, D)u) _ a (a, D,», b, D,u) ° 


We integrate by parts here, first shifting one of the derivatives in D, from left 
to right, then one of the derivatives in D, from right to left and so on. In doing 
so we will of course also differentiate a coefficient sometimes. However, the 
term which then appears contains derivatives of u and of v of order m — 1 
and we do not operate again on such a term. It is clear that this procedure 
will give 

(p(x, D)v, q(x, Du) = 3X (a, Dgv, bs D,u) S, i = (CapDaY, Du) . 

ja| = |B| = m— 

The functions c,, are linear combinations of products of coefficients in p and 
in g and their derivatives, hence continuous. Since the first sum on the right 
is obviously equal to (g(x, D)v, p(x, D)u), the lemma is proved. 

It should be noticed that the proof is only a less precise form of the arguments 
concerning C,,,-, given after the corollary to Theorem 2.1. 

Completion of the proof of Theorem 4.1. We can now study the first term 
in the right hand side of (4.2) using Lemma 4.1 with q = p“). With the notation 

|ulé= 2 |Daul* 
jal =z 

this gives-with constants C, and C, 


(4.4) Re(p(z, D) (ixu), p™ (xz, D)u) < Reo(p (x, D) (ix*u), p(x, D)u) + 
+ C, |] mn 1 [20* 2 lyn —2 Ss C,(|p(z, D)u| 5 || —1) (6 |t¢|_ -1 + || —2)» ue Cy (25) 
since p (x, D) (izx*u) = ix* p(x, D)u + pe" (xz, D)u. (We suppose in (4.4) 
that 6 is bounded from above, for example 6 < 1, in order to possess a bound 
for the coefficients of p and of the coefficients c,, in Lemma 4.1.) Put (4.4) 
into (4.2) and add for all &. This gives with a constant C (from now on C will 
denote different constants at different occasions) 
(4.5) x |p (a, D)ul* < 
1 

S O(\p(x, D)ul + |Plx, D)eel + |etln—1) (6 |ten 1+ [lm a) © CS (Qs) - 

We now use the classical inequality (see [3], p. 246) 


(46) ful, < Clete ss. 
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This gives when combined with (4.5) 


(4.7) » |p® (x, D)ul* s 
. ¢ 
< 06(\p(x, D)ul + |P(x, D)ul + lhm—1) [elm —2 4 € Op (Qs) . | 

To prove (4.1) it only remains to show that 


\ 
(4.8) \ul2,_,< OY |p (x, D)ul*, ue D(Q,) 
1 
if 6 = 6. For combined with (4.7) this gives ] 
\Ulm—1 S CS(|p(x, D)ul + p(x, D)ul + |r4/m-1) ' 
and together with (4.6) this proves (4.1) when 6 < min(dg, 1/2C). é 


The inequality (4.8) follows from the fact that (1.2) holds when z= 0. 
In fact, for homogeneity reasons (1.2) implies that 


lnm» < OFF pm, Ol, ECR. 
1 
Multiplying by |@(&)|* and integrating we get from Parseval’s formula 


n 
lulz. < OS |p (0, Dyul?, uc Cr(R). 
1 


Hence 
lu, < CS |p (x, D)u + (p® (0, D) — p®(z, D)) ul? < 
1 
<20 (3 Ip (x, D)ul?+ 3° |(p® (0, D) — p®(z, D))a) 
1 1 


Since the coefficients of p®(0,D)—p™(xz,D) are O(|z|), this gives with 
another C 


n 
juj2_,< of |p (x, D)ul?+ luis), u € CP (2,). 
1 
When C6*< 1/2 we get with the same C 


\ul-, < 203° |p®(2D)ul?, uc Or(Q,), 
1 


and (4.8) is proved. This also completes the proof of Theorem 4.1. 

Theorem 4.1 shows that p will be of principal type as soon as it is possible 
to estimate pu in terms of pu. Before proving such results we give a simple 
auxiliary theorem. 

Theorem 4.2. Let P(z,D) be of principal type and have continuous 
coefficients. Then any other operator with the same principal part and con- 
tinuous coefficients is also of principal type. 
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Proof. If (1.3) is valid and r is of order < m and has continuous coefficients, 
we get for d< d, 
L &ial-™|D,ul|* S Co] P(x, D)ul® < 204(|(P(x, D) + r(x, D))ul?+ 


ja|<m 


+ |r(x, D)ul*) < 209] (P(x, D) + r(x, D))ul* + / d |Dzul?, « € CP (Q4) . 
al<m 


When 64 is so small that 6*C < 1/2 and 6< min(I, 4,), we get 
p © 52 (l—™) | D ul]? < 40,|(P(z, D) + r(x, D)jul*, we Cy (Q5) . 
<m 


|a| 
Hence P + r is also of principal type. 

Theorem 4.3. Let P(x, D) be an operator with continuous coefficients and 
the coefficients of the principal part p(z, D) in C*. Assume that (1.2) is valid 
and that 
(4.9) Com—1(2, &) —_ q(x, &) p(x, &) > q(z, é) p(z, &) 
where q(x, &) is a polynomial in & of order m — 1 with coefficients in C'. Then P 
is of principal type‘). We also have with a constant C when 6< 6, 

(4.10) O-4||p(x, D)ul| Ss |p(z, D)ul S Clp(x, D)ul, ue CP(Q). 


Proof. Theorem 4.2 shows that it is sufficient to prove the theorem when 
P = p. Also note that the inequality (4.10) implies (1.3) in view of Theorem 4.1. 
To prove (4.10) we use the identity 


(2.23) p(x, D)ul*— |p(x, D)ul*= ae (CapD,u, Dgu), wu € Cy (24) 


where ¢c,, are continuously differentiable and 
(2.24) a 2 Cap (x) §,§,= Com-1 (2, é) ° 


Using this identity and (4.9) one can prove that 
(4.1%) = |X’ (¢xgD.u, Deu) — (p(x, D)u, g(x, D)u) — (G(x, D)u, p(x, D)u)| s 
SOluji-1, we OP(Q), 
where C is a constant. We postpone the proof for a moment in order to prove 
first that (4.10) follows from (4.11). Using (4.11), (2.23) and the inequality 
between geometric and arithmetic means, we obtain 
| p(x, D)ul*— | p(x, D)ul*| < Clul-. + 3 (p(x, D)ul*+ | p(x, D)ul*+ 
+ |q(z, D)ul*+ |g(z, D)ul*), wec>. 

Since q is of order m — 1 this gives with another constant C for u « CP 
(4.12) p(x, D)ul* S Clulz-1 + 3) p(x, D)ul?, 
(4.13) p(x, Du? S Oui, + 3]p(z, D)ul?. 

*) Since (1.3) is valid for elliptic operators, with summation over all « with |a < m, 
it is easy to show that P is also of principal type if p is the product of an elliptic poly- 


nominal with continuous coefficients and a polynomial with “sufficiently smooth” co- 
efficients satisfying the hypotheses of Theorem 4.3. The proof may be left to the reader. 
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Now (4.1) gives that 
|ulin—1 S Cod*(\p(x, D)ul*+ | p(x, D)wl*), we Cy (Q). 


Combining this inequality with the inequalities (4.12) and (4.13) and taking 
6 so small that CC,é?< 1/2, we obtain (4.10) with C = 7. 

It remains to prove the estimate (4.11). The proof is somewhat complicated 
by the fact that we have only assumed that the coefficients of q as well as c,, 
are in C'. If they had been in C™ we could have integrated by parts in (4.11), 
shifting all derivatives to the left hand side. The fact that 


(4.14) ak CapExSe= q(x, €) p(x, &) + q(x, €) p(x, &) = Com (x, &) 


would then show that the terms of order 2m — 1 cancel each other. Shifting 
m — | derivatives back again we would get an expression for the quantity to 
estimate which involves only the derivatives of u of order < m. 

Our weaker smoothness assumptions make a slight modification necessary. 
By successive integrations by parts we shall prove that 
(4.15) YS (¢agD.u,Dgu)= YY (c¥,D,u,Dzu)+ SS (d,gD,u,Dzu). 

ja| = m, |B| = m—1 \a| = |B] =m—1 

Here c¥,= 0 unless a, < a S +++ < a, < By S++: < Bm, and the coeffi- 
cients c* g» 4, are all continuous. Further, we have 


(4.16) PS dy cx a(2)E.E3= Com ~1 (2, é) ° 


To prove this we consider one of the terms (c,,D,u, D,u). One of the multi- 
indices a and £ is of length m and the other of length m — 1. We shift one 
differentiation from the side involving a differentiation of order m to the other 
side. The term which then appears when a coefficient is differentiated is 
immediately included in the last sum in (4.15). With the other term we repeat 
the same procedure. After a finite number of steps we can of course arrive 
at a sum of the same form as the last sum in (4.15) added to (c,,D,+u, D,eu), 
where |a*| = m, |*| =m —l, af < af <---< ah < pf <--- < pS, and 
(a*, B*) is a rearrangement of («, 8). This gives (4.15) and (4.16), by using 
(2.24). In view of the normalization of the coefficients c¥, it is obvious that 
they are uniquely determined by C,,,-,(x, &). From this fact and (4.14) it follows 
that the same procedure must give 


(4.17) (p(x, D)u, q(x, D)u) + (G(x, D)u, p(x, Du) = YY (c¥,D,u, Dyu) + 
+ YD (€xpD,u, Dgu) 


ja| = [2 = m—1 


with the same coefficients cf, as in (4.15) and continuous ¢,,. Subtracting 
(4.17) from (4.15) we obtain (4.11). The proof is complete. 

Remark. The estimates given in this chapter are only local. In fact, an 
example showing that global estimates are not possible has been given by 
Tréves [7], p. 8. 
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5. Some spaces of distributions 


By #, —co < 8< oo, we shall denote the space of temperate distributions u 
such that @ is a function satisfying 


(5.1) us = f (E21 + [EPP dE< oo. 


Clearly #* and #-* are dual spaces with respect to a bilinear form extending 
the form /{ uvdz. If s is a positive integer, #* consists of all u ¢ L* with 
D,u<¢ D, \a| < s, and the notation |u|, coincides with that used in the 
preceding sections. In particular, #?= L*. As before we shall write |u| instead 
of |u|, for the Z* norm. Below we shall chiefly use another norm, equivalent 
to ||u\|,, namely 


(5.1)' ule = Sf (EE? + e-*y dg. 
We have 
(5.2) Pa [Djuls e+ eMule = ult sre. 


This follows immediately by computation. 

Next we shall prove two lemmas concerning the regularization of elements 
in #-*, s >0. Both are partly contained in [4]. (Note that #-* was denoted 
by &, in [4].) Let p € Cp satisfy the condition 


(5.3) fgodx+0. 
y will be held fixed in the argument that follows. Set 
Pe(%) = E-" Y(z/e) . 


Lemma 5.1. For every s >0 there are positive constants C, and C, such 
that 


(5.4) O,ful2,., < ef |ueg,|tet*-*de < O,Jul?,.,, uc H-*,e, >0. 
0 


1/C, and C, are bounded when s is bounded. 
Proof. Parseval’s formula gives 


a [Iusqltetstde= f \A(E)PdE # f \pled)itete—tae 
Therefore (5.4) is equivalent to the inequality 
(5.5) O; < (I+ «4 f IplebIltet— de < Cy. 
To prove this inequality we first note that if M is the maximum of || we have 


o*s {|G leb)le—Mde < MY. 
0 
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Further, a substitution in the integral gives 
ls 2 { 1plegyets—de < [glee f [p(eg)teteAde 


= #f |P(ef’)/tet—Ide , 
0 


where &’ = &/|&| is a unit vector. The integral when e goes from 0 to 1 is < M*/2 
and the integral from 1 tooo is also bounded because ¢(¢ &’) tends rapidly to 0 
when |e &’| = ¢ +00. This proves the last inequality in (5.5). 

To prove the first inequality in (5.5) we have to use the assumption (5.3), 
which means that ¢(0)+ 0. This implies that there are positive constants 
a and ¢ such that |¢(&)| >c when |é|< a. Writing 6 = min(é, a/|é|) we get 


# f |\P(ef)|te1de js of et-lde = c8 62/2. 
0 0 


The inequality (5.5) now follows with C,= c* min(1, a?*)/2. 

. This lemma is essentially contained in Theorem 7.1 and Lemma 7.1 in [4]. 
We next pass to an improvement of Theorem 7.2 there, which itself is an 
extension of Friedrichs’ lemma [2]. It may be remarked that this improvement 
can be used to simplify the proofs in [4]. 

Lemma 5.2. Let a € CP, s >0. Then there exists a constant C, such that 
(5.6) f|a(u*g,) — (au) *,|*e*—1de < Oylul®, 12, we #-*1,eg< 1. 

; 0 

When s is bounded, C, is also bounded. 

Proof. The Fourier transform of e*(a(u*@,) — (au) *¢,) is the function 

F,(&) = f e*4(& — n) (Pen) — P(e) A(n) dn. 
Write 
(5.7) = K(e, &, n) = e*|4(E — m)| |P(en) — H(eS)| (lnl***+ eg*-*) . 
Using Cauchy-Schwarz’ inequality we get 
IF.(6)? S f K(e, &, n)dn f K(e, &, m) |@(m)/*/(\n|***+ eg* "dy . 

We shall prove that 


(5.8) Jf K(e,&, n)dn cs Cye< a, 

and that 

(5.9) f f Ke, & n) dé dele < C,. 
0 


Noting that (|n|**+2+ 6 *-1)? > |y|2 +8 + ep 26+) => 2-*(|y|/?+ eg 2)*+3 and 
using (5.8) we get 


\F.(€)|? S C,2* f K(e, &, ) |@(m)|*(\n|? + eo*)-* "dn. 
Integrating with respect to dé de/e and using (5.9) we now obtain 


J {rer ag dele < 0,0, 2101? 


which is precisely the inequality (5.6). 





rm = © e& Ee 


a an an 
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It thus only remains to prove (5.8) and (5.9). We then have to consider 
separately the cases when { and 7 are close and when they are far apart. 
If M is the maximum of |grad¢@| we get 


(5.10) Ke, &, m) S Me***|4(E — m)| |E — ny) (2***|E — nl***+ ep?) 
if |n| < 2|§ — n|. Next let |y| > 2|€ — m|. The line segment joining é and 7 


then lies outside the sphere with radius | |/2. If we denote by ®(t) the maximum 
of |grad ¢| outside the sphere with radius ¢/2, we thus get 


(5.11) K(e, &, m) S e***|4(E — m)| |F — | Ole|n|) (\nl***+ eo *-*) 


Since ¢ is rapidly decreasing at infinity, this is also true for ®. 
Noting that ®(e|7|) and (e||)**+* ®(e|n|) are bounded and that e < e, < 1 
we get from (5.10) and (5.11) 


(5.12) K(e, &, n) S O|a(E — m)| |E — | (JE — nit**+ 1). 
Since the integral of the right hand side with respect to 7 is finite and in- 
dependent of ¢ and &, the inequality (5.8) follows. 

To prove (5.9) we make the estimate 


s P(en) |\n\*tetde < f De n) |n|*tietde = f Dlen')erde 
0 0 0 


where »’= y/|n| is a unit vector. Since ®(en’') tends rapidly to 0 when 
|e n'| = ¢ +0, this integral is a bounded function of 7’. Hence we obtain from 
(5.10) and (5.11), using the fact that ® is bounded 


(6.13) fKee §, n) dele < © |4(E — m)| | — n| (1G — nl***+1), 


and (5.9) now follows immediately. 


6. A priori estimates in #”-* 


We shall now prove that the Z* norms in the definition of operators of 
principal type may be replaced by the norms |u| _,. 

Theorem 6.1. Let P(z, D) be of principal type and have coefficients in C. 
Define 92, as in Definition 1.1. Then for every s > 0 there are positive constants 
C, and 6, such that 
(6.1) 4 6? (lal-™) 1D ul]? 4 Ss C,|| P(x, D)uj?.,,. » ue Cy (24) , 

\a| <m 
provided that 6 < 4,. The constants C, and 4;1 are bounded when s is bounded. 

Proof. Take a function » satisfying (5.3) with support in the unit sphere 
with centre at 0. Write 
(6.2) Uu.=U*Q,. 


If e< 6 and u € Cf (Q,) we have u,¢ CP (Q,,). When 26< 4, we may thus 
apply (1.3) to u, and get 


d (26)*¢2!-™|D,u,|* = C,| P(x, D)u,|? . 
|a|<m 
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Hence 
° 6 
Dd (26)?¢2!-™ 8 f |D,ujte**—1de < C, 8 f | P(x, D)u,|*e**—*de . 
|a| < m ) 0 
Since D,u,= (D,u)*q, the left hand side can be estimated from below by 
means of Lemma 5.1. This gives 


6 
(6.3) ES (28)"2!-™|D,ul2,,4 S Cos/C, f P(x, D)u|%et*—2de . 
0 


ja|<m 
With f = P(z, D)u we have 
(6.4) P(x, D)u,= f.+ “ (a,((D,u) * y.) — (a,D,u) * @,) . 
jalism 


From Lemma 5.1 we obtain 
4 
(6.5) af If.|*e8**de < Cifl=.,0 
and from Lemma 5.2, assuming that 6< 1, 
é 
(6.6) f }a,((Dx%) * #.) — (@,Dqu) * p,|?e?*-*de S CD, ul]? ,-1,4- 
0 


We now introduce the expression (6.4) for P(x, D)u, in the inequality (6.3). 
After using Cauchy’s inequality in the right hand side we can apply (6.5) and 
(6.6). With a new constant C we get 
67) F SMel-—|D,wl?,.5 5 O(Iflt+ FS WDeul2.-1)- 

ja|<m |a| Sm , 
In those terms on the right hand side of (6.7) where |a|< m we use the in- 
equality 
(6.8) |D.ul|-s-1,0 = 5|D.ul-.,4 


which follows from (5.2). On the other hand, if |«| = m we can write D, =D; D, 
where |8| = m — 1. In view of (5.2) again we have 


(6.9) |D,ul|-,-1.5 S |Dgul_s,s . 


We now get from (6.7) by estimating the terms on the right hand side by 
means of (6.8) or (6.9) 
eo OO Dalene S CUM ot 4m) ZL WDawl2 a} 
(n is the dimension.) When 6< 1 and Cé6?(6?+ n)< 1/2, we get 
aX. dl-™) |D ul? 9 S 2Clfl2 0 
which completes the o- of Theorem 6.1. 


Remark. The arguments of the proof could also be applied if instead of (1.3) 
we only knew that 


|} m—1 = C(d)| P(x, Dyul uw € CH (25) , 
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where C(d) + 0 as 6 > 0. We then get a similar estimate with the other norms. 
However, we do not know any example of an operator for which this estimate 
but not (1.3) holds. 


7. The existence of smooth solutions 


Let P(x, D) satisfy the same assumptions as in Theorem 6.1. Denote by 
P'(x, D) the formal adjoint of P(x, D), defined by 


J (P(x, D)p)udx =f pP(x,Djudz, uel”, pee. 
Explicitly the formal adjoint is defined by 
P* (x, D)@ _ ps (— D), (a, ”) . 


The principal part is (—1)"p. Hence Theorem 4.2 shows that P* also satisfies 
the assumptions in Theorem 6.1, so that we may replace P by P* there. Let 
6, and C, be the constants then associated with P'. 
Theorem 7.1. Let f be a function such that D,/ ¢ L*(R’), \a| < k (k = 0). 
If 6 < 6,4,,-, there then exists a solution in 2, (in the distribution sense) of 
the equation P(x, D)u =f, such that D,u ¢ L*(Q2,;) when |a| < k+ m-—1. 
Proof. The equation P(x, D)u = f means by definition that 


(7.1) J (P(x, D)gjudzx =f pfdz, pe CP (Q,). 

Thus consider the mapping 

(7.2) P(x, Dig > f pfdz, 

defined for gm € Cf (22;). The mapping is linear and 

(7.3) lf pfadz| S |fleol Pl -x.0- 

Now we have according to Theorem 6.1 with s = k + m-— 1 

(7.4) dL Hisl-™|D, ol s,0 S C,| P*(z, D) gl? ,,0- 
ja|\<m 


In view of (5.2) we can estimate 5-*|q|2,_,_,., by means of the left hand 
side in (7.4) and obtain 


(7.5) \Pm-1-s,0 S C'S P*(x, D) p|-s,0- 
Since m — 1 — s = —k this gives combined with (7.3) 


lf pfdz| < C’d|flx,0] P*(x, D) pl-.,0- 


In view of the Hahn-Banach theorem the mapping (7.2) may hence be extended 
to a continuous linear form on #~-*. Thus there exists an element u ¢ #* such 
that 


ul .,0 S O'S|f la, 


and (7.1) halds. But this means that P(x, D)u = f in 2,. The proof is complete. 

Every function in Z*(Q2,;) may be extended to a function in L*(R’) by 
defining it to be 0 outside 22,. (Since 2, has a smooth boundary there is also 
an extension theorem for functions -With all derivatives of order <k in L’, 
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but it is then less trivial.) We thus get the following improvement of the 
‘ results of [3]. 

Corollary. If P is of principal type with coefficients in C” and 6 < 4,,-,, 
the equation P(z,D)u =f with f{ ¢ Z*(Q2,) has a solution wu such that 
D,u € IA(Q,) when |a| < m — 1. 


Added in proof. Theorems 3.1 and 3.2 may be extended to operators of any order and 
coefficients in C®. This will be done in an article to appear in this journal with the title 
“Differential equations without solutions”. 
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Ein verallgemeinertes Spektralproblem fiir kompakte 
lineare Abbildungen in lokalkonvexen Vektorriumen 
Von 
ALBRECHT PietscH in Berlin 


Die Schauder-Rieszsche Theorie enthalt bekanntlich die Aussage, daB fir 
eine kompakte lineare Abbildung K eines Banach-Raumes £ in sich die Ab- 
bildungen J — AK fir alle komplexen Zahlen A mit Ausnahme einer héchstens 
abzihlbaren Menge ohne endlichen Haufungspunkt eineindeutige topologische 
Abbildungen von £ auf sich sind. Man kann nun fragen, wie sich die Verhilt- 
nisse andern, wenn man die identische Abbildung J von £ in sich durch eine 
geeignete andere Abbildung ersetzt. Solche Untersuchungen wurden u. a. von 
L. Graves in [6] vorgenommen. Zu diesem Problemkreis gehért auch ein von 
H. Scuarrer [9] fiir Hilbert-Raume bewiesener Satz tiber Abbildungen der 
Form 7’ — AK, wobei T' eine topologische lineare Abbildung mit endlichdimen- 
sionalem Kern und endlichcodimensionalem, abgeschlossenen Bildraum ist. Es 
wird gezeigt, daB fiir alle komplexen Zahlen 4 mit Ausnahme einer héchstens 
abzahlbaren Menge ohne endlichen Haufungspunkt die Dimension des Kernes 
und die Codimension des Bildraumes von 7’ — AK konstant ist. 

In der vorliegenden Arbeit soll dieser Satz in beliebigen komplexen 
separierten lokalkonvexen Vektorraéumen bewiesen werden. Da der in [9] 
zugrunde liegende Beweisgedanke wesentlich von der Existenz einer Basis in 
Hilbert-Raumen Gebrauch macht, ist eine direkte Ubertragung nicht méglich. 
Wir verwenden deshalb ein Verfahren, das von F. V. Atkinson ([2], [3]) in 
Banach-Raumen benutzt wurde. 

Im folgenden seien Z und F beliebige komplexe separierte lokalkonvexe 
Vektorriume. Mit #(H#,F) bezeichnen wir die Gesamtheit der stetigen 
linearen Abbildungen von Z in F. Weiter sei # (EZ, F) die Menge aller im Sinne 
von J. Leray [7] kompakten linearen Abbildungen. SchlieBlich wollen wir 
unter #(H, F) die Gesamtheit aller Abbildungen aus #(Z, F) mit endlich- 
dimensionalem Bildraum verstehen. Fiir Z = F setzen wir #(2) = #(E, EB), 
XH (EB) = X (E, E) und A(£) = A(E, EL). Wir bemerken, daB 4 (£) und A (EZ) 
zweiseitige Ideale in der komplexen Algebra #(£) sind. 

Mit N (7) bezeichnen wir den Nullrawm (Kern) und mit B(7) den Bild- 
raum der linearen Abbildung 7’. Eine lineare Abbildung von £ in F heiBt offen, 
wenn sie alle Nullumgebungen von £ in Nullumgebungen ihres Bildraumes 
transformiert. Ein Unterraum M von E wird stetig projiziert genannt, wenn es 
einen Projektor P ¢ #(Z) mit M = B(P) gibt. Dann ist auch N (P)= B(I— P) 
stetig projiziert, und M = B(P) besitzt das topologische Komplement N (P). 














148 ALBRECHT PIETSCH: 





Definition. Eine Abbildung T ¢ Z(H, F) heiBt o-Transformation, wenn 
sie folgende Eigenschaften besitzt: 

1. Die Abbildung T ist offen. 

2. Der Nullraum von T ist endlichdimensional. 

3. Der Bildraum von T ist abgeschlossen und endlichcodimensional. 

Jeder a-Transformation ordnet man den Index 


d(T) = dim N (T) — codim B(T) 
zu. 

Definition. Hine Abbildung T¢ Z(E,F) heiBt ay- bzw. o,-Trans- 
formation, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt: 

1. Die Abbildung T ist offen. 

2. Null- und Bildraum von T sind stetig projiziert. 

3%. Der Nullraum von T ist endlichdimensional. 

38. Der Bildraum von T ist endlichcodimensional. 

Wir bezeichnen die Gesamtheit der o- bzw. ay- bzw. o,-Transformationen 
von £ in F mit 2 (EZ, F) bzw. Ly(E#, F) bzw. 2, (EL, F). Es gilt dann 

2 (HE, F) = Ly(#, F) \X,(E, F) . 

Fir die definierten Abbildungsklassen wurden in [9], [5] und [8] alge- 
braische Charakterisierungen angegeben, und zwar ist eine Abbildung 
T ¢ #(E,F) genau dann eine gy- bzw. o;-Transformation, wenn es Ab- 
bildungen U ¢ #(F, Z) und P¢ A(E£) bzw. V ¢ Z(F, £) und Q¢ A(F) mit 

UT=I—P bw. TV=I—Q) 


gibt. Dabei kann man 7 P=0 bzw. QT = 0 voraussetzen. Die o-Trans- 
formationen werden auf diese Weise durch das Bestehen von Identitaten 


UT=I—P und TV=I-Q 


mit geeigneten Abbildungen U, V ¢ #(F, Z), P¢ A(#) und Q¢ A(F) cha- 
rakterisiert. Die gleichen Aussagen gelten, wenn man A(Z) und A(F) durch 
A (E£) und X# (F) ersetzt. 

Die folgenden Satze zeigen, wie man aus den angegebenen Darstellungen 
die Dimension des Nullraumes bzw. die Codimension des Bildraumes von 7 
bestimmen kann. 

Satz 1%. Fir T¢ LE, F) folgt aus UT = I— P mit Uc #(F, E) und 
P¢€ P(E) die Beziehung: 


dim N (7) + dim B(T P) = dim B(P) . 

Beweis. Aus x¢€ N(T) folgt x= Px oder x ¢ B(P). Man hat demnach 
N(T)c B(P). Wir erginzen nun N(7) durch endlich viele Elemente 
2,-.-,2%,€ H, deren kanonische Bilder in Z/N(7) linear unabhangig sind; 
zu B(P). Es gilt dann 

dim N(T) + n = dim B(P) . 


1) Da Verwechslungen ausgeschlossen sind, bezeichnen wir mit J die identische Ab- 
bildung sowohl von £ als auch von F. 
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Die Elemente y,;= Tz; sind dann ebenfalls linear unabhingig, da aus 
Dd Ay, = 0 die Aussage 3 A,x,;¢ N(7') und daraus A,;= 0 folgt. Andererseits 
i=1 i=1 


ist jedes Element y ¢ B(7' P) in der Form y= » A,y, darstellbar. Deshalb 
i=1 


bilden die y,,..., y, eine Basis von B(T' P), und es gilt dim B(T P) = n. 
Satz 1%. Fir T ¢ (EL, F) folgt aus TV = I—Q mit V¢ L(F, E) und 
Q « A(F) die Beziehung: 
codim B(T’) + dim B(QT) = codim N(Q) . 
Beweis. Aus y € N(Q) folgt T7 Vy = y oder y € B(T). Man hat demnach 
N(Q)c B(T). Wir erginzen nun N(Q) durch endlich viele Elemente 


Y;,-- +s Y¥, © F, deren kanonische Bilder in F/N(Q) linear unabhangig sind, zu 
B(T). Es gilt dann 


codim B(7') + n = codim N(Q) . 
Die Elemente z;= Qy, sind dann ebenfalls linear unabhingig, da aus 


ad 
i 


ist jedes Element xz ¢ B(Q7) in der Form x = J A,x, darstellbar. Deshalb 
i=l 


y* A,2,= 0 die Aussage 3" A,y,¢ N(Q) und daraus /,;= 0 folgt. Andererseits 
1 i=1 


bilden die z,,.. ., z, eine Basis von B(QT), und es gilt dim B(QT) = n. 
Satz l. Fiir T¢ LE, F) folgen aus UT = I— P und TU = I— Q mit 
U¢ £(F, BE), P € A(E£) und Q ¢ A(F) die Beziehungen: 


dim N(T) + dim B(T P) = dim B(P) , 
codim B(7’) + dim B(QT) = codim N (Q) , 
d(T) = dim B(P) —dim B(Q). 


~ Beweis. Die beiden ersten Aussagen entnimmt man aus Satz 1’. und 
Satz 14. Da aus TUT=T—TP und TUT =T—QT die Identitat 
TP=QT folgt, hat man insbesondere dim B(T P) = dim B(QT). Daraus 
ergibt sich die Beziehung fiir den Index, wenn man dim B(Q) = codim N(Q) 
beachtet. 

Hilfssatz. Fiir K ¢ 4 (E) ist die komplexe Funktion 


(I —AK)-*y, u) 
fiir beliebige Elemente y « E und u &« E’ in einem festen Kreis |A| < @ holomorph. 
Beweis. Da die kompakte Abbildung K beschrankt ist, gibt es auf Z eine 
stetige Halbnorm p(z), so daB zu jeder stetigen Halbnorm p,(z) eine reelle 


Zahl C, > 0 mit 
p,(Kxz) <= C,p(x) fir «ek 


existiert. Insbesondere gilt p(K x) < Cp(zx) fiir x € £. 
Da sich die Eigenwerte von K nicht im Punkte A = 0 haufen, gibt es eine 
reelle Zahl 9 mit 0 < 9 < C-!, so daB J—AK fiir jedes 4 mit |A| < 9 ein 
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Automorphismus von £ ist. Es existiert deshalb zu beliebigem y ¢ FE genau ein 
xz ¢€ E mit y= z—AKz, und es gilt 
(I—AK)“*'y— (I+ AK + +++ + #OR*)y = Kz. 
Ist u ein beliebiges Element aus dem Dual £’ von £, so gilt fiir wenigstens eine 
stetige Halbnorm p,,(z) mit einer reellen Zahl M > 0 die Beziehung 
\Xz,u)>| S Mp, (x) fir cek. 
Daraus folgt fiir n = 1 
| <A" K* 2, u>| < M|Al"p, (K*x) = M|A\"C, p(K*-*z) < M|A|"C,, C*-1 p(z). 
Man hat demnach 
\((I — AK)-1y,u)— (1+ AK + +++ + A°-1K*-1)y,u)| < M|A\"C,,C*-1p(z). 
Wegen |A|C < 1 ergibt sich somit 
((I —AK)-y, u) -2* (K"y, u). 
Satz 2%. Zu T ¢ Ly(E, F) und K ¢ X (E, F) gibt es eine reelle Zahl r > 0, 
8o da fiir alle A mit 0 < |A| <r 
dim N(7T —AK)=n < dimN(T) 
gilt, wobei n eine feste Zahl ist. 
Beweis. Zu T bestimmen wir Abbildungen U ¢ #(F, Z) und P ¢ A(£) mit 


UT =I—P und TP=0. Nach dem vorangehenden Hilfssatz existiert zu 
UK ¢ X (E) ein 9 > 0, so daB fiir |A| < 9 mit y ¢ Z und u € £’ stets 


(U—AUK)+y, w) = ¥ (UK Yy, ») 
gilt. Insbesondere ist ([—AUK)-! ein Automorphismus von Z. Aus 
UT = I— P folgt dann fiir |A| < 0 die Aussage 
(I—AUK)U(T — AK) = I—(I— AUK)" P, 


und mit P(A) = (7 —AK)(I—AUK)-'P ist <(P(A)z, u) eine holomorphe 
Funktion*). Nach Satz 1”. gilt 


dim N (7 — AK] + dim B[P’*)] = dim B[((I— AU K)- -P]. 
Da (I — AU K)~ ein Automorphismus von £ ist, hat man 
dim B[(I — AU K)"! P] = dim B(P) . 
Wegen 7’ P = 0 ergibt sich aus Satz 1”. die Relation 


dim NV (7) = dim B(P). 
Insgesamt erhalt man demnach fiir A mit |A| < 9 die Beziehung 
dim N [7 — AK] + dim B[P(A)] = dim N (7) . 
Daraus folgt dimN(7—AK]< dimN(T) und dim B[P(A)] < dimN(7). 
Es sei nun A, mit |A)| < g so bestimmt, daB dim B[P(A,)] méglichst groB ist. 
*) Man beachte die Identitat 
(P(A)z, u) = (I—AU K)-* Pa, (T’—AK’)u). 
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Dann wahlen wir Elemente 2, ..., z,¢€ Z, so daB die y,= P(A.) z, eine linear 
unabhangige Basis von B([P(A,)] bilden*) und bestimmen dazu Elemente 
Uy, «+ +) Uy EE’ mit (y,,u,) = 4,,. Die komplexe Funktion f(A) = det(¢{P(A) ;,u,)) 
ist fiir |A| < @ holomorph, und es gilt /(0) = 0 und /(A,) = 1. Da sich die Null- 
stellen von /(A) nicht in A = 0 haufen kénnen, gibt es ein r mit 0 < r < 9, so 
daB aus 0 < |A| <r stets {(A)+ 0 und damit dim B[P(A)] = dim B[P(A,)] 
folgt. Da andererseits nach der Definition von A, fiir 4 mit |A| < 9 immer 
dim B[P(A)] s dim B[P(A,)] gilt, hat man fiir alle A mit 0< |4| <r die 
Beziehung dim B[P(A)] = dim B[P(A,)] = n. 

Den entsprechenden Satz fiir o,-Transformationen beweist man analog. 

Satz 2%. Zu T ¢ X,(E, F) und K ¢ XH (E, F) gibt es eine reelle Zahl r > 0, 
so daf fiir alle 2 mit 0 < |A| <r 

codim B(T — AK) = m = codim B(T) 
gilt, wobei m eine feste Zahl ist. 
Als Zusammenfassung von Satz 2”. und Satz 2°. erhalt man 
Satz 2. Zu T¢ X(H, F) und K ¢ XH (E, F) gibt es eine reelle Zahl r > 0, 
8o daf fiir alle 4 mit 0 < |A| <r 
dim N(7 —AK)=n ss dimN(T) und codim B(T — AK) =m & codim B(T) 
gilt, wobei n und m feste Zahlen sind. 
Satz 3%. Aus T ¢ Ly(H, F) und K ¢ H (EB, F) folgt T—AK ¢ Ly(E, F), 
und es existiert eine héchstens abzihlbare Menge von komplexen Zahlen i,, die 
sich nicht im Endlichen héiufen, so da fiir A + A, stets 
dim N(T—AK)=n 

gilt, wobei n eine feste Zahl ist, wiihrend man fiir A = 1, die Aussage 
dim N(7T —AK)>n 

hat. 

Beweis. DaB aus T ¢ LY y(E, F) und K ¢ X (£, F) stets T—AK ¢ Ly(H,F) 
folgt, ergibt sich unmittelbar aus der algebraischen Charakterisierung (vgl. [5] 
und [8]). Wir bestimmen nun 
n = inf{dim N(T — AK)}. 

a 


Die Menge G = {A: dim N (7 — AK) = n} ist offen, da dimN(7'— AX) nach 
Satz 2. in einer hinreichend kleinen Umgebung von A, ¢ @ niemals gréBer als n 
sein kann. Ist nun A, ein Randpunkt von G, so gibt es nach Satz 2. eine Um- 
gebung von A, in der dim N(7 — AK) fiir-A+ A, konstant ist. Da in dieser 
Umgebung aber auch Punkte aus @ liegen, mu8B dort dimN(7T—AK)=n 
gelten. Die Menge G besitzt also nur isolierte Randpunkte. Daraus ergibt sich, 
daB die Menge der Randpunkte von G keinen endlichen Haufungspunkt 
besitzt. Solche Mengen sind héchstens abzahlbar. SchlieBlich tiberlegt man 
sich noch, daB jede komplexe Zahl entweder zu G gehért 5der Randpunkt 
von G ist. 

*) Falls fiir |4| <9 stets P(A) 0 gilt, hat man dimN (7 — AK) = dimN(T), und 
die Behauptung ist bewiesen. 
Math. Ann. 140 ll 
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Den entsprechenden Satz fiir o,-Transformationen beweist man analog. 

Satz 3%. Aus T¢ X,(E, F) und K¢ X (E,F) folgt T—AK € 2, (E, F), 
und es existiert eine héchstens abzihlbare Menge von komplexen Zahlen A,, die 
sich nicht im Endlichen hiiufen, so daf fiir A + A, stets 


codim B(7T’ — AK) =m 
gilt, wobei m eine feste Zahl ist, wiihrend man fiir A == A, die Aussage 


codim N (7 — 1K)>m 
hat. 
AbschlieBend ergibt sich fiir c-Transformationen 
Satz 3. Aus T ¢ L(E£, F) und K ¢ HX (E, F) folgt T—AK « X(E, F), und 
es existiert eine héchstens abzihlbare Menge von komplexen Zahlen i,, die sich 
nicht im Endlichen héufen, so daB fiir A + A, stets 


dimN(7—AK)=n und codimB(T—AK)=m 
gilt, wobei n und m feste Zahlen sind, wiihrend man fiir A = A, die Aussagen 


dimN(7T—AK)>n und codimB(T—AK)>m 
hat. 

Beweis. Bis auf die Behauptung, daB die Ausnahmemengen der / mit 
dim N (7 — AK) > n bzw. codim B(7'— AK) > m gleich sind, folgt alles aus 
Satz 3%. und Satz 3". Nun wurde in [9] die Aussage bewiesen, daB d(T) 

= d(T — 4K) gilt. Daraus folgt d(7’— AK) = d(T — 4, K). Wir wahlen ein A, 
mit dimN(7’—A,K)=n und codim B(T—A,K)=m, und erhalten die 
Beziehung 


dim N (7'— AK) — codim B(T —AK)=n—m, 


aus der man entnimmt, daB aus dim N (7'—/ K) > n stets codim B(T—AK)>m 
folgt und umgekehrt. Damit ist Satz 3. bewiesen. 
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Unstetige lineare Abbildungen 
in lokalkonvexen Vektorriumen 
Von 


ALBRECHT Pietscu in Berlin 


Von F. V. Arxryson [1] wurden in Banachriumen beschrinkte lineare 
Abbildungen betrachtet, die sich auf eine interessante Art algebraisch cha- 
rakterisieren lassen. H. SCHAEFER [10] tibertrug die Theorie dieser Abbildungen 
auf lokalkonvexe Vektorriume. Zum anderen wurden von M. G. Krerm und 
M. A. Krasnosetskiy [6], I. Z. Gocupere [5] und B.S8z.-Naey [ll] in 
Banachraumen unbeschrankte lineare Abbildungen mit ahnlichen Eigen- 
schaften studiert. 

In der vorliegenden Arbeit soll die Verbindung zwischen diesen Unter- 
suchungen hergestellt werden. Wir betrachten in komplexen separierten lokal- 
konvexen Vektorriéumen offene lineare Abbildungen mit endlichdimensionalem 
Kern und abgeschlossenem, endlichcodimensionalen Bildraum. Diese als p-Trans- 
formationen bezeichneten Abbildungen 7' lassen sich durch das Bestehen von 
Relationen UT cI — P und TV = I— Q mit stetigen linearen Abbildungen 
U,V, P und Q charakterisieren. Die Abbildungen P und Q sollen dabei 
endlichdimensionale Bildraume besitzen. Das gleiche gilt, wenn man P und Q 
durch kompakte lineare Abbildungen K und L ersetzt. Es werden Aussagen 
tiber das Verhalten bei der Addition von kompakten linearen Abbildungen 
bewiesen. Als y-T'ransformation bezeichnen wir eine g-Transformation T,, 
wenn es eine kompakte Teilmenge gibt, die durch T in eine Nullumgebung des 
Bildraumes abgebildet wird. Aquivalent dazu ist die Aussage, daB die in den 
oben angefiihrten Relationen auftretenden Abbildungen U und V kompakt 
sind. Fir y-Transformationen gilt eine interessante Verallgemeinerung des 
Satzes iiber die Verteilung der Eigenwerte bei kompakten linearen Abbildungen. 
AbschlieBend werden Aussagen tiber das Verhalten der betrachteten Ab- 
bildungen bei der Multiplikation bewiesen. 

Im folgenden seien E und F beliebige komplexe separierte lokalkonvexe 
Vektorriéume. Mit L(EZ,F) bzw. &(E£, F) bezeichnen wir die Gesamtheit der 
linearen bzw. der stetigen linearen Abbildungen von £ in F. Weiter sei P(Z,F) 
bzw. A(H#, F) die Menge aller Abbildungen mit endlichdimensionalem Bild- 
raum aus L(#,F) bzw. #(E, F). SchlieBlich wollen wir unter 4 (£, F) die 
Gesamtheit aller im Sinne von J. Leray [7] kompakten Abbildungen aus 
L(E, F) verstehen. Fir Z = F setzen wir L(Z) = L(E£, Z) usw. AuBerdem 
betrachten wir die Vereinigungen A(Z,F)= UL(M,F) und //(Z, F) 
= U P(M, F), wobei M alle linearen Untermengen von £ durchlauft. 

11* 
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Die Menge 7(X) = {y: y= Tx mit x ¢ X}') heiBt Bild der Menge XC EF 

beziiglich der Abbildung T' ¢« A(Z, F). Mit D(T’) bezeichnen wir den Definitions- 

raum, mit N(7’) den Nullrawm (Kern) und mit B(7') den Bildraum von T. 

Die Menge G(T’) = {(x, Tx): x € D(T)} aus E xF wird Graph der Abbildung T 

genannt. Durch die Inklusion G(7')c G(S) wird in A(Z, F) eine Halbordnung 

T cS erzeugt. Eine Abbildung T ¢ A(Z, F) mit abgeschlossenem Graph heiBt 

abgeschlossen, wihrend man eine Abbildung, die alle Nullumgebungen von Z£ 

in Nullumgebungen ihres Bildraumes transformiert, als offen bezeichnet. 
Definition. Eine Abbildung T ¢ A(E, F) heiBt p-Transformation, wenn 

sie folgende Eigenschaften besitzt: 

1. Die Abbildung T ist offen. 

2. Der Nullraum von T ist endlichdimensional. 

3. Der Bildraum von T ist abgeschlossen und endlichcodimensional. 

Jeder g-Transformation 7 ordnet man den Index 


d(T) = dim N(T) — codim B(T’) 

zu. Die Gesamtheit der g-Transformationen von £Z in F bezeichnen wir mit 
@(E£,F). Die von H. Scuarrer in [10] betrachteten o-Transformationen 
ergeben sich als stetige y-Transformationen, die in ganz E erklart sind. Es gilt 
2(E, F) = O(£, PF) (EL, F). 

Satz 1. Zu T € DE, F) gibt es Abbildungen U ¢ #(F, LE), P ¢ A(E) und 
Q ¢< A(F), so daB die Beziehungen 

UTcI—P und TU=I—Q?) 


gelten. Dabei kann man zusitzlich QT CT P = 0 und PU = UQ = O erreichen. 

Beweis. Es sei P ein stetiger Projektor von E auf den endlichdimensionalen 
Nullraum N (7) und Q ein stetiger Projektor von F auf den abgeschlossenen 
und endlichcodimensionalen Bildraum B(7'). Die Einschrinkung 7, von T 
auf N(P) 7 D(T) ist eineindeutig, und es existiert folglich T7751 als Abbildung 
von B(T) in E. Weil T eine offene Abbildung ist, muB 75! stetig sein, wie 
man aus der Beziehung 7'[(J — P)-'(X)]c 74(X) abliest, wenn X eine Null- 
umgebung in £ ist. Wir setzen nun 


U=T5'Q und Q=1—@Q. 

Es gilt dann B(U) = N(P)n D(T), N(U) = B(Q) und B(T) = N(Q). Nach 
Definition hat man N (7) = B(P). Aus diesen Beziehungen ergeben sich un- 
mittelbar die Relationen PU= UQ=0 und QTc TP=0. SchlieBlich 
erhalt man fiir x ¢ D(T7') 
OT e=T5'QOT2= TT 2 = Ts T (2 — Px) = T5'T, (2 — Px) = x— Pz, 
wahrend sich fiir y € F 

TUy=TT5Qy = T.T5'Qy = Qy = y— Oy 
ergibt. 


1) Dabei braucht 7'z nicht fiir alle x € X definiert zu sein. 
*) Da Verwechslungen ausgeschlossen sind, bezeichnen wir mit J die identische Ab- 
bildung sowohl von £ als auch von F. 
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Satz 2. Ist T eine Abbildung aus A(E,F), zu der es Abbildungen 

U, —— E), P< I1(EB) und Q ¢ A (F) gibt, so daB die Beziehungen 
UTcI—P und TV=I1-—Q 
gelten, dann ist T eine g-Transformation. 

Beweis. Zu der Abbildung QT ¢ //(H#, F) seien die Elemente 2,,..., x, 
aus E so gewahlit, daB ihre Bilder y, = Q7'z, eine linear unabhingige Basis 
von B(QT) bilden. Dazu bestimmen wir Elemente w,, . . ., u,, aus dem Dual F’ 
von F mit <y;, uy) = 4,;,. Wir setzen fiir y ¢ F 


n 
Hy -2 CY, Ue) Xp - 
Dann ist H eine Abbildung aus A (F, £Z), fir die Hy,= z, gilt. Daraus ergibt 
sich fir x ¢ D(T), wenn man y = QT z = ~ A, y; setzt, 


QTHQTx= ora x iw.) or( 5 A, “)- z Ayi= QT. 
i=1 i=1 i=1 
Man hat also 
(1) QTHQT=QT. 


SchlieBlich bemerken wir noch, daB 7'H in 7 (F) liegt. 
Durch die Ansatze 


W=V+HQ—VTHQ und A=Q—QTHQ 
definieren wir Abbildungen W ¢ #(F, £) und A ¢ A(F), fiir die 
(2) TW=TV+THQ—TVTHQ=1—Q+THQ—THQ+QTHQ=I-—A 


gilt. Wegen (1) hat man auBerdem AT = QT — QTHQT 0, woraus sich 
zusammen mit (2) die Aussage B(7') = N(A) ergibt. Damit ist gezeigt, daB 
B(T) abgeschlossen und endlichcodimensional ist. 

Ist M eine beliebige Teilmenge von Z, so gilt 


(3) W-(M) on B(T)c T(M). 


Aus y € W-1(M) -\ B(T) folgt Wy ¢ M und y = Tz mit xz ¢ D(T). Weiter gilt 
nach (2) die Bezichung TWy = y—Ay=y—ATx=~y, aus der sich 
y € T(M) ergibt. Damit ist (3) bewiesen. Folglich ist das Bild 7(X) jeder 
Nullumgebung X von Z eine Nullumgebung in B(T), da W-'(X) wegen der 
Stetigkeit von W eine Nullumgebung in F ist. 

SchlieBlich ergibt sich aus U Tc I — P die pmeg N(T)c B(P). Deshalb 
ist N (7’) endlichdimensional. 

Als Zusammenfassung von Satz 1 und Satz 2 formulieren wir 

Satz 3. Die Abbildung T ¢« A(E, F) ist dann und nur dann eine p-Trans- 
formation, wenn es Abbildungen U, V ¢ #(F, EB), P « P(E) und Q ¢ A(F) gibt, 
so dap die Beziehungen 


UTcI—P wn TV=I-Q 
gelten. 
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Ein entsprechender Satz gilt, wenn man die Mengen A(Z) und A(F) durch 
AH (E) und X (F) ersetzt. 

Satz 4. Die Abbildung T ¢ A(E, F) ist dann und nur dann eine p-Trans- 
formation, wenn es Abbildungen U,V ¢ #(F, BE), K€ X (EB) und Lé Xx (F) 
gibt, so daB die Beziehungen 


r UTcI—K und TV=I-L 
gelten. 

Beweis. Da sich die Notwendigkeit der Existenz solcher Abbildungen 
wegen P(E)C X (£) und A(F)c # (F) unmittelbar aus Satz 1 ergibt, haben 
wir nur noch zu zeigen, daB aus dem Bestehen der Beziehungen U Tc I — K 
und 7 V = I— L mit Abbildungen U, V ¢ #(F, BE), K ¢ X (EB) und L ¢ X (F) 
folgt, daB T eine y-Transformation ist. Nun sind aber die Abbildungen J — K 
und J — L, wie man aus [7] entnimmt, o-Transformationen. Es gibt folglich 
Abbildungen A ¢ #(£) und P ¢ A(£) mit A(J — K) = I— P sowie Bé #(F) 
und Q¢A(F) mit (I—L)B=I—Q. Daraus folgt AUTCI—P und 
TVB=I—Q, und T ist nach Satz 2 eine y-Transformation. 

Unmittelbar aus der Definition oder auch nach Satz 2 ergibt sich, daB alle 
g-Transformationen abgeschlossen sind. 

Satz 5. Jede Abbildung T ¢ ®(E, F) ist abgeschlossen. 

Beweis. Es sei {(x,, T x,)} eine M.S.-Folge aus G(7’) mit x, x und Tz, y. 
Zu der g-Transformation 7 gibt es nach Satz 1 Abbildungen U « #(F, £), 
P¢ YE) und Q¢A(F) mit UTcI— P, TU=I—Q und QTc TP=0. 
Aus UT2z,= 2,— Px, ergibt sich durch Grenziibergang Uy = x«— Pz. 
Daraus folgt wegen B(U) U B(P)c D(T) die Aussage x = Uy + Pac D(T). 
Es gilt Te=TUy+TPx=TUy. Aus QTxz,=0 erhélt man Qy=o0. 
SchlieBlich gilt also Tx = TUy= y— Qy = y. Damit ist gezeigt, daB der 
Grenzwert (x, y) = (x, Tx) der M.S.-Folge {(z,, 7 x,)} in G(T) liegt. 

Im folgenden untersuchen wir das Verhalten der y-Transformationen bei 
der Addition von kompakten linearen Abbildungen. Dazu verallgemeinern 
wir ein Verfahren, das von B. Sz.-Nacy in [11] fir Banachréume angegeben 
wurde. 

Ist 7 eine y-Transformation von £Z in F, so betrachten wir den Unterraum 
E,= D(T) von E und fihren auf ihm eine neue separierte lokalkonvexe 
Topologie ein, indem wir als Nullumgebungen die Durchschnitte X ~ T-1(Y) 
der Nullumgebungen X von E mit den Urbildern 7-1( Y) der Nullumgebungen 
Y von F verwenden. Man erkennt leicht, daB die Abbildung 7’ dadurch in 
eine o-Transformation 7, von EZ, in F tibergeht. Die Stetigkeit von 7’, ergibt 
sich gerade aus der Festsetzung, daB 7'-1(Y) eine Nullumgebung in £, sein 
soll. AuBerdem bleibt 7’, offen, wie man aus der leicht zu verifizierenden Be- 
ziehung T,[X 7 T-*(Y)] = T(X)- Y abliest, wenn man bedenkt, daB 7 (X) 
nach Definition eine Nullumgebung in B(7') ist. Die restlichen Eigenschaften 
von 7 werden durch die Veranderung der Topologie auf HZ, nicht berihrt. 
Insbesondere gilt dimN(7')=dimN(T7,) und codim B(T7) = codim B(T,). 
Umgekehrt ist fiir S,¢ 2(Z),F) die Abbildung Sx = S,x mit x € E, eine 
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g-Transformation von £ in F, da von allen fiir uns wesentlichen Eigenschaften, 
die S, besitzt, nur die Stetigkeit verloren gehen kann. Ist schlieBlich 
K ¢X (E,F), so gilt fir die Einschrankung K, von K auf EZ, die Aussage 
K,¢ X (£4, F), weil die Topologie von i, feiner als die durch Z auf EZ, induzierte 
Topologie ist. 

Durch das angegebene Verfahren gelingt die Ubertragung der folgenden 
fiir o-Transformationen bewiesenen Satze. Direkte Beweise waren durch Ver- 
wendung der in [9] und [10] benutzten Methoden méglich. 

Satz 6. Aus T¢@D(E,F) und Ke XH (E,F) folgt T—K ¢ O(E, F),und 
es gilt 

d(T — K)=d(T). 
Beweis. Aus T¢@(E,F) und K¢ HX (E,F) folgt T,¢ 2(H#,, F) und 
K,¢ X (Ey, F). Nach einem Satz aus [10] ergibt sich 7,— K,¢ 2(HZ,, F) und 
d(T,— K,) = d(T,). Daraus erhalt man schlieBlich die gewiinschten Aussagen 
T — K € O(E#, F) und d(T — K) = d(T). 
Satz 7. Aus T¢ D(H, F) und K ¢ X (EH, F) folgt T—AK ¢ O(E, F), und 
es existiert eine héchstens abziihlbare Menge von komplexen Zahlen i,, die sich 
nicht im Endlichen hiiufen, so daf fiir A+ A, stets 
dimN(T—AK)=n und codimB(T—AK)=m 

gilt, wobei n und m feste Zahlen sind, withrend man fiir A= A, dié Aussagen 
dimN(T—AK)>n und codimB(T—AK)>m 

hat. 

Der Beweis kann genau wie fiir Satz 6 durch das angegebene Verfahren 
aus [9] tibertragen werden. 

Die im AnschluB8 betrachteten Abbildungen charakterisieren, wie man aus 
dem am SchluB dieser Arbeit angegebenem Beispiel entnimmt, genauer als die 
g-Transformationen das Verhalten der gewdhnlichen Differentialoperatoren. 

Definition. Hine Abbildung T ¢ A(E, F) heift y-Transformation, wenn 
sie folgende Eigenschaften besitzt: 

1. Es existiert eine kompakte Teilmenge K von EH, deren Bild T(K) eine 
Nullumgebung in B(T) ist. 

2. Der Nullraum von T ist endlichdimensional. 

3. Der Bildraum von T ist abgeschlossen und endlichcodimensional. 

Die Gesamtheit der y-Transformationen von EZ in F bezeichnen wir mit 
T(E, F). 

Satz 8. Jede y-Transformation von E in F ist eine y-Transformation. 

Beweis. Ist X eine beliebige Nullumgebung in Z, so existiert wegen der 
Beschranktheit der kompakten Teilmenge K, die durch T' in eine Nullumgebung 
von B(T’) abgebildet wird, eine Zahl A mit AK c X, und man erhilt die Be- 
ziehung A7'(K)c 7(X), aus der man abliest, daB 7'(X) eine Nullumgebung 
in B(T) ist. Damit ist gezeigt, daB die y-Transformation 7 offen ist. 
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Satz 9. Zu T ¢ I'(E, F) gibt es Abbildungen U « X (F, BE), P € P(E) und 
Q ¢ A(F), so daB die Beziehungen 


UTcI—P und TU=I-Q 


gelten. Dabei kann man zusitzlich QTC TP=0 und PU=UQ=0 er. 
reichen. 

Beweis. Weil T eine y-Transformation ist, gibt es nach Satz 1 Abbildungen 
U¢ #(F, E), P € A{E) und Q ¢ A(F), fiir die alle gewiinschten Beziehungen 
gelten. Wir zeigen nun, daB U sogar eine kompakte Abbildung ist. Aus 
TU =Q folgt mit @=1—Q die Beziehung B(Q) c B(7), aus der sich ergibt, 
daB Y = Q-![7(K)] eine Nullumgebung in F ist. Zu dem beliebigen Element 
y € Y gibt es ein x ¢ K mit Oy = Tx oder y= Tx + Qy. Daraus folgt wegen 
U Q=0 die Relation U y= U Tx=2x— Px, und man erhalt U(Y)c (J—P](K). 
Damit ist die Behauptung U ¢ 4 (F, E) bewiesen. 

Satz 10. Ist T eine Abbildung aus A(E,F), zu der es Abbildungen 
U,V ¢ Xx (F, EB), P €11(£) und Q ¢ A(F) gibt, so daB die Beziehungen 


UTcI—P und TV=I1-—-Q 


gelten, dann ist T eine y-Transformation. 

Beweis. Wir iibernehmen den Beweis von Satz 2 und erginzen ihn durch 
einige zusatzliche Folgerungen. Wegen V ¢ 4 (F, £) gilt auch W ¢  (F, EB), 
und es gibt in F eine Nullumgebung Y, deren Bild W(Y) in einer kompakten 
Teilmenge K von £ liegt. Die Beziehung (3) ergibt W-1(K) ~\ B(T)C T(R). 
Wegen Yc W-!(K) hat man Y ~ B(T)c T(K). Folglich ist T'(K) eine Null- 
umgebung in B(7'). 

Als Zusammenfassung von Satz 9 und Satz 10 formulieren wir 

Satz 11. Die Abbildung T ¢ A(E, F) ist dann und nur dann eine y-Trans- 
formation, wenn es Abbildungen U, V ¢ X (F, E), P « P(E) und Q ¢ A(F) gibt, 
so daB die Beziehungen 

UTcI—P und TV=I-—Q 
gelten. 

Den entsprechenden Satz mit #(H#) und #(F) statt A(H) und A(F) 
beweist man analog wie Satz 4. 

Satz 12. Die Abbildung T ¢ A(E, F) ist dann und nur dann eine y-Trans- 
formation, wenn es Abbildungen U,V ¢ 4X (F,E), K€ X(E) und LEX (F) 
gibt, so daB die Beziehungen 

UTcI-—-K und TV=I-L 
gelten. 

Der folgende Satz zeigt, daB es nur in trivialen Fallen stetige y-Trans- 
formationen gibt. 

Satz 13. Wenn es eine stetige y-Transformation von E in F gibt, so sind 
D(T) und F endlichdimensional. 

Beweis. Nach Satz 9 gibt es zu einer »-Transformation 7 Abbildungen 
Uc HX (F,£), P¢ AE) und Q¢ A(F) mit UT I—P und TU = I— Q. 
Daraus folgt, wenn 7’ stetig ist, daB die identische Abbildung J = UT + P 
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von D(T) bzw. I= TU + Q von F kompakt ist. Folglich miissen D(7') und F 
endlichdimensional sein. 

Im folgenden untersuchen wir das Verhalten der y-Transformationen bei 
der Addition von stetigen linearen Abbildungen. Wir erhalten dabei Aussagen, 
die den in Satz 6 und Satz 7 formulierten Behauptungen entsprechen. 

Satz 14. Aus Te T(E, F) und Ac P(E, F) folgt T—AcI(E,F), und 
es gilt 

d(T— A)=d(T). 

Beweis. Zu T existieren nach Satz 9 Abbildungen U ¢ 4 (F, 2), P ¢ A(£) 

und Q ¢ A(F) mit UT c 1— P und TU = 1— Q. Daraus erhalt man 


U(T—A)CI—P—UA und (T—A)U=I1—Q—AU. 


Da die Abbildungen P + UA und Q + AU kompakt sind, ist 7 — A nach 
Satz 12 eine y-Transformation. Die in den Gleichungen TU = J— Q und 
(7 — A)U =I—Q—ALU auftretenden Abbildungen 7, T7— A, U, I—Q 
und J— Q— AU besitzen endlichdimensionale Null- und endlichcodimen- 
sionale Bildraume. Deshalb gelten die folgenden Indexrelationen*) 


d(T) + d(U)=d(I—Q)=0 und d(T—A)+d(U)=d(I—Q—AU)= 
aus denen sich d(7'— A) = d(T’) ergibt. 

Fir die beiden folgenden Satze geben wir hier nur kurze Beweisskizzen an, 
da sich ein in [9] benutztes Verfahren mit ganz geringfiigigen Anderungen 
iibernehmen 1aBt. 


Satz 15. Zu T¢ IE, F) maemo F) gibt es eine reelle Zahl r > 0, 
so daf fiir alle Amit 0 < |A| <r 


dimN(T—AA)=n<sdimN(T) und codim B(T—AA)=m<& codim B(T) 
gilt, wobei n und m feste Zahlen sind. 

Beweis. Zu T bestimmen wir Abbildungen U ¢ # (F, ©) und Q ¢ A(F) mit 
TU =I— Qund QT c0.Zu AU ¢ X (F) existiert ein 9 > 0, 80 daB (I—AAU) 
fiir |A| < @ ein Automorphismus von F ist. Es gilt dann 

(17 —AA) U(I —AAU)"= I— Q(UI— AAD)". 
Mit Q(a4) = Q(1—AAU)-(T — AA) ergibt sich (vgl. [9], Satz 1”) 
codim B(7' — AA) + dim B[Q(A)] = codim N (Q(I + 1AU)-*]. 
Wegen Q7'c0 hat man fiir A = 0 die Beziehung codim B(T’) = codim N(Q). 
AuBerdem gilt codimN(Q) = codimN[Q(I—AAU)-"], so daB man fir 
|A| < @ insgesamt die Relation 
codim B(T — 2A) + dim B[Q(A)] = codim B(T’) 


*) Die verwendete Indexrelation tragt rein algebraischen Charakter: Sind Z, F und G 
komplexe Vektorriume und besitzen die Abbildungen T¢L(E,F) und 8¢€ L(F, G@) 
endlichdi ionale Null- urid endlichcodi ionale Bildréume, so gilt d(S 7’) = d(8) + 
+ d(T). 
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erhalt. Man zeigt nun mit funktionentheoretischen Hilfsmitteln, da8 
dim B[Q(A)] = 0 fir 0 < |A| < r mit einem hinreichend kleinen r > 0 konstant 
ist. Folglich gilt dasselbe fiir codim B(7’— 2A) < codim B(T). Auf Grund der 
Indexrelation d(7’— AA) = d(T) erhalt man schlieBlich, daB fiir diese A auch 
dim N(T — 4A) < dim N (7) konstant ist. 
Satz 16. Aus T¢ P(E, F) und A ¢ #(E, F) folgt T—AA€ IE, F), und 
es existiert eine héchstens abzihlbare Menge von komplexen Zahlen i,, die sich 
nicht im Endlichen hiiufen, so daB fiir 1 + A, stets 
dimN(7T—AA)=n und codimB(T—AA)=m 

gilt, wobei n und m feste Zahlen sind, wiihrend man fiir 1 = 1, die Aussagen 
dimN(7T—AA)>n und codimB(T—AA)>m 

hat. 

Beweis. Aus Satz 14 entnimmt man 7 — AA ¢ I'(E, F) und d(T — AA) 

= d(T). Wir bestimmen , 
n = inf{dimN(T—AA)} und m = inf{codim B(T—AA)}. 
Wegen der Indexrelation gilt 
{A: dim N (T — AA) = n} = {A: codim B(T — AA) = m}. 
Aus £atz 15 ergibt sich, daB die so definierte Menge offen ist und nur isolierte 
Randpunkte besitzt. Aus dieser Tatsache erhalt man unmittelbar die ge- 
winschte Behauptung‘). 

Wir untersuchen nun das Verhalten der g- und y-Transformationen bei der 
Multiplikation. Das fiir o-Transformationen bekannte logarithmische Multi- 
plikationsgesetz fiir den Index gilt nicht allgemein, es l4Bt sich jedoch unter 
einer zusatzlichen Voraussetzung beweisen (vgl. [5]). Wir betrachten deshalb 
die folgenden Abbildungsklassen. 

Definition. Hine g- bzw. y-Transformation von E in F heiBt p4- bzw. ya- 
Transformation, wenn thr Definitionsbereich in E dichtliegt. 

Die Gesamtheit der g,- bzw. y,-Transformationen von £ in F bezeichnen 
wir mit ®,(Z, F) bzw. I’, (E, F). 

Hilfssatz. Ist D ein beliebiger und B ein abgeschlossener, endlichcodimen- 
sionaler Unterraum von E, dann gibt es einen stetigen Projektor Q von E auf B 
mit Q(D) cD, und es gilt 


—* 2 [2 
Tiegt D dicht in E, so ergibt sich dasselbe fiir Br, D in B, und in (*) steht das 
Aleichheitszeichen. 
Beweis. Zu B existieren endlich viele Elemente %,--+,%m€D und 


Yy - ++» ¥,€ HZ, deren kanonische Bilder in = linear unabhangig sind, so daB 


*) Zusatz bei der Korrektur: Verwendet man auf E,— D(T’) die von uns eingefiihrte 
verfeinerte Topologie, so ist die Einschrankung A, von A auf E, kompakt. Deshalb kann 
man Satz 14 und Satz 16 genauso wie Satz 6 und Satz 7 auch aus den Ergebnissen von [9] 
ableiten. 
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B+ {x,..-,%m}= B+ Dund B+ {x,..., m3 Yy-- +s Yn} = Z gilt’). Man 
hat dann auch Br\ D + {z,,..., %,} = D. Daraus folgt (*). Der Projektor Q 
von £ auf B langs {z,,..., 2m; Yy---» Yn} ist wegen der Abgeschlossenheit 
von B stetig, und es gilt Q(D) = Br D. Wenn D in E dichtliegt, dann gibt es 
zu jedem z € B eine M.S.-Folge {z,}c D mit z,— x. Daraus folgt Qz,—+ Qz, 
und wegen Qz= 2 ist x Grenzwert der M.S.-Folge {Qz,}C Br D. Die 
Menge Br\ D liegt also dicht in B. Aus Br D+ {x,,...,%_} = D folgt 
Boa D + {x,,...; m}=D oder B+ {x,,..., %_} = H. Folglich gilt in (*) 
das Gleichheitszeichen. 

Im folgenden sei G genauso wie E und F ein komplexer separierter lokal- 
konvexer Vektorraum. 

Satz 17. 

a) Aus T ¢ D(E, F) und 8 ¢ O(F, G) folgt ST « O(E£, G), 
und es gilt 





d(ST) = d(S8)+ d(T). 
Fiir S¢@,(F, G) hat man 
d(ST)=d(8)+ d(T). 
b) Aus T ¢ ®,(E, F) und 8S ¢ ®,(F, G) folgt ST « ©,(E, G). 
c) Aus T ¢ I'(E, F) und 8 ¢ O(F, G) folgt ST « I'(E, @). 
Aus T ¢ O(E, F) und S¢ I'(F, G) folgt ST « IE, @). 

Beweis. 

a) Zu T ¢ O(£, F) bzw. S ¢ O(F,G) bestimmen wir nach Satz 1 Abbil- 
dungen V¢é #(F,2£), Pe A(E£) und Qc A(F) mit VT CI—P und TV 
= Il—Q bzw. Uc £(G, F), M¢€ A(F) und N ¢€ A(G) mit USc I— M und 
SU = I—N. Beim Beweis von Satz 1 wird Q durch den Ansatz Q = I— Q 
gewonnen, wobei Q ein beliebiger stetiger Projektor von F auf B(T') ist. Nach 
dem vorangegangenen Hilfssatz kann man Q so wahlen, daB Q[D(S)] c D(S) 
gilt. Daraus folgt Q[D(S)] c D(S). Nun hat man 

VUSTc VUI—M\|T=VT—VMTcCI—P--VMT 
und 
STVU = S[{I— Q]U = SU—SQU=I—N—SQU. 


Wegen B(U) c D(S) und Q[D(S)]c D(S) ist SQU auf ganz G definiert. 
Da die Einschrankung S, von S auf den endlichdimensionalen Bildraum von 
QU stetig ist, gilt SQU = 8,QU ¢ A(G). Daraus ergibt sich N + SQU€ AG). 
Da auBerdem P+ VMT ¢J/1(E£) gilt, ist ST nach Satz 2 eine g-Trans- 
formation. 

Wir setzen F,= D(S) und E,= T-!(F,). Wenn 7, die Einschrankung 
von T auf £, ist, so gilt S7’ = S7y. Nach unserem Hilfssatz hat man wegen 
B(T,) = B(T) - F, die Beziehung 


. F, b F 
dim | we | < dim [ BT) | : 


5) Mit (2, . ++» %»} bezeichnen wir den durch die Elemente z, aufgespannten Unter- 
raum von £. 
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in der das Gleichheitszeichen gilt, wenn S eine g,-Transformation ist. Daraus 
folgt d(7,) => d(T). Weil die Abbildungen 7,¢ L(Z,, F,) und 8 ¢ L(F,, G) 
endlichdimensionale Null- und endlichcodimensionale Bildraume besitzen, gilt 
die Indexrelation d(S 7T',) = d(S) + d(T,), aus der sich d(ST) = d(S) + d(T) 
ergibt®). 

b) Aus 7 ¢ ®,(£, F) und S ¢ @,(F, G@) folgt nach a) ST ¢ O(E£, G). Wir 
haben nur noch zu zeigen, daB D(S7’) in E dichtliegt. Dazu geniigt der Nach- 
weis, daB D(T) < D(ST) gilt, weil daraus wegen D(7’) = E die gewiinschte 
Aussage D(ST)=E folgt. Wir bestimmen Abbildungen V ¢ #(F, 2), 
P¢PA(E£) und Q¢ A(F) mit VT CI— P, TV=I—Q und TP=0. Fir Q 
soll wie in a) Q[D(S)] c D(S) gelten. Weil D(S)- B(T) in B(T) dichtliegt, 
gibt es zu jedem Element x ¢ D(T) eine M.S.-Folge {y,}c D(S) \ B(T) mit 
¥,> Tx. Fir x,= Vy,+ Px hat man T2z,= TV y,= y,— Qy,¢ D(S), und 
es gilt {z,}c D(ST). AuBerdem konvergiert die M.S.-Folge {z,} gegen 
VTx+ Pr=z. 

ce) Aus 7 ¢ I'(E£,F) und S ¢ O(F, G) bzw. 7 ¢ O(Z, F) und S¢« I(F, G) 
folgt, daB in a) die Abbildung V bzw. U kompakt ist. Demnach gilt stets 
VU € X (G, E), und ST ist nach Satz 10 eine y-Transformation. 


Wir erganzen nun unsere Ergebnisse durch die beiden folgenden Siatze, 
die sich fiir die Anwendung als niitzlich erweisen. 

Satz 18. a) Aus TéI(E) und A,,...,A,¢€ LE) folgt fiir n=1 

S,= T*+ A,T*-14+---+A,-,7+A,¢€ I (EZ), und es gilt d(S,) = nd(T). 

b) Aus T¢€I,(#) und A,,...,A,€ L(E) folgt fir n=1 

S, = T* + A, T*-14+ +--+ A,-,7 + A,€ Iq(Z), und es gilt d(S,) = nd(T). 

Beweis. Fir n = 1 ergibt sich aus T ¢ (2) und A, ¢ #(Z£) die Behauptung 

T + A, € I'(E) und d(T + A,) = d(T) nach Satz 14. Aus Satz 14 und Satz 17 

erhalt man mit 7 ¢ J‘(Z) und A,,..., A,4,¢€ #(#) auf Grund der Beziehung 


S,41= patsy A,T"+ . <a A,T.+ Ag+) 
= (7+ A, T-*+ +--+ A.) T+ A,+,= 8,T + Ans 


S,4,¢€ I'(£) und d(S, ,,) > (n + 1) d(T), wenn S, ¢ I'(Z) und d(S,) = n d(T) 
bereits bewiesen ist. Ganz analog ergeben sich fiir 7 ¢ J",(Z) die Aussagen 
S,¢€ I',(2) und d(S,) = nd(T). 

Satz 19. Ist E, ein abgeschlossener, endlichcodimensionaler Unterraum 
von E, so folgt fiir die Einschriinkung T, von T auf E, aus T ¢ O(E, F) bzw. 
T¢€@,(E,F) bow. TEE, F) stets T,¢D(E,,F) bew. T,¢ ,(E,, F) 
bzw. T,¢ (Eg, F). 

Beweis. Wir bestimmen zu T ¢ ®(E£, F) die Abbildungen U ¢ #(F, EB), 
P ¢ YA(E£) und Q¢ A(F) mit UT Cc 1— P und TU = I— Q. AuBerdem sei A 
ein stetiger Projektor von Z auf Z, mit A[D(7)]c D(T). Dann hat man 
AUT Cc A—AP und TAU=I—Q—T(I—A)U. Da A auf EZ, mit I 


*) Vgl. FuBnote *). 
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iibereinstimmt, ergibt sich AU T,c I — A P,’). Weiter gilt T, AU = I— Q,, 
wobei Q,= Q + T(J —A)U in A(F) liegt, weil B[(J — A) U] endlichdimen- 
sional ist. Damit ergibt sich aus Satz 2, daB 7, eine y-Transformation von EZ, 
in F ist. Fir T ¢ ®,(E, F) liegt D(T,) = D(T) - E, dicht in Z,. Folglich gilt 
T,¢€ ®,(E£,, F). SchlieBlich ist fir T ¢ (2, F) die Abbildung U und damit 
auch AU kompakt. Deshalb gilt 7,¢ I"(Z,, F). 

AbschlieBend geben wir ein elementares Beispiel fiir die von uns betrachteten 
Abbildungen an. 

Es sei EZ der Banachraum C([0,1] der auf dem Intervall [0,1] 
stetigen komplexwertigen Funktionen z(t) mit der iiblichen Norm 
|x = sup{|z(t)|:0 <¢< 1}. Auf dem Unterraum ©’ [0,1] der stetig diffe- 
renzierbaren Funktionen definieren wir die Abbildung 


T (x(t)] = 2’ (t). 


fir die 7 ¢ A(Z) gilt. Nach dem Satz von Arzeta-Ascoxi ist die Menge 
K = {x(t): x(t) € C’ (0, 1] mit |x] < lund|z’| <= 1}inC (0, 1)relativ kompakt. 
Andererseits enthalt das Bild 7(K) der Menge K die Einheitskugel 
{y(t): yl] S 1}. Folglich ist 7 eine y-Transformation, wenn man noch bedenkt, 
daB dim N(T’) = 1 und codim B(T) = 0 gilt. Weil C’ (0, 1] in C[0, 1] dicht- 
liegt, ist 7’ sogar eine y,-Transformation. Die nach Satz 10 existierenden 
Abbildungen U ¢ # (£) und P, Q ¢ A(#) kann man z. B. so wahlen: 


t 
Vly] = f y(s)de, P[x(t)]}=2(0) und Q[zx(t)]}=0. 


Der Funktion a(t) € C[0, 1] ordnen wir die stetige lineare Abbildung 
A [x(t)] = a(t) x(t) 
zu. Nach Satz 18 ist dann der gewohnliche Differentialoperator 
S,, [x(t)] = 2 (t) + ay (t)e@—Y(t) + +++ + ays (t) 2’ (t) + a, (#) x(t) 


mit a,(t),...,a,(t) € C[0, 1] eine y,-Transformation von £ in sich, fir die 
d(S,) = n gilt. 

Ist C,[0, 1] ein abgeschlossener Unterraum von C [0, 1], der durch endlich 
viele lineare und homogene Randbedingungen bestimmt wird, so ist nach 
Satz 19 auch die Einschrankung des betrachteten Differentialoperators auf 
C,[0, 1] eine y,-Transformation.-Aus Satz 16 ergibt sich dann die bekannte 
Tatsache, daB die Eigenwerte der Differentialgleichung 


x(t) + a,(t)2™-D(t) + +--+ a,_, (0) 2’ (t) + Aa, (6) z(t) = 0 


keinen endlichen Haufungspunkt besitzen, falls es wenigstens ein A, gibt, das 
nicht Eigenwert ist. 


) P, ist die Einschrankung von P auf £,. 
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On best Approximation of Continuous Functions 
.By 
Ivan SINGER in Bucarest 


Let T be a compact!) space and let us denote by C(7') the space of all 
continuous real-valued functions on 7’, endowed with the usual vector operations 
and norm. Let @ be an arbitrary linear subspace of C(7'). The purpose of the 
present Note is to give a necessary and sufficient condition for the existence 
of an z,¢€ C(T’) with a nonunique best approximation by mearis of the elements 
of G?). In the particular case when dimG = n < +o, the classical theorem of 
A. Haar [2] will follow as an immediate corollary. 

Theorem. Let G be an arbitrary linear subspace of C(T). There exists an 
%€ C(T) with a nonunique best approximation by means of the elements of G, 
if and only if there exist two disjoint sets F* and F” closed in T, and a Radon 
measure*) u on T, with the following properties: 

(1) lw| (7) =1, 

(2) pu ts non-decreasing on F*, non-increasing on F’, and F*  F > S(y) (the 
carrier of 4), 

(3) Lm d u(t) +f g(t)du(t)}=0 forall gcG, 


(4) there exists a nonzero g,¢ G vanishing on S() . 

Proof. We have proved the following theorem on best approximation in 
general normed linear spaces (see [3], p. 184 and [4], theorem 1): 

Theorem (A). Let E be a normed linear space and let G be an arbitrary linear 
subspace of E. There exists an x,¢ E with a nonunique best approximation by 
means of the elements of G, if and only if there exists a linear*) functional f ¢ E* 
with the following properties : 

(Ay) If] =1, 

(A) f(g) =9 forall gcG, 

(As) f(x) = |||} for at least two distinct elements x ¢ E whose difference belongs 
toG. 





1) In the « sense of BourBaKI (i.e.: bicompact Hausdorff). 
2) Let us recall that we call best approximation of an element z of a normed linear 
space HZ, by means of the elements of a linear subspace G, any g,€ G such that 


— go|| = inf ||z —g]| . 
|= — gol] = int 2 — 9 


*) For the theoretical notions used in the sequel, see [1]. 
*) Le. additive and continuous. 
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For the particular case E = C(T) this gives, by the Riesz-Kakutani 
‘ theorem on the general form of linear functionals on C(7'), the following: 
There exists an 2,¢€ C(7') with a nonunique best approximation if and 
only if there exists a Radon measure yu on 7’, such that | 
(5) lu| (T)=1, 


(6) {9 dul) = 0 forall g&€G, 


(7) J a(t) dy(t) = max |x(t)| for at least two distinct 2¢C(T) whose 
‘ileal bebe | to G. 

Now we shall show that the conditions (5), (6) and (7) are equivalent 
to (1), (2), (3), (4). 

Assume first that we have (5), (6) and (7). Then by (5) we have (1). 

Let 2 + g, and x,— g, be two distinct elements of C(7') satisfying (7); 
clearly, any couple z,, z,+ 2x, satisfying (7) may be written in this form, since 
for z,— %,= 29,¢ G we have only to put 2)= 2,— gp. 

Let 

F* = ft € T'| xo(t) = max |z,(u)|\, 
\ ucT J 


F = ft € T | xo(t) = — max |z,(u)||. 
\ ucT | E 


Then F* and Fare disjoint and closed in 7’. Now, from (7) for 2+ go, %»— Yo» 
and (5), it follows*) that we also have (7) for x). This, together with (5), implies 
(see for instance [5], theorem 7) that we have (2). Hence, by (6), we infer (3). 


Finally, from (7) for 29+ go, »— go, (5), and (6) for go, it follows that we 
have, for all t ¢ S(), 


Izo(#) + go(t)| = max |x9(u) + go(u)| 

=f Lz0(u) + go(w)] du) = f [9(u) — go(u)] d eu) 

a wr |%o(u) — go(u)| = |zo(t) —golt)| . 
whence, taking into account that S(u)CF* ~F, and the fact that by 
9o(t) = 0 and (7) for 2+ go, X— Go, we have z(t) = 0, we infer®) 


9o(t)= 90 forall t¢€ S(u); 
thus, we have (4). 











5) In fact, 
||Zo + Goll + ||%o— gol! I 
Hot tell + [Ho oll _ of {20 + wil dn + J f20l0 — gO] dn 
= J ral dt) S lal] = sell & [esol 
whence f x(t) d u(t) = |!29)|. 
T 
*) In fact, otherwise it would exist a ¢,€ S(u) such that 24(t.) + go(to) = —2o(to) + 


+ Yo(to), whence z(t.) = 0, whence, by S(u)C Pur and the definition of F+, F-, 
z(t) =O0o0n T,a contradiction. 
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Conversely, assume that there exist two disjoint sets F* and F closed in T,, 
and a Radon measure yu on 7’, such that we have (1), (2), (3) and (4). Then 
by (1) we have (5). Furthermore, by (2) and (3) we have (6). Finally, since 
S(u)\ F* and S(u)o F° are disjoint and closed in 7’, there exists, by the 
classical lemma of Uryson, an x € C(7’') such that 


1 for t¢€ S(u)nF*, 
—r # for t¢S(u)oF , 
lz] =1. 
Put 
X(t) = x(t) (1 — |go(t)|) , 


where g, satisfies (4); clearly we may suppose |g,| =< 1. Then we shall have 


. ; 1 for t¢€ S(u) nF", 
(8) t=) 1 for teS(u)nF, 
(9) zo] = 1. 

Moreover, 


|xo(t)| + |go(t)| = |x(t)| (1 — |go(t)|) + lgo()| S 1 forall tc 7, 
whence, by (1), (2), (8), (6) for go, and again (1), 


l=|u\(T)= f dut)— f dyult)=f x(t) dul) 
S(u) 0 Ft S(n)OF- T 


i [xo(t) —go(t)] du(t) S |\xo— gol |u| (7) 


= |z%— Gol = a: (| (#)| + \go(#)|) S 1, 
te 
and thus 
f %o(t) d u(t) » | [x9 (t) — go(t)] du(t) = ||z%o—gof = 1. 


These equalities, together with (9), prove that we have (7) for xz) and z)— gp. 
This concludes the proof of the theorem. 

Corollary. (Theorem, of A. Haar [2].) Let T be a compact space containing 
at least n distinct points and let G be an n-dimensional linear subspace of C(T). 
There exists an x,¢ C(T’) with a nonunique best approximation by means of the 
elements of G, if and only if there exists a nonzero g,¢ G and n distinct points t, 
of T such that 


(10) go(t)) =0, t=1,...,n. 


Proof. Suppose first that there exists an z,¢ C(7) with a nonunique best 
approximation. Then there exist, by the above theorem, two disjoint sets 
F* and_F” closed in 7, and a Radon measure yu on 7’, with the properties (1), 
(2), (3) and (4). Now, if S(u) contains at least n distinct points t,, . . ., 4, then 
by (4) we have (10); on the other hand, if S(u) consists of h distinct points 
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. t,...,t, where 1 < h = n—1, then zp is of the form 


{ x(t) d u(t) = 3 iat) (x€C(T)), 
and, by (1), 
lal (2) = Sad = 1. 
This, together with (2) and (3), implies that 
(11) det |g. (¢,)|z,i—1,...2= 9, 


where g,, . . ., J, is an arbitrary basis of G and where ¢,,,, .. ., ¢, are arbitrary 
distinct points of 7’, different from ¢,, ...,¢,. Hence there exists a nonzero 
Jo G satisfying (10). 

Conversely, suppose that there exists a nonzero g,¢ G and n distinct points 
t, of T such that we have (10). Then we have (11), where g,,...,g, is an arbi- 
trary basis of G, and thus there exist n numbers A,, . . ., A, such that 


n 
2 Att) = 0, pw i. ..i,8, 


2 Ail + 9 5 


i=1 
n 

clearly, we may suppose 5’ |A,|-= 1. Now, if we put I* = {i| A, > 0}, 
i=1 


I” = {i| A, < 0}, then one can easily verify that the sets 
Fr={t,jiel*}, Fo={,|ter}, 
and the Radon measure yu defined by 


{=@au =F Ax) (2< (7), 


satisfy the conditions (1), (2), (3) and (4). Thus, by the above theorem, there 
exists an z,¢€ C(7') with a nonunique best approximation. This concludes the 
proof. 
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Differential Equations without Solutions 
By 
Lars HOrMANDER in Stockholm 


1. Introduction 


Let P(x, D) be a differential operator of order m with coefficients in C”. 
In [1] we have recently shown that the existence of solutions of the equation 
P(x, D)u =f is related to the properties of the part C,,,_,(z, D) of order 
2m — 1 in the commutator 

p(x, D) p(x, D) — p(x, D) p(x, D) . 

Here p is the principal part of P, and j is obtained by complex conjugation 
of the coefficients of p. We shall here supplement the results of [1] by proving 
the following theorems, which were there only given for first order operators 
with analytic coefficients (Theorems 3.1 and 3.2 in [1]). (For notations we 
refer to [1].) 

Theorem 1. Suppose that the coefficients of P(x, D) are in C®(Q), where 
22 is an open set, and assume that the equation 


(1.1) P(x, Dju=f 
has a solution u ¢ 9’(Q) for every f € M(Q). Then 
(1.2) Com-1 (2, &)=0 if p(x, &)=0,2€2,F¢€R*. 


Theorem 2. Suppose that the coefficients of P(x, D) are in C® and that 
(1.2) is not valid for any open non void set wc 2 when z is restricted to w. 
Then there exist functions f € B(Q) such that the equation (1.1) does not 
have a solution u € Z’(w) for any open non void set wc 2. The set of such f is 
of the second category. 

Here B(Q) denotes the set of all infinitely differentiable f in Q such that 
tv every « and ¢ there is a compact set Kc 2 so that |D,f| < « in ( K. This 
is a complete metrizable space with the topology defined by the semi-norms 
sup|D,f|. 

2 


Note that if Q(D) is an arbitrary non elliptic operator of order m and of 
principal type, there is a differential operator P(x, D) of order m with coeffi- 
cients in C® (or even linear functions of x) such that P(0, D) = Q(D) and (1.2) 
is not vaiid at 0. This shows that (1.2) is a severe restriction except in the 
elliptic case. 

We shall prove Theorem 1 by refining the constructions used in [1]. In 
doing so it is sufficient to consider a fixed point x ¢ 2, and we may of course 
assume that z = 0. 
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That Theorem 2 follows from Theorem 1 may be proved by the argument 
‘ used in [1]! to show that Theorem 3.2 follows from Theoreni 3.1. We do not 
repeat the proof here. 

2. The basic constructions 


We shall here use the following norms (the notation differs from that of {1}) 


(2.1) jul,= sup |Du(zx)|, i 4S ee 
zEQ,\a\ sk 


As usual we denote by P' the formal adjoint of P defined by the identity 
f (Pujvdz=f u(Ptv) dz; u,v € B(Q). 
Lemma 1. Let & and N be arbitrary positive integers, and t a positive 
real parameter. Assume that (1.2) is not valid when z = 0 and let w be an open 


neighbourhood of 0. Then there exist functions /,, , € Cy (w) and v,, x, y€ Cy (w) 
such that for all k and N 


(2.2) lim | P'v,,2,xlv< oO, 
(2.3) Tim |If,,x]e< 

T+ 
(2.4) fim if | a dz| le cake 


This section will be devoted to the proof of Lemma 1. In section 3 we prove 
that Theorem 1 follows from Lemma 1. 
Let & be a real vector such that 


(2.5) p(0, &)=0, Cem—-1(0, &) <0. 


Since C,,,, is a real odd function of &, and (1.2) is not valid for z = 0, there 
exists a vector € with these properties. § will be kept fixed in what follows. 
With a function F ¢ C3 (R") such that 


(2.6) f F(x) &@) dx+0 
we set 
(2.7) hex (2) = t-*F (rz). 


It is clear that (2.3) is valid and that /,,,€ C>°(w) for large t; for smaller values 
of t we may define /, , to be identically 0. 

The definition of v,,,, y is much more complex, and requires the following 
lemma. 


Lemma 2. Let (2.5) be fulfilled and q be a positive integer. Then there is a 
function u € C®(Q) which satisfies 
(2.8) p(x, gradu) = O(|z|*), x0, 
and has a Taylor expansion 


(2.9) (a) = 6 3 28+ PEE HP ayt O(\z/3) 


where the matrix «;, is symmetric and has negative definite real part. 





a 


~ £*-» oo = ~~ = |S -- | 
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Proof. The lemma is essentially a combination of Lemma 2.2 and Lemma 2.3 
in [1]. The fact that p(0, £) = 0 makes (2.8) valid with g = 1 for all uw with the 
expansion (2.9). Further, it was shown after the proof of Lemma 2.3 in [1], 
that when C,,,-,(0, €) <0 it is possible to choose a matrix a;, with the 
required property such that (2.8) holds with g = 2. To prove the lemma we 
now only have to argue as in the proof of Lemma 2.2 in [1]. First, the condition 
(2.8) does not change if we replace the coefficients of p by their Taylor ex- 
pansions of order g at 0. Hence we may assume that the coefficients of p are 
analytic. The Cauchy-Kovalevsky theorem can then be applied to prove the 
existence of a solution of the equation p(z, gradu) = 0 in a neighbourhood 
of 0 which ha& the Taylor expansion (2.9). This proves the lemma. 

In constructing v,,,, y we use a function satisfying (2.8) with 


(2.10) q=2(r+1)r=n+kim+QN, 
(n is the dimension of the space and m the order of P). With functions 
Po - ++» Pr-1 in CF (w) still to be determined we set 
: r—1 
(2.11) 4, N= Tt ther™ SD! yt). 
0 


Our first step is to prove that (2.4) is valid if y,(0) = 1. To do so we note 
that (2.7), (2.11) give after a substitution of variables 


r-1 
(2.12) , J fox? exo1 dz = [ F(ayeren (5 my(alee!) de 


Since F has compact support and the integrand in the right hand side is 
uniformly convergent there, the integral converges to the limit f F(x)e‘‘*. dz, 
which is +0 in view of (2.6). This proves (2.4). 

We next prove that the functions g, can be chosen so that (2.2) holds. 
To compute Pt(z, D)v,,,,y we note that the principal part of P‘ is p(x, —D). 
If y is a function in C® we have (compare the proof of Lemma 2.1 in [1)]) 


m 
P'(wet) = DS cjtie™. 
0 


Here 

(2.13) Cn= i" p(x, gradu)y= Ay, 

so that A is a function in C® which in view of (2.8) satisfies 
(2.14) A(z) - O(\z|*), 27 >0. 


If we write A,= —p(x,i gradu) we have with a function B ¢ C” 
(2.15) Cu-1= bs A,D,y + By ° 
1 


We recall from [1] that it follows from (2.5) that all A, do not vanish at 0. 
Using (2.13) and (2.15) with y = gy, we now obtain 
m+r-—1 
(2.16) Pty, p.y= Mtitttmers SY at), 
0 
13* 
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where 

(2.17) @,= Ag, a,= Ag, + 2 A;D; G+ Bo- 

If we agree to read gy, as 0 if u = r, the general form of the coefficients is 
n 

(2.18) A= AGy+ 2 ADs 9-14 Bo,-1+ L,; 


where L,, is a linear combination of functions gy, with j < ~—1 and their 
derivatives. We claim that the functions g;¢ Cy may be chosen successively 
so that (0) = 1 and 


(2.19) a, (x) = O(|x\*-**), uw < 1,20. 


When yu = 0, the estimate (2.19) follows from (2.14). Next note that (2.14) also 
shows that the first term in (2.18) is irrelevant for the validity of (2.19). Thus 
we have to choose y,_, so that 


(2.20) } A;D;9,-1+ Bo,-1+ L,= O(|z|*-*) . 
1 


Suppose that all ; with 7< ~—1 have already been chosen and that 
1 S 4 <r. When choosing p,_, we may assume that A;, B and L, are analytic. 
In fact, (2.20) does not change if we replace these infinitely differentiable 
functions by their Taylor expansions of order g at 0. We can then find a 
solution of the equation 


2 A,D;9,-1+ By,-1+ L,=9 


in a neighbourhood V of 0 with given analytic values on a non characteristic 
plane through 0. Multiplying by a function which ¢«C(w 7 V) and equals 1 
in another neighbourhood of 0 we obtain a function y,—,¢€ Cy’ (w) such that 
(2.20) is valid. When u = 1 we can also fulfill the condition g,.(0) = 1. 
To complete the proof of (2.2) and thus of Lemma 1 we only have to 
combine the following lemma with (2.19), (2.16) and the definition (2.10) of q. 
Lemma 3. Let y € Cf (w) and assume that for some integer s > 0 


(2.21) v(x) = O(|2|2*), s+ 0. 
Then it follows that 
2.22) lim |t*-¥ perl y < 00. 


Proof. To prove (2.22) we only have to show that 
(2.23) supt*-¥74-I2!|D, | |e™| 


is bounded: as t + co when |a| < N. To do so we use for the first time that 
the Taylor expansion of the real part of u starts with a negative definite 
quadratic form. Assuming that w has been chosen sufficiently small we thus 
have 


(2.24) Reu(z) S —a|z|*, zea, 
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where a > 0. Using this estimate and (2.21) we can now estimate (2.23) by a 
constant multiple of 


z3—!2! |x|2#—lal e- ot|a|*_ | a|!a! (x |x|*)*-!2! e- at \a\* 


and this is obviously bounded when z € w, t = 0. 


3. Proof of Theorem 1 


Let F be the Fréchet space of all infinitely differentiable functions with 
support in & and the topology given by the semi-norms |u|,. Denote by Ey 
the set of all f ¢ F such that the equation 


(3.1) P(x, Dju=f 
has a solution u € 9’ (w) satisfying 
(3.2) ju(y)|S Nivly, pe Do). 


If the equation (3.1) has a solution u in 9’ (Q) and Gc Q it is well known that 
(3.2) is valid for large N. When the hypotheses of Theorem | are fulfilled we 


thus have U Ey=F. Now it is clear that Zy is closed, for the set of dis- 


tributions in 9’ (w) satisfying (3.2) is compact. (Cf. the proof of Theorem 3.2 
in [1].) Hence it follows from the category theorem, that Zy has an interior 
point for some N. Since Zy is convex and symmetric, the origin is an interior 
point, that is, there exist e > 0 and k such that 


(3.3) {¢Ey if f¢€F and |fl,<e. 


We shall prove that this contradicts the hypothesis of Lemma 1 that (1.2) is 
not valid. 
First note that by definition (3.1) means that for every v ¢ Z(w) 


u(Ptv) =f fvdz 
and using (3.2) we get 


(3.4) lffeudzjoN|P'vly, feBy, ve Dw). 
In view of (3.3) we obtain 
. | yFa . 
(3.5) [feds <=Wlel Poly; fe € Bo). 
Choosing f = /,,, and v = v,,,, y we get a contradiction with (2.2), (2.3), (2.4). 


This proves Theorem 1. 
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On Products of Orlicz Spaces 
By 
Tsvyosmt Anvé in Sapporo (Japan) 


§ 1. Introduction 


M. A. Krasnosetskit and Y.B. Rurrickxm pointed out the utility of 
Orlicz spaces in their investigation [1] of non-linear integral equations. In this 
book products of Orlicz spaces play an important réle. The main purpose of 
this paper is to analyse inclusion relations between Orlicz spaces and their 
products. 

A non-negative Continuou: function M (&) of a real variable is said to be an 
MN -function'), if it satisfies the following conditions: 


(1) M(0)=0 and M(&)=M(—&) for §+0, 
(2) M [5 (€ + n)| < 5 {M(é) + M()} (convexity) 
(3) lim a 7 

&—> 00 


Examples of #-functions are abundant. Among them are i. (p > 1), 
|| - log{|é| + 1} and e!*!— 1. By (1) and (2), M(&) is non-decreasing for > 0 
and furthermore 


(4) is non-decreasing for § > 0. 





It is well-known (see [1], p. 15) that M(é) can be expressed in a form 
16] 
(5) M(E) = f m(n)dn, 


where m(é) (> 0) is non-negative, non-decreasing, continuous from the 
right and supm(é) = oo. In fact, m(é) is the right hand derivative of M(é) 
&é>0 
(which exists because of convexity of M(é)). Since m(é) is non-decreasing, it 
follows that 
. g 
em (5) 


(6) —z — S M(&) Ss &-m(é) for &>0. 


1) Our definition of an /-function is less restrictive than that given in [1], but the 
discussions are quite parallel. 





lo 


—_ ot OO Ooo 
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For a function M (€) satisfying (1) and (3) the function M(&) complementary 
to M (&) is defined by the formula: 
(7) M(é)= sup {&)—M(n)}. 

—~< nce 
Then it is easy to see that M(é) is always an #-function. To find an explicit 
form of the complementary function is often difficult. The function com- 


|E\p lé 
Si os. 1S 
-_—— 18 — 


plementary to ae where + = = 1. The following weak form of (7) 


is known as the inequality of W. H. Youne 
(8) En = M(é) + M(n). 
The important fact is that if M (&) is an W-function, the function complementary 


to M(€) coincides with the original M (£) itself (see [1] § 2). It is known that 
if M (&) is an / -function, for every §,¢ > 0 


(9) m[m(é)]} => & = m[m(—)—e] and m[m(é)] = & = m[m(é)—e]), 


where m(é) and m(é) denote the right hand derivatives of M(é) and M(é) 
respectively (see [1], p. 22). 

Let G be a bounded closed set in n-dimensional Euclidean space on which 
the usual Lebesgue measure is defined. The Orlicz space L¥,(@) (or L% for 
brevity), defined by an #-function M (€) is the totality of all such measurable 
functions f(t) on G that 


(10) f M[af(t)}dt*)<+co forsome «=a(f)>0. 
é 


By the definitiori, L¥, is a linear space under the usual addition and scalar 
multiplication. Corresponding to duality between M (&) and its complementary 
function M(&), it is known (see [1], §9) that D4, is exactly the totality of all 
such measurable functions f(t) on G that 


Sf®g(t{hdt<+ co forall g(t) ¢ Lt. 
@ 


In other words, L¥, is a Kéthe space and L*, is its associated space in the sense 
of J. Drevponn& [2]. Lf, is a complete normed linear space (i.e. a Banach 
space) under the norm defined by the formula (see [1], p. 87) 


(11) (fla = sup {fio dt; { Mioiae < H. 


It must be remembered (see [1], § 10) that L¥, does not necessarily coincide 
with the conjugate space of the Banach space Li, (in the sense of 8. Banacn). 

Let M(é), N(&) and R(&) be /-functions. The ©-product L¥, © L of two 
Orlicz spaces L¥, and L%, is the totality of all measurable functions on G that 
can be expressed as finite linear combinations of the functions of the form 
f(t) g(t) where f(t) € L%, and g(t) ¢ L%. Let @x@ be the topological product 
in 2n-dimensional Euclidean space on which the usual Lebesgue measure is 
considered. The Orlicz space L¥,(@ x @) defined by M(&) on G x G is denoted 


VJ - dt denotes the usual Lebesgue integral on G. 
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by Lt, for brevity. The @-product Lt, ® L%, of two Orlicz spaces Lf, and Lt 
is the totality of all measurable functions on G x G that can be expressed as 
finite linear combinations of functions of the form /(t) g(s) where f(t) ¢ L}, and 
g(s) € LK. 

We shall treat inclusion relations between Lf, © L% and Lh or between 
L%, ® L%& and Lf. The main aim is to give some necessary and sufficient 
conditions for these inclusion relations in terms of -functions (Theorems 1 
and 6), in order to answer to the question: given two of the three, what is the 
condition for existence of the third in the prescribed inclusion relation (Theo- 
rems 2, 3 and 7) and to find the best possible in some sense (Theorems 4, 5 
and 9). 


§ 2. Preliminaries 
An 4 -function M (é) is said to be stronger than another N(&) (in symbol 
M (&) & N(é)), if 
~— N(aé) 


(12) heel ue <+” for some a>0QO. 





M(é) and N (é) are said to be equivalent, if they are stronger than each other. 
It is known (see [1] p. 130) 

Lemma 1. In order that L4,c L%& (as linear spaces), it is necessary and 
sufficient that M(é) & N(é). 

Thus the inclusion relation between two Orlicz spaces corresponds exactly 
to comparability between their -functions. 

Lemma 2. The totality of all Orlicz spaces (on G) constitutes a lattice under 
the inclusion relation. 


Proof. It is the same thing to prove that the totality of all -functions 
constitutes a lattice under the relation & modulo equivalence, because of 
Lemma 1. For two W-functions M(&) and N(&) their swpremum (under the 
relation €-) is given by the /#-function R(é) = Max{M(&), N(&)}. Since 
M (&) & Q(&) is equivalent to M(é) -3 Q(&) where M(é) and Q(é) denote the 
functions complementary to M(&) and Q(&) respectively, the infimum?) of 
M(é) and N(&) (under the relation) is given by the function complementary 
to the supremum of M (£) and W(é). 

As is seen in the proof, suprema are given in explicit forms, but infima in 
implicit forms (i.e. in terms of its complementary function). These circum- 
stances appear also in the next sections. 


An MW -function M (&) is said to be completely stronger than another N (é), if 


(13) km is < +00 for all «>0O, 





*) An explicit form of the infimum can be given in terms of its right hand derivative. 
But sometimes the explicit form of the complementary function is useful. 
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and is said to be essentially stronger than N (é), if 


- N(aé) 
14 = , 
(14) = Me 0 forall «>0 





We shall siate corresponding relations between two Orlicz spaces. Let Ey, 
denote the subspace of all such functions f(t) ¢ L%, that 


(15) f M[af(t)]) dt < +0 forall a>0O. 
G 


A subset A of L¥, is said to have uniformly continuous norms, if 
(16) F,cG@ limy(F,)=0 implies lim sup |/- x)= 0, 


where u(F,) denotes the Lebesgue measure of F, and y,(t) the characteristic 
function of F, (k = 1, 2, ...). It is known (see [1] § 10) that f(t) €¢ By, if and 
only if {f(¢)} has (uniformly) continuous norm in Ly. It is also known (see [1] 
§ 13): 

Lemma 3. (1) Jn order that L4, C Ey, it is necessary and sufficient that M (&) 
is completely stronger than N (&). 

(2) In order that the unit sphere of the Banach space Li, has uniformly 
continuous norms in L*,, it is necessary and sufficient that M(&) is essentially 
stronger than N (&). 

As a condition for comparison, we can state 

Lemma 4. In order that M (&) is essentially stronger than N (&), it is necessary 
and sufficient that there exists an NM -function R(&) such that M(&) & N{R(&)], 

Proof. The sufficiency is clear because of (3). Necessity. According to (14), 
we have 

lim N-*(M (&)] =o, 
jon g 


where N-1(é) is the inverse function of N(é). Put 


inf YU (n)) for €>1, 
r(€)= \nze ” 
E+ r(1) for 0<&<1. 


Then r(&) is non-negative, non-decreasing and supr(é) = oo. Finally put 
&>0 
\el 
R(E) =f r(n) dn, 


0 


then R(&) is clearly an #-function. By (6) we obtain 
R(é) S &-r(&) S N-*[M(8)] for 21, 


N[R(é)] S M(E) 
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§ 3. ©-Products of Orlicz spaces 

Let M(&), N(é), Q(&) and R(é) be #-functions. 

Theorem 1. Jn order that Li, © L&C Lh, it is necessary and sufficient 
that there exist a, y > 0 such that 
(17) , R(a&n) S M(E) + N(y) for E,n2y. 

Proof. Sufficiency. Let (17) be satisfied. According to (10), for f(t) « L% 
and g(t) ¢ LX there exists 8 > 0 such that 

{ MIBIO dt + f NIBg wat < +0. 

By monotony of #-functions, we have from (17) 


Rla Bf (t) g(t)] S M(y) + M[Bi(O)) + N(y) + N[69@), 
consequently 


J Bla Bie) g(t) at Ss 
<= M(y) w(@) + f M [Bf(t))dt + N(y) u(@) + f N[Bg(t)] dt < +00, 
i.e. f(t) g(t) € DR. 


Necessity. Let L}, © Lc Li. In order to obtain (17) it is enough to prove 
that there exists a positive integer k such that 


(18) R (=?) < 2*M(é) + 2*N(n) for £,n 2k. 


Suppose that (18) is not satisfied for any k. Then there exist sequences {&,} 
and {7,} such that &,, 4, = k and 


R (£2) > 2° (E,) + 2° (n) (e=1,2,...). 


Without loss of generality, we may assume that M(1) + N(1) > 0. Choose 
a sequence {G@,} of mutually disjoint measurable subsets of G such that 

_ m(@) (aH) + NW) e 
u(G,) = 2*{M(E,) + N(n,)} (k = a. +e o 


where y(-) denotes the Lebesgue measure. Put 
é,, if t € G, ’ 


$) ox © 
1m) git t? UG, 


and 
Nk if ¢ € G,, ’ 


o) om oo 
9) 0, # t2UG. 





Then we have 


f MUO] d+ f Nig@ at 


= SME) eG) + 3 Nn) w(Gr) 
~ =1 


= w(G) {M1 (1) + N(l)}< +0, 
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ie. f(t) € Lf, and g(t) ¢ LE. On the other hand, 
f(t) g(t) ned Ey, | 
[x| + dt = ZR mm) u(G,) > 
é 


> 2, 44M (8) + N(n)}e(G,) 


= 5 w(G) {M() + N()} = % A ee Sy) 


According to the definition (10), this means that /(t) g(t) € LR, contradicting 
the assumption. Q. E. D. 

By (7) and the inequality (8), the relation (17) is equivalent to each (and 
all) of the followings: 


(19) a&no = M(E) + N(m) + R(t) for §,7,C2 yn; 
(20) M (a, nt) < N(n) + RO) for 9,2 Ye, 
(21) N(a,¢&) < R(t) + M(é) for (,€2 ys, 


where M(é), N(&) and R(£) denote the functions complementary to M(é&), 
N(&) and R(é) respectively. Using (4), from (17) and (21) we can see that 
M(é) is essentially stronger than both R(é) and N(&). The following was 
obtained by M. A. Krasnosetsxku and Y. B. Rurricxm ([{1] § 13): 

Corollary. Jf there exists an N-function Q(&) such that R[Q(&)] 3 M(é) 
and R{Q(E)] 3 N(&) (where Q(&) denotes the function complementary to Q(é)), 
then L¥, © LEC Lh. 

In fact, by (2) and (8), we have (for some «, y > 0) 


R(até n) < R| 5 Q@ak) + 5 V2an)| = 
< ; R(Q(2aé)] + + R(Q(2xn)] <= M(é) + N(n) for §,n2 y. 


Theorem 2. Let M(é) and N(&) be given. In order that there exists an Orlicz 
space L}, such that L}, © L&C Lh, it is necessary and sufficient that the unit 
sphere of the Banach space L¥, has uniformly continuous norms in Ly where N (£) 
denotes the function complementary to N (&). 

Proof. The necessity is an immediate consequence of Lemma 3 and 
Theorem 1. Sufficiency. Let the unit sphere of L}, have uniformly continuous 
norms in L¥. By reason of Lemma 3 M (6) is essentially stronger than N(é), 
consequently by reason of Lemma 4 there exists an /-function R, (&) such that 
N [R,(é)] 3 M(é). Since N(€) is also essentially stronger than M(é) (where 
M(&) denotes the function complementary to M(é)), there exists another 
MN function R,(£) such that M([R,(&)] 3 N(é). Let Q(&) be the infimum of 
R,(&) and R,(&) (see Lemma 2). Then there exist «, y > 0 such that 


N[(Q(«é)] < M(é) and M[Q(«é)] < N(é) for 2 y. 
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n= f 50 ayn én, 


then R(&) is an #-function. By reason of (6) and (8), for &, 7 = y (say § => n) 
we have Ae 
M(&) + N(n) = N(Q(aé)] + N(n) = 


= n° Q(aé)=En- 408 2 = &q- SENET) & Rien). 


Thus (17) is satisfied, ae the assertion follows from Theorem 1. 
Q. E. D. 
Theorem 3. Let M(&) and R(&) be given. In order that there exists an Orlicz 
space Li, such that L}, © L¥c Lf, it is necessary and sufficient that the unit 
sphere of the Banach space L¥, has uniformly continuous norms in Lh. 
Proof. The necessity follows from Theorem 1 and Lemma 3. Sufficiency. 
As in the proof of Theorem 2, there exists an #-function Q(&) such that 


M() + R(n) = Q(En) for §,n=y, 


consequently by reason of (21), putting N (&) = Q(&) (where Q(é) is the function 
complementary to Q(&)), L¥ satisfies the requirement of Theorem 3. .Q.E.D. 

According to Theorems 2 and 3, under certain assumptions the existence 
of an Orlicz space L} (or L%) such that L}, © Li, c Li is guaranteed. Our next 
task is to show existence of the extreme in the class of such Orlicz spaces. Let 
®(L},, L&) denote the class of all Orlicz spaces L} such that Lt, © LEC Lh. 

Theorem 4. Let M(&) and N(&). be given. If D(Lf,, L%) is not empty, there 
exists the minimum in it under the inclusion relation. 

Proof. Put wa 

Q(é) = 4 {M(€ )— N(n)}, 
n 


where M(£) denotes the function complementary to M(é). Since D(L¥,, Lf) 
is not empty, by reason of Theorem 1 N (6) is essentially stronger than M (é), 
hence 

Q(é) < + forall 20. 
Since M(é n) is convex with respect to & (for every 7), Q(&) is also convex and 
Q(0) = 0. Further we have ; 

im 2) > ME) N(\)\_ 
| Hin SP dim (AP 

Thus Q(é) is an /-function and from the definition 


M (En) < N(n) + Q), 


consequently by reason of Theorem 1 L§< D(Liy, Li), where'Q(é) denotes the 
function complementary to Q(é). On the other hand, by reason of (20), for 
every LE € D(L%,, L%) we have R(é) & Q(é), where R(é) denotes the function 





ac 
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complementary to R(é), hence R(é) 3 Q(é). By Lemma 1, Ds is the minimum 
in D(L%,, Lh). 

Let § (L%,, LR) denote the class of all such Orlicz spaces L} that 
Lh, © LEC Lh. 

Theorem 5. Let M(&) and R(&) be given. If F(L%, Lh) is not empty, there 
exists the maximum in it under the inclusion relation. 

Proof. By reason of Theorem | Lf ¢F(L¥y, Lj), if and only if L¥< D(L4, Li), 
where N (é) and R(é) denote the functions complementary to N(&) and R(&) 
respectively. Hence by reason of Theorem 4 the maximum L@ in it is given 
by the function 


Q(&) = sup {R(E y) — M(n)} . 
n>0 


§ 4. @-Products of Orlicz spaces 
It is known (see Corollary 2 below) that for every two Orlicz spaces L}, 


and L% there exists such an Orlicz space L} (on G x G) that Lt, @ L%c iz. 
In this section we obtain necessary and sufficient conditions for M(é), N (&) 
and R(é) in order that the above relation holds. 


Theorem 6. In order that Lt, @ L% c Lf it is necessary and sufficient that 
there exist a, y > 0 such that 


(22) R(afn) < M(g)N(n) for & n=. 


Proof. Sufficiency. Let (22) be satisfied. For /(t) ¢ Lj, and g(s) € Lh, 
according to (10), there exists 6 > 0 such that 


J MIB) at + [ N(Bg(e)) as < +00. 


By (22), we obtain 
R [a B*f(t) g(s)] < {M(y) + M[BS(O)Y} {LN (y) + N [BG (s)}} 


hence by Fubini’s theorem 
f f PIzPIO aie) dtds s 
S {My) u(G) + f MBI) 4 \V(n) u(@) + f N{B9(e)} ao <0, 
i.e. f(t) g(s) € LE. 
Necessity. Let Li, @ L%<c LR. To obtain (22), it is enough to prove that 
there exists a positive integer k such that 
(23) | R (52) < 2*M(£) N(n) for &n=k. 


Suppose that (23) is not satisfied for any k. Without loss of generality, we may 
assume that M(1) N(1) > 0. Then there exist sequences {f,} and {n,} such 
that &,, m, = k and 


R (£7!) > 2*M(E,) N(m) (b= 1,2,...). 
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Choose two sequences {F,} and {G,} of mutually disjoint measurable subsets 
of G such that 


M(1)pu(@) 
HP) = SMe) 
and 
N (1) u(@) 
L(G) = NG) (k= 1,2,...). 
Put 
é:; if tcF,, 
t) = © 
HO=) 9 is tt UF, 
and 


Nk> if s€G,, 
WO) oo, it sé.U G,. 


Then we have 


f{ MUM) at + f Nig) ds 


= & ME) u(F;) + 2 N(m) #(G,) = w(@) {M (1) + N(l)} <0, 


i.e. f(t) € Lf, and g(s) €¢ L%. On the other hand, 
f(t) 9(s) 
[ fr [ez] dtds= 
G G 


R ( “| HF) w(G,) > DME) N(n) w(Fd u(@) 





IV 
Me 


x 


= 5 Ml) Nl) 4(@) =00 (k=1,2,...), 


contradicting f(t) g(s)<« Lf. Q.E.D. 
Next we shall prove « relation dual to (22). 
Lemma 5. In order that (for some «, y > 0) 


(22) R(a&n) = M(é) N(n) for E,n2y, 
it is necessary and sufficient that (for some a’, y’ > 0) 
(24) R(x’ En) = M(é) N(n) for &,n2y¥’, 


where M(&), N(&) and R(&) denote the functions complementary to M(&), N (é) 
and R(é) respectively. 
Proof. Necessity. Let (22) be satisfied. ‘Then by (6) we have 


zener (“$2) < En-m(g) n(n) for En zy, 
i.e. 


r (282) < 2mted mind 
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ht 
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where m(&), n(&) and r(&) denote the right hand derivatives of M(&), N (é) and 
R(é) respectively. Putting &’= m(&) and »'=n(n)*), and using (9) with 





o. SR 
&e= 7 r=35 
we obtain 
a—/(f\_/79 2f'n 
r[$m(S)a(t)] Ss a , 
consequently 


=f 0 \ (9 2&'n 

m(5)a(Z) s 27 (7E" = -), 
where m(£), 7(€) and #(£) denote the right hand derivatives of M(é), N(é) and 
R(&) respectively. By (6) we obtain 
M(5)-¥(% -) = B(“£) for §& = m(y), 1 2 n(y). 


From this we can easily obtain (24). 
Sufficiency. Let (24) be satisfied. By (6) we have 


En-m(E) n(n) S 40’ En - F(40’ En) for &,n2y’, 
i.e. 

BOR = Fhe’ En). 
Putting = m(&) and n’= 7(n), by (9), we obtain 


Sn’ 


ST < F[4a!- m(E') n(n')}, 
again using (9) with e = ae we have 


r (S27) < 4a’m(e’) n(n’). 
Finally by (6) we can conclude 
R(S7)< MQE)N(Qx) for & = wily’), 1 = Ry’). 


From this we can easily obtain (22). Q. E. D. 
Corollary 1. The function defined by 


Q(g) = AON 


is an WN -function and its complementary ei, Q(&) satisfies (22) together with 
M (&) and N(&) (Q(&) instead of R(é)). 








*) For every /-function M(&) we may assume, without loss of generality, that its 
right hand derivative is strictly increasing and — for sufficiently large values, 


because the / -function M, (&) defined by M,(&) = [+p Me) d& is equivalent to M(£) and 


M(Eé) . 


F is strictly increasing and continuous for sufficiently large &. 





its derivative 
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Proof. Q(&) is an W -function (see [1] p. 64). In view of (4) and the definition 
one has 


Ate), NEM & He N(n) for &,n21, 


QE n) =—, 
so that the assertion follows from Lemma 5. 

Corollary 2. For every two Orlicz spaces L¥, and L%, there exists an Orlicz 
space L} on G x G such that Lf, @ L% c Lh. 

In fact, by Corollary 1, we may take R(é) = Q(é). 

M. A. KrasnosEtsku and Y. B. Rutricki ([{1] § 13) used, as R(é), the 
function complementary to one of M[N(é)] and N[M(é)]. Since Q(é) 
3 M([N(é)] and Q(&) 3 N[(M(é)], our result is a refinement of theirs. 

According to Corollary 2, the existence of L% imposes nothing upon the 
relation between L}, and Lf. But there exists some connection between Lf, 
and Lf. 

Theorem 7. Let M(E&) and R(&) be given. In order that there exists such an 
Orlicz space L¥, that Lt, @ L% c Li, it is necessary and sufficient that Lt, C Ep. 

Proof. Necessity. Let such a L¥, exist. Then by Theorem 6 there exist a, 
y > 0 such that 

fim ye) < N(an) < +00 forall n2y, 


&—>00 


this implies that M(&) is completely stronger than R(&), consequently by 
Lemma 3 Lf, c Ep. Sufficiency. Let Li, c Zp. Without loss of generality, 
we may assume that J/(1) > 0. Put 


Then by Lemma 3 N(&) < + coand N (6) is an.#-function. From the definition 


follows 


R(En) = M(&) N(n) for §,,7 21, 


so using Theorem 6 we get L4, @ LE < Lt. 

Theorem 8. Let M(é) and R(&) be given. If there exists at least one Orlicz 
space L%, such that L%, @ L% < Ly, then in the class of all such Orlicz spaces 
(on G) there exists the maximum under the inclusion relation. 

In fact, if N(&) is defined as in the proof of Theorem 7, then L*, is the 
maximum. This follows from Theorem 6. 

Let &(L4,, 1%) denote the class of all such Orlicz spaces Lf (on G x G@) that 
Lh, @ LE c Lf. 

Theorem 9. Let M(&) and N(é) be given. Then there exists the minimum in 
¢(L},, L&) under the inclusion relation. 

Proof. If Lt ¢ T(L%, L&), by Theorem 6 and Lemma 5 there exist «, 
y > 0 such that 


R(aén) => M(é) N(n) for §,n=y, 





ow 2 


8 
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where M(£), N(&) and R(é) denote the functions complementary to M(&), 
N(é) and R(&) respectively. Without loss of generality we may assume that 
y = 1. Then we have 

R(aé) = M(n) ¥ (=) for 1<n<€. 
Put 

— = £ 
Q(é)= sup M(n) N(—). 
1s 4 é 7 ( ” 


First we shall prove that Q(£) coincides with an /-function for sufficiently 
large €. The only difficult part is the proof of convexity of Q(é). First of all we 
shall prove continuity of Q(&). Q(é) may be written in the form 


~ rat — 7 ee ae: 
Q() = sup H(B(E—1) + 1) [se]: 


The continuity of Q(&) follows easily from the fact that both M(é) and N(é) 
are uniformly continuous on every closed interval of the real line. For every 
& = 1 there exists 7 such that 


Lsnsé and Q()-- M(n)N(<). 


Let 6(€) be the maximum of such yn (for £). The upper semi-continuity of 
6(&) follows easily from its definition and the continuity of Q(&). Now we shall 
prove convexity of Q(&). Let 


1s §&<€& and §&= + {ht &,}. 
Suppose that 
Q(Eo) > 5 (QE) + QUEs)} - 
Among the & with §, s § < &, and 


Q(E) = «Q(é,) + (1— a) Q(E,), 
where & = a&,+ (1 — a) &,, there exists the maximum (denoted by &,), because 
Q(&) is continuous. Similarly among the § with & < § <= &, and 


Q(é) = «Q(é,) + (l— a) Q(E,) , 
where = «§,+ (1— «)&,, there exists the minimum (denoted by &,). From 


the assumption we have &,< & < &, and Q(&) > «Q(&,) + (1 — «) Q(&,) for 
&,< & < &, where & = «&,+ (1 — a)&,. On the other hand, we have 


O(—E)< & for &,<&<§,, 
because otherwise ca = 
Q(é) = M(é) Nil) s 
< «aM (é,) N(1) + (1— a) M(&,) N(1) < «Q(é,) + (1— a) Q(E,), 


leading to a contradiction. By reason of upper semi-continuity of 6(&) for 
every € in the open interval (&,&,) there exists an open interval J(&) 
= {n; | — | < e} such that 

O(n) <&—e for all » €I(&). 


Math. Ann. 140 14 
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Let , m2 € 1(€) and y= + (7+ 12), then by reason of the definition of 6(é) 
we have 


Q(no) = H(6(n)1-¥ [4225] = 


5} MO(n) -¥ [gs] + Moin - ¥[g75] = 


< F{Q(m) + Qn}. 


because 6(») < 7, 72. Thus Q(&) is convex in the interval J(£), consequently 
it is convex in the interval (é,, €,). Using continuity of Q(¢), we can prove 
convexity of Q(&) in the closed interval [&,, &,], contradicting the assumption. 
Thus Q(€) is convex. Since Q(& y) = M(é) N(n) for &, 7» = 1, as in Lemma 5 
we can prove that the function Q(£) complementary to Q(&) satisfies (22) 
together with M(é) and N(&) (Q(&) instead of R(&)). On the other hand, for 
any MW-function R(&) such that i 3 € &(L¥,, LX) there exists « > 0 such that 


R(aé) = Q(é) for 21, 


where R(&) is the function complementary to R(£); consequently R(£) -3 Q(é). 
Thus by Lemma | and Theorem 6 [5 i is the minimum in ¢(L4,, L}). 
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The Second Theorem of Consistency in the Theory 
of Absolute Riesz Summability 
By 
B. N. Prasap and T. Part in Allahabad, India 


1.1. Definitions. Let 2c, be a given infinite series, and A, a positive 
steadily increasing, monotonic function of n, tending to infinity with n. We 
write 

C,(w) = C8 (w) * le i 


=o 
and 


Cio) = DY (w—A,)", =r f C(t) (@—t) dr (r>0). 
‘An So Ay 
The series 2c, is said to be summable by Riesz means of “type” A, and 
“order’’ r, or summable (R, A,,, r), r => 0, to sum C, if 


Ci(w)/w" > C, 
as w —> co), 
The series 2c, is said to be absolutely summable (R, A, r), or summable 
|R, A,, r|, r > 0, if 
C5 (w)/w" € BV (h, co) , 
where h is a finite positive number?). 


1.2. Introduction. The following consistency theorem, called the “‘first 
theorem of consistency” for absolute Riesz summability was established by 
OBRECHKOFF®). 


Theorem A. If an infinite series 2c, is summable |R, A, x|, x = 0, then 
2c, is also summable |R, A, x’| for every x’ > x. 

The result of Theorem A amounts to the assertion that the “effectiveness” 
of an absolute Riesz summability process increases along with the order, if the 
type remains unaltered. There naturally arises the question as to whether 
anything can be asserted about the relative effectiveness of any two given 
Riesz methods of absolute summability, of which the types are different while 
their orders are identical. The first result which provides an answer to such 


1) Rresz [13]. 

*) OprecuKorF [7], [8]. By “f(z)€ BV(h, k)” we mean that f(z) is a function of 
bounded variation in (h, k). When the variable with respect to which bounded variation 
holds is emphasised, BV is followed by the corresponding letter as suffix, as in 
“f(x, t) € BV,(h, ky”. 

*) Osrecuxorr [7], [8]. 

14* 
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a question is a theorem of CHANDRASEKHARAN‘), which is the direct analogue 
of Harpy’s well-known “second theorem of consistency’), for absolute Riesz 
summability, in the case of positive integral order. In 1954 Pati extended the 
scope of applicability of the second theorem of consistency for absolute 
summability by establishing 

Theorem B*). If g(t) is a non-negative, monotonic increasing function of t 
fort > 0, steadily tending to infinity as t + oo, such that, for positive integral x, 
g(t) is a (x + 1)th indefinite integral’) for t > 0, and 


(1.2.1) tp (t)/p(t) € BV(h, co) (r=1,2,...,x), 


for some finite positive number h®), then any infinite series which is summable 
|\R, A,, *| is also summable |R, ¢(A,), x}. 

The more abstruse case in which the order of summability is positive and 
non-integral was next treated by the present authors®) who established the 
following theorem. 

Theorem C. If q(t) is a non-negative, monotonic increasing function of t 
for t > 0, steadily tending to infinity as t + co, such that g®) (t) is a monotonic 
non-decreasing function for t > 0, p(t) is a (k + 2)th indefinite integral for 
t > 0, where k is the integral part of x (assumed non-integral), and 


(1.2.2) tg (t)ip(t) € BV(h, co) (r=1,2,...,k 41), 


then any infinite series which is summable |R, A,,| is also summable 
|R, p(An), %|- 

Both these theorems were further generalised by the present authors®) in 
the form of theorems in which the conditions (1.2.1) and (1.2.2) were replaced 
respectively by the less stringent sets of conditions: 


t p™ (t)/p(t) € BV (h, 0) 


saan (vintegeal) (1 re et cB (h,oo)") (r= 1,2,..., x) 


and 
{t gp (t)/p(t) € BV (h, co) 


2. -i l 
(1.2.4) (* non-integral) | tp (t)/p(t) €B (h, co) (r= 1,2,...,841). 
More recently, Gua has obtained!) two second theorems of consistency 
for absolute Riesz summability, one for positive integral order x, and the other 


for positive non-integral order. In the first of these theorems he assumes only 

*) CHANDRASEKHARAN [2]. 

5) Harpy [4]. 

*) Patt [9]. 

*) In this paper all integrals are to be construed in the sense of Lzepzseus. 

*) Throughout A denotes some finite positive number, not necessarily the same at 
each occurrence. 

*) Prasap and Part [11]. 

10) PrasaD and Part [12]; this is the abstract of Chap. III of Patt [10]. 

1). By “f(z) € B(h, k)” we mean that /(x) is bounded in (h, k). 

12) Guua [3]. 
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the condition: 

(1.2.5) &* p (t)/p(t) € B(h, co) , 

which, as he has demonstrated"*), necessarily implies that 
ip (t)/p(t) € B(h,oo) (r= 1,2,...,x—1). 


However, the hypotheses in Guha’s second theorem of consistency for 
absolute Riesz summability of non-integral order are of a rather complicated 
and involved character. 

The object of the present paper is to obtain, in the form of Theorems 1 
and 2, further refinements of our Theorem C, by replacing even the conditions 
(1.2.4) by the less stringent condition (2.1.1). Theorem 1, which is our main 
theorem, is free from any assumptions whatsoever regarding the monotonicity 
of p(t). Theorem 2, in which gm (¢) is assumed to be monotonic non-decreas- 
ing, as in Theorem C, follows from Theorem 1 in conjunction with a result 
(Lemma 9 of this paper) which we had established in the course of the proof 
of Theorem C. 

2.1. We establish the following theorems. 

Theorem 1. If q(t) is a non-negative, monotonic increasing function of t for 
t > 0, steadily tending to infinity as t + co, p(t) is a (k + 1) th indefinite integral 
fort => 0, k being the integral part of x (assumed non-integral ), 

2.1.1) tk +1 g(t + (t)/@(t) € B (h, 00) 

for some finite positive h, and, uniformly in 0 < v < 1 and s > 0, 

(1 — v)t k+1—« {¢(s + vt)}*+! 
t) — o(s + vt) foe + oye £ BV1(0~), 
then any infinite series which is summable |R,i,,x| is also summable 
|R, p(A,), *|. 

Theorem 2. Jf g(t) satisfies the same conditions as in Theorem 1, with (2.1.2) 
replaced by: 

(2.1.3) gy (t) is monotonic non-decreasing , 





(24.2) A(s, », t) aT: 


then any infinite series which is summable |R,A,,x| is also summable 
\R, p(A,), *|- 

2.2. It is evident that the truth or otherwise of these theorems depends only 
upon the behaviour of g(t) for sufficiently large t. We may, therefore, alter 
y(t) in any finite range in any convenient manner, and may suppose without 
any loss of generality that h = 4,= 0, and that g(t) is a (k + 1)th indefinite 
integral for t > 0 (instead of only for sufficiently large t) such that g(0) = 0. 

2.3. We shall require a number of lemmas for the proof of our theorems. 

Lemma 1"*), J/ k is a positive integer, then 


C,(c) = a (%)" Ck(a). 


8) Gua [3], Lemma 4. 
4) Harpy and Riesz [5]. 
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Lemma 2"). The nth derivative of {f(x)}" is a sum of constant multiples of 
terms of the type: 


n 
{f(x)}"" I {f (x)}* , 
p= 
where r = n and the a’s are positive integers or zeros such that 
a @&=t; 2 4,=8. 
v=1 1 =1 


Further, if m is a positive integer, then 0 <r < m. 
Lemma 3"*). Jf n is a positive integer, w(t) is a monotonic increasing function 
of t for all sufficiently large t, and 


i" p) (t)/p(t) < B(h, 00) , 
then 
t” yp) (t)/p(t) € B (hk, co) (r= 1,2,...,n—1]). 
Lemma 4”), J} 


G(x) = f E(x, u) g(u) du, 
then 
f \aq(x)| < Bound {6m ul + f dee (2, vl F lo(w)| dw. 
a acu u a 


Lemma 5"*). Jf 6 = 0, 
G(a) € BV (6, «) 
and, uniformly in t = 6, 


" 
f en, 2) do € BV,(z, 0) , 
then 
is 
[ Ge) y(n, 2) do € BV (6, 0). 
é 
Proof. Integrating by parts, 


" . n " o : 
{ G(c) p(n, «) do = G(n) P| p(n, t) a-—f a o)( f p(n, t) it) do. 


The first term is, by hypotheses, a function of bounded variation over (6, 00). 


Thus, setting 
vin o)= f (nt dt, 
we have only to show that 


" 
x(n) = f (0) y(n, 0) do € BV (6, 00) . 


15) pE LA VALLEE Poussin [15], p. 89. 

1%) Guua [3], Lemma 4. 

1”) TatcHELy [14], Lemma 1 (i). 

18) Pati [10], Lemma 3 of Chap. II; for some other general researches in this line, 
reference may be made to Bosanqust [1] and Knorr and Lorentz [6]. 
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Now, appealing to Lemma 4, we readily have 


F ldx(a)| = Bound {iv oll + f ldyy(n, ait 16% (0) do 











~ Bound {| f #10. a Flas Pn, t) at) F |@% (a)| do 
Since 
f pe, t) dt € BV,(4, 00) , 
we have : 
I pC, t) dt € B,(6, c) . 
Also . 


o 1" n 
{ vn tat = J ont) dt—f o(n,#) dt. 


By hypothesis, the first term is of bounded variation over (d, co). Also the 
second term is of bounded variation over (¢, 0c) uniformly in ¢ > 6. Hence, 
uniformly in o > 6, 


/ y(n, t) dt € BV, (a, 0) . 


Therefore 


oo go 


f \dz()| = K f \@%(o)| do < K’<0, 
é é 


since G(a) € BV (6, co). This completes the proof of the lemma. 
Lemma 6. If uniformly in 0 < v <1 ands>0 


(i) A(s, v, t) € BV,(0, co) , 
and 
(ii) t p™ (t)/@(t) € B(O, oo) , 


then, uniformly in s' > s > 0, 


" ‘ 
JF (7, 8’) = win J ten — (a)}*-*-* {py (a)}* +1 F(a, 8) da € BV,,(8', 00) , 


where 
YW (a, 8) = s*(o — 8)*-* (a> 8). 
Proof. Since ¥ (a, 8) is not defined for o = 8, we define ¥ (s, 8) as lim ¥ (7, 8), 
n—+8 


which is known’) to be finite under the hypothesis (ii). We now observe that, 





%) Prasap and Part [11], Proof of (3.17), p. 131. 
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with o = s'+ (n — 8)», 
> 1 
fe Fens)  [ era or-rréer 
i [(2\{_on—2) Ff (ne) (0) yt 
x fial(>) ares ae 8 loa ee 2) ” xX 


x {pM (8° + ao} {p(n} -*] 


Putting, now, »—s’=¢t and observing that, uniformly in s’ > s>0 and 
0<v<l, 











8 \* / vt x—k 
(5) (ase) «BM. 0), 
we obtain the result of the lemma by appealing to the hypothesis that, uni- 
formly in 0< v < 1 and s > 0, A(s, v, t) € BV,(0, 00). 
. Lemma 7.”°) For x > 0, k = [x], 


: Pk +1) ’ yur 
= Tey yet 1) [+f oc de “C7 (s)} ds + 





+ J Y (0, 8) 4, {s-*Cx(s)} de], 
where 
D(a, 8) = f u*-1(o — u)*-*du (o = 8) 


and 
YW (oc, 8) = s*(o — 8)*-* (o>). 


Lemma 8.*") Uniformly in s > 0, for x > 0, k = [x], 
x feo u)*-*du € BV,(8, 0) . 


Lemma 9**), Ij g(t) is a non-negative, monotonic increasing function of t for 
t > 0, y® (t) is monotonic non-decreasing for t => 0, and t p™ (t)/ p(t) € B(0,00), then, 
uniformly in 0 < v < l ands > 0, 
A(s, v, t) € BV,(0, oo) ° 
2.3. Proof of Theorem 1. 
By. hypothesis 
(2.3.1) C7 (n)/nX€ BV (0, co) . 


*°) TaToHE.y [14]. 
™) Prasap and Patt [11], Proof of (3.14), p. 131. 
-™) This result is the same as (3.19) of Prasap and Patt [11]. 
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We have to show that 


1 d . 
(o(m)* J csvorde torn — 9(a)}*do € BV (0, 00) , 


or, whai is the same thing, by Lemma 1, 
” 
1 d \k d 
(2.3.2) war J (35) Cit) go {(n) — v(o)}*do € BV (0, 0). 


Integrating by parts the integral in the last expression k times, we obtain 
as the result of integration a constant multiple of 


1= f C4) Din,0) do (Din, 0) = (-)** fom —9(o)}). 
0 


Now, by virtue of Lemma 7, we see that in order to establish (2.3.2) we 
need only prove that 


n o 

1 ‘O(o,s) a, 

cata | Penedae | Wa, 2) de % “Ci(8)} de € BV (0, ~), 
0 

that is to say, 


n n 
1 d P(c, 8) 
(o(n)¥ / ada {e*Ci(o)} ds / Wo, 2) Dim 0) da € BY (0, 00). 

cy) o=s 
Hence, by virtue of Lemma 4 and (2.3.1), it is sufficient to show that, uniformly 
ins> 0, 


” 
(2.3.4) T(m,8) 1 D(a, 8) 
(2.3.5) I,(n,8) or | Pe,s) D(n,a) do € BV, (8, 00) . 


We proceed to prove these. 
Proof of (2.3.4). 


» o* 
om Pe oe “x—1 ana k—- 
I, (9, 8) = wine J DCm a) do fe (o—u)*-*du 


” o 
1 l 
wing, femmes fere—wrran)ae. 


Hence, by Lemmas 8 and 5, it is sufficient for the proof of (2.3.4) to show 
that, uniformly in r > s > 0, 


1 
tony 


(2.3.6) foe a) do € BV,(t, 0) . 
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To prove (2.3.6) we observe that, by integration by parts, 
" 
: 7 ey i 
{p(n)* [ope 0) do = omy [> (a5) {~(n) — 9(o)} I 


» 
k d \k 
— coca | *-* (Ze) {y(n) — p(o)}*do. 


The first term equals a sum of constant multiples of terms of the type: 
1 k 
ap «perenne aii x—f?T (n) an 
$ (0) = Toone elm — pep" IT {9 (x)}** , 
where r < k, and the a’s are positive integers or zeros such that 


' k 
0< Da=-rsk; Jva=k. 








v=] v=1 
We have 
= _i p(t) x—T git) r & t™ p™ (7) \a 
é(n) =(1 a) (Sy) T| om) f° 


Evidently, uniformly in t = s > 0, 
&(n) € BV (rt, 0), 
since, uniformly in t > s > 0, 
t" p™ (t)/p(t) € B (8, 00) (n= 1,2,...,&) 


‘by virtue of the hypothesis (2.1.1) dnd Lemma 3. 
Thus, for proving (2.3.6), we need only prove that, uniformly in t 2 s > 0, 


” 
1 d \k 
Tom foe(Z) {~(n)}— y(o)}*do € BV,,(t, 00). 


t 


By successive repetition of the same argument, we finally need only show that, 
uniformly in t-=> s > 0, 


n 
1 d 
ur | x lon p(o)}"do € BV, (t,o), 
which is evidently the case. 
Proof of (2.3:5). 
We have 
D(n, o) = a sum of constant multiples of terms of the type: 


k+1 . 
{p(n) — y(o)}*-" IT {p™ (a)}**, 


where r < x, and the a’s are positive integers or zeros such that 


k+1 k+1 
> %4=r<xe; J va=—k+1, 


71 v=1 
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and the term: 
vip (n) — pla)}-*-*{g (a)}**?, 
where y is a certain fixed constant independent of g. Now, let us write 
Q(n, 0) = D(n, 6) — p(n) — la)y-*-{ 9 (0)}**. 
Then it suffices for the proof of (2.3.5) to show that, uniformly in s > 0, 
I (n, 8) = 


2.3.7 A 
gras. oF [oo — 9o@y-feM oy PO, s)da € BV, (8,00) 


and 


(2.3.8) J (n, 8) = fav a) P(c, 8) do € BV,,(8, co). 


via 





For the proof of (2.3.7), we appeal to Lemma 6. We now have only to prove 


(2.3.8). 
Proof of (2.3.8). 
We have, by integration by parts, 


a D 
1 8) = EET eR MO — OF O(n, 0) — 





" 


— ——— it. — weaen 4. 
+ 1—%) OD ie opfivi~* Tg (0,0) do 
epee d 
otk +1-* — 
(e+ year f (0 de 2(n, 0) do. 


Since, uniformly in s > 0, 
k+1—x 
(1—=) " “€ BV, (8, 2) , 


it suffices, by Lemma 5, to show that, uniformly in t = s > 0, 


n 
d 
(2.3.9) J,(8,t, ) = fo ee 2(n, 0) do € BV, (rt, 00). 


_ 
p(n)" 
By integration by parts, 


J1(8, 7, )"= Teepe [ot +1-* Q(n, 0)? — 


s* —. 
—(k + 1—.x) wow J 2Q(n,a)do. 
The first term equals 


8% ~ » aid m : 
am rie TP ae — x—? n om 
foi * {e(n)— ple)" IT {9 (x)}* 
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where r < x, and the «’s are positive integers or zeros such that 


k+l k+l 
dj %&=r<x; DPD va,=—k+1, 
v=] v=1 


and, therefore, takes the form: 
x x— rk n an 
—(0-S5)" (Say BEY. 


which, by virtue of the hypotheses and Lemma 3, is of bounded variation 
over (t, co) uniformly int > s > 0. Thus in order to prove (2.3.9) it is sufficient 
to show that, uniformly in t = s > 0, 








" 
a om k—x 
(2.3.10) lem" Je D(n, 0) do € BV, (t, «) 
and 
(2.3.11) J (8, T, 4) = 


n 
= aI foo cael y(o)}*-*-} {p™ (a)}*+ ldg € BV, (r, oo) : 


‘To prove (2.3.10), we observe that, uniformly int > s > 0, s*/o*¢€ BV,(r,00). 
Hence, by Lemma 5, it suffices to show that, uniformly in t > s > 0, 


n 
1 
wor J oe oc) da € BV, (ct, co) , 


which is the same as (2.3.6), and has already been proved. 
Next, to prove (2.3.11), we observe that 


J (8, t, 0) = wor | oe tY—*{p(9) — pla) }*-*- {p™ (a)}*+* x 
x (=) t™(o—t)*-*do 
7” aur f ty (1 —s)\~ {(m) — p(a)}*-*-{p (a)}* +? (a, 1) do . 


t 


Since, uniformly in t 2 s > 0, 


(2) 0-3)" carat. 


by Lemma 65, it is enough to show that, uniformly in tr’ => t > s > 0, 


ac va {(n) — 9(o)}*-*- {gy (0)}*+1 P (a, t) do € BV,(2’, 20) . 


Since this holds by virtue of Lemma 6, the proof of Theorem 1 is complete. 
2.4. Proof of Theorem 2. 
Theorem 2 follows immediately from Theorem 1 by an appeal to Lemma 9. 
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Dualisierbare Kurven im R, 
Von 
HERMANN KUnneTH in Erlangen 


Eine ebene dualisierbare Kurve lat sich auffassen als Punktkurve und als 
Tangentenkurve, d.h. als einparametrische stetige Punktschar und als ein- 
parametrische stetige Geradenschar; aus gewissen Satzen, die fiir die Punkt- 
kurve gelten, erhalt man richtige Satze fir die Tangentenkurve, wenn man 
Kurvenpunkt und Kurventangente, Vereinigung und Durchschnitt vertauscht. 
Aus der Punktkurve kann man die Tangentenkurve erhalten und umgekehrt. 

Bei Kurven im n-dimensionalen Raum R, treten neben den Punkten und 
(mn — 1)-dimensionalen Schmieghyperebenen auch noch die r-dimensionalen 
Schmiegriume auf (0 < r <m»—1). Man wird also von einer dualisierbaren 
Kurve im &, verlangen miissen, daB sich Satze tiber die Kurve entsprechen 
bei Vertauschung von k-dimensionalen Schmiegraumen mit (n — k— 1)- 
dimensionalen Schmiegraumen, wobei die Punkte als 0-dimensionale, der 
Raum R, und die leere Menge als n-dimensionale, bzw. (—1)-dimensionale 
Schmiegraume zu bezeichnen sind, und bei Vertauschung von Durchschnitt 
mit Vereinigung und umgekehrt. AuBerdem soll fiir jeden Wert von k 
(0 < k < n—1) aus der einparametrischen stetigen Schar der k-dimensionalen 
Schmiegraume die Punktkurve und alle ibrigen Schmiegraumscharen erhalten 
werden kénnen. Die Schmiegraumscharen miissen daher gewisse Grund- 
relationen erfiillen, wenn die Kurve dualisierbar sein soll (1)'). 

Die Kurve besteht hier aus den n einparametrischen stetigen Scharen ihrer 
k-dimensionalen Schmiegraume (0 < k < n — 1). Werden diese Scharen durch 
einen r-Raum £,*) geschnitten, der fremd ist zu den (nm — r)-dimensionalen 
Schmiegraumen der Kurve, so erhalt man die ,,Spur der Kurve in £,, die 
auch eine dualisierbare Kurve ist (4). Projiziert man die Kurve aus E,, so 
erhalt man den die Kurve aus EZ, projizierenden ,,dualisierbaren“‘ Kegel (5); 
wird dieser durch einen s-Raum F, geschnitten, wobei s <n—r, und die 
Vereinigung aus EZ, und F, fremd ist zu den (n — r— s — 2)-dimensionalen 
Schmiegraumen der Kurve, so erhalt man die Projektion der Kurve aus £, 
in F,. Diese ist auch eine dualisierbare Kurve (6). 

Als elementare Singularitéten treten die k-dimensionalen Riickkehrstellen 
der Kurve auf (0 < k < n—1). Dabei wird eine Spitze als 0-dimensionale 
Riickkehrstelle bezeichnet. Die Kurve hat an der Stelle ¢ eine k-dimensionale 

1) Zahlen in runden Klammern verweisen auf die Unterabteilungen der Arbeit, Zahlen 


in eckigen Klammern auf das Literaturverzeichnis am Schlusse der Arbeit. 
%) Unter einem r-Raum sei ein linearer r-dimensionaler Unterraum von R, ver- 
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Rickkehrstelle, wenn ihre Spur in einem (n—k)-Raum £,_, an der ent- 
sprechenden Stelle, d. h. im Schnittpunkt des k-dimensionalen Schmiegraumes 
S,(t) mit Z,_,, eine Spitze hat (7). Eine Stelle zihlt als m-fache Riickkehr- 
stelle, wenn sie fiir m Werte von k k-dimensionale Riickkehrstelle ist. Als nicht 
‘elementare Singularitéten kénnen nur Haufungsstellen von k-dimensionalen 
Rickkehrstellen auftreten. 

Wenn man die elementaren Singularitiéten charakterisiert durch die ,,ver- 
mittelnden signierten Permutationen“ nach Denx-Havurrt [1], so erhalt man, 
da die dualisierbaren Kurven differenzierbar sind, keine Permutationen, 
sondern nur eine Folge von n + 1 Vorzeichen (+ und —). Eine Stelle ist genau 
dann k-dimensionale Riickkehrstelle, wenn die Vorzeichen an der (k + 1)-ten 
und (& + 2)-ten Stelle in der Signatur gleich sind (8). 

Ein Teilbogen einer dualisierbaren Kurve im R,, der m Riickkehrstellen 
enthalt, wobei jede Riickkehrstelle mit ihrer Vielfachheit gezihlt wird, und 
dessen Lange durch gewisse Bedingungen eingeschrankt ist, hat héchstens die 
Ordnung m + n, ist also, wenn von Riickkehrstellen frei, ein Bogen n-ter 
Ordnung (9). 

Da die singuléren Stellen in einer dualisierbaren Kurve nirgends dicht 
liegen, ist eine dualisierbare Kurve im R, abgeschlossene Hiille einer Ver- 
einigung von abzahlbar vielen Bogen n-ter Ordnung. 


Wie Denx-Havprt bewiesen haben [1], hat jede elementare Stelle einer 
differenzierbaren Kurve mindestens die Ordnung m + n, wenn in der Signaturm 
Vorzeichenfolgen vorliegen. Eine dualisierbare Kfirve im R,, hat daher in einer 
elementaren Stelle die Ordnung m + n, wenn die Stelle fiir m Werte von k 
k-dimensionale Riickkehrstelle ist. 


In Analogie zu den Halbtangenten, aufgefaBt als Teilmengen von Punkt- 
reihen, also als ,,0-dimensionale Halbschmiegscharen‘, erhalt man ,,k-dimen- 
sionale Halbschmiegscharen“ (0 << k < n—1), die aus k + 1 Halbbiischeln 
von k-Raéumen bestehen. Eine Stelle ist k-dimensionale Riickkehrstelle, wenn 
ein bestimmtes Halbbiischel der vorderen k-dimensionalen Halbschmiegschar 
in dieser Stelle mit dem entsprechenden Halbbiischel der hinteren zusammen- 
fallt (10). 

Durch die Grundrelationen wird von einer dualisierbaren Kurve hier auch 
verlangt, daB sich nicht Stellen ¢, der Kurve in ¢, haufen diirfen, in denen die 
Punkte inzident sind mit der (nm — 1)-dimensionalen Schmieghyperebene in 
der Stelle t,. Bei den ebenen dualisierbaren Kurven wurde bisher von dieser 
Forderung abgesehen [6]. Verzichtet man auf diese und die dazu duale For- 
derung, daB sich nicht Stellen t, der Kurve in ¢, hiufen diirfen, deren Schmieg- 
hyperebenen S,,_,(¢,;) inzident sind mit dem Punkt S,(¢,), so erhalt man 
nicht vollstandig dualisierbare“ Kurven. Fiir diese gilt aber auch, da8 ihre 
Spuren und Projektionen (vollsténdig) dualisierbar sind, ferner daB Stellen, 
in denen diese Forderungen nicht erfillt sind, Haufungsstellen sind von 
Spitzen, bzw. von (n — 1)-dimensionalen Riickkehrstellen (,,Torsionsstellen“) 
(11). 
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1. Die Grundrelationen 


1.1. Das System der k-dimensionalen linearen Unterraume R, (kurz 
k-Raume genannt)*) des projektiven n-dimensionalen Raumes R,, fiir alle k 
mit —1< k<n bildet einen Verband r, R_,= 9%. Dabei ist R,v R, und 
R,A RB, erklart vermége der Halbordnung des Enthaltenseins. 

Fiir die Dimension des Durchschnitts und der Vereinigung zweier Raume 
gilt: 

dim (R, A R,) + dim (R, v R,) = dim R,+ dim R, . 
Daraus folgt: 
dim (R, a R,) = k + l—n , 


dim(R, vk, Sk+14+1. 
dim(R, 4 R,) = k + l—ne+dim(R, v R,) = 2 ; 


1.2. Wir betrachten einparametrische stetige Scharen S,(t) von k-Raumen. 
Die Mengen der k-Raume im R, (0 < k S n) seien mit gegenseitig vertraglichen 
Topologien versehen*), durch die die Stetigkeit der Scharen S,(t) definiert 
wird. 

Unter einer ,,dualisierbaren Kurve C,,“ im projektiven R,, soll verstanden 
werden jede Gesamtheit von einparametrischen stetigen Scharen S,(t) 
(t, StS +,), die den in 1.5 noch anzugebenden Grundrelationen geniigen. 
Fir jedes k=—1,0,1,...,m gehért je eine Schar zu C,. S_,(t)=9; 
S,(t) = R,. Es soll immer 8,(t) mit S,(¢) inzident sein bei gegebenem t 
(t,k=—1,0,1,...,n). 8S; heiBt mit S, inzident (S;0o S,), wenn S,;c S, 
oder S; > S,. 

S,(t) heiBt der k-dimensionale Schmiegraum (k-Schmiegraum) von C,, an 
der Stelle t. S,(t) wird auch als Punkt, S, (¢) als Tangente, S,,_, (#) als Schmieg- 
hyperebene von C,, an der Stelle ¢ bezeichnet. 

1.3. Im folgenden bedeutet -\ bzw. U den mengentheoretischen Durch- 
schnitt, bzw. die Vereinigung von Mengen aus Somen des Verbandes r, waihrend 
sich ~ und v auf den Durchschnitt und die Vereinigung im Verband r beziehen. 

Mit S{ soll die Menge der mit S; inzidenten r-Raume von R,, bezeichnet 
werden, also eine Menge von Somen L, des Verbandes r. © 

Si =per U L,(L, 0 S;) 
Es ist Si= S,; 87, = St, umfaBt alle im R,, enthaltenen r-Raume. 

S} ist eine Punktreihe, St—} ein Hyperebenenbiischel. 

Mit (S{)¢ wird wieder eine Somenmenge von tr bezeichnet, nimlich die Menge 
aller im R,, enthaltenen 9-Raume, die inzident sind mit den r-Raumen, die 
ihrerseits mit S,; inzident sind. 


(Si)’=per U L,(L, o L,; L, o 8). 
*) Bei linearen Raumen soll der untere Index immer die Dimension angeben. 
*) Da die k-Raume im projektiven R, Kompakta sind, laBt sich der Raum der k-Raume 
im R, metrisieren. [4], Seite 206. 
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So bedeutet z. B. (S?)!= (7)! das Geradengebiisch mit der Achse S,, d. h. die 
Menge aller Geraden, welche die Gerade S, treffen, und (8?) besteht aus allen 
im R, enthaltenen Geraden. S}-\ S} ist, wenn S,c S,, das Geradenbiischel 
durch den Punkt S, in der Ebene S,. Die Zeichen 4 und v in Verbindung mit 
vu und /)\ werden ,,distributiv“ erklart, also X a (Y¥ 7 Z) = (Xa Y)nN(XaZ); 
XaA(YuZ)=(KaY)U(KaZ); KXv(¥nZ) = (Kv Y¥)n (Kv); 
Xv(¥ vuZ)=(Xv Y)u(Xv~Z). 

S? v S? (0 < k,l < n) soll demnach umfassen alle Ry v Ry fir Ry c 8, und 
Rg cS, also alle gemeinsamen Punkte von S, und S,(S?7 S?) und alle 
Geraden, welche einen Punkt Ry) mit einem Punkt R; verbinden, wenn 
Ry + Ry. 

SEV S? =per U Re v Ry (R5C Sy; Rec S,) 
Sit-1 S?-} soll umfassen alle Ri, A Ry_, fir R,_, o S, und Ri_, o S,, also 
die (n— 2)-dimensionalen Durchschnitte von allen R,_, mit allen R,_, 
(Rj,-, © S,; Ry_, o S,), wenn R)_, + R,_,, und alle sowohl mit S, als mit 8, 
inzidenten (n — 1)-Réume. 


SE-* A SP-*= poy U Ry-1 A Bes (Rn-1 0 Sy; Ry, 0 8). 


1.4. Ist t’< t,< ¢’’, so heiBt die offene Menge der Stellen t, fiir die t’< t < t”, 
bzw. t'<t<t), bzw. t,< ¢ < t”, eine Umgebung, bzw. eine vordere, bzw. eine 
hintere Umgebung der Stelle ¢. (Vordere und hintere Umgebungen sind hier 
offene Mengen.) Eine offene Menge von k-Schmiegraumen S,(f) bei festem & 
(—1<k<n) heiBt eine Umgebung, bzw. vordere, bzw. hintere Umgebung 
von S,(¢,), wenn die Stellen ¢ eine Umgebung, bzw. vordere, bzw. hintere Um- 
gebung der Stelle ¢, bilden. 

1.5. Zwischen den Scharen S,(¢) der Schmiegréume einer dualisierbaren 
Kurve C, im R, sollen folgende Grundrelationen bestehen fiir n = 1 und 
Osklsn—1: 


r in (k,1) : 
A,, (k, 1): RL, 7 lim S}(t) v SP (t,) = . Shirs1- OA (SOP4 
tj—t v= max(0;k +1+1—n) 
B, (k, 0): RR-? A lim SZ-*(t) A SP 1 (t,) 
tt 
in(n —1;k +1) 
aU SBF) (SA O)-*. 
» = max (k,1) 
Zu diesen Relationen sei bemerkt: 
a) Sie sind z. B. fir einen Bogen 3. Ordnung im 2, erfiillt. 
b) A,,(&, 1) ist von n unabhangig, wenn k + 1+ 1s n. 
ec) k und 1 sind vertauschbar, d.h. es ist 


RL, 7 lim S(t) v SP(t,) = BL, A lim SP(t) v SP(t,) 
tut tit 


und 
Rt-2 -\ lim Si-*(t) a SP-*(t,) = RR-? - lim S}-*(t) a SE-*(¢,). 


tit tit 





5) Der Limes bezieht sich auf die in t eingefiihrte Topologie. 
Math. Ann. 140 15 
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d) Da in A,(k,l) immer k+1>2v—1, so ist in A,(k,l) immer 
ki+l+1—yv>v; da in B,(k,l) immer k+1< 2y+ 1, so ist in B,(k, l) 
immer k + 1—1—yv< >». 

e) Eine Relation &, (R,,, R,,,..., R,,) zwischen den linearen Unter- 
raumen R,, von R, (i= 1,2,...,0) heiBe ,,ual“ zu der Relation 
Ri, (Ri, Ri, ---, Ri), wenn man RN, aus KR, erhalt durch gegenseitige 
Vertauschung von A mit v, und wenn k; = n—1—&, (i= 1, 2,..., 9). Ist 
R;, dual zu N,,, dann ist auch R,, dual zu N,,. 

Die Relationen B,(k’,l’) sind dual zu den Relationen A, (k, 1), wenn 
k=n—1—£;V¥=n—1—-—l. 

Denn ersetzt man zunachst in A,(k,l) k durch n—1—k’ und I durch 
n—1—lU' und » durch n — 1 — 9’, so erhalt man: 

A, (n—1—k',n—1—l’): R1, rn lim 80_,_ p(t) v So_1_ ¢(t,) 
ty->t 


max (k’ ;l’) 


- U Sh wer-i—vy-1 ) 0 (S0-1-» O - 


» = min(n — 1;k +1) 


Bildet man hierzu die duale Relation, so erhalt man B,,(k’, I’). 


2. Folgerungen aus den Grundrelationen 


2.1. Hilfssatz. Es gibt keine sich gegen ¢ haufende Folge t;, so daB 
I. 8, (t) v 8,(t,) héchstens ein r-Raum mit r< k+1+1,wennk+1lsn—l1, 
und mit r <n, wennk+l=>n—1, 

II. S,(t) a S,(t;) mindestens ein r-Raum mit r> k + 1—n, wennk+1l1=>n—1, 
und mit r>—1, wennk+1<s n—1. 

Beweis zu I. Angenommen, fiir jedes t; der Folge ware S,(t) v S,(¢;) 
héchstens ein r-Raum. Dieser enthalt S?(t) v S?(t;). Also ware auch die 


Geradenmenge R', - lim S?(t) v S?(t,) in einem linearen Unterraum héchstens 
tt 


r-ter Dimension von R,, enthalten. Aus dem ersten Glied der Vereinigungs- 
menge rechts vom Gleichheitszeichen in A, (k, 1) folgt aber, daB diese Geraden- 
menge in S,,;4,(t), wenn k+1< n—1, und in S,, wenn k+12> n—1, 
enthalten ist und in keinem echten linearen Unterraum dieser Raume. 

Beweis zu II. Ware fiir jedes t; der Folge S,(t) a S,(t;) mindestens ein 
r-Raum mit r>k+l—n, wenn k+1l2n—1, und mit r>—1, wenn 
*k+1< n—1, dann wire 8, (t) v S,(t,) héchstens ein (k + 1— r)-Raum, und 
es warér’= k+1l—r<k+1+1,wennk+1l< n—1,undr’=k+Il—r<n, 
wenn k + 1 > n— 1 im Widerspruch zu I. 

2.2. Aus dem Hilfssatz und scinem Beweis folgen fir k + 1< n—1 die 
Relationen :. , ; 


A,(k, )) pee Sz (t) v Si(t,) = Spsi4. 


und firk+l=n—1 
B,(k,D) —_ S,(t) 0 Sy (t;) = Spsi-n(b) - 
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Aus diesen Relationen folgt insonderheit, daB es keine gegen ¢ sich hiufende 
Folge ¢,; gibt, so daB S,(t,)c S,(t) (0 < k S n—1); es kann also auch nicht 
S,(t,;) = So(t) sein fiir sich gegen ¢ haufende ¢,. 

Es gibt daher zu jeder Stelle t, eine Umgebung U (t,), 80 daf fiir jedes t € U (ty) 
und t + ty gilt: S,(t) + So(t,). 

2.3. Satz 1. Jede beschriinkte dualisierbare Kurve C,, im R,, ist von endlicher 
Ordnung, d. h. C,, hat mit jedem (n — 1)-Raum R, _, nur endlich viele gemein- 
same Punkte. 

Denn andernfalls gibe es eine Stelle t), die Haufungsstelle wire von Stellen 
t; mit So(t;)C R,-1, S(t) CR, -1; 80 ware auch lim S,(t,) v S,(t,) = S, (to) C Ry -1 


Lit 
und dann fiir k = 2,3,...,n—1 limS,_, (ty) v So(t,) = Sy (to) R,-, gemaB 
t—t 


A;,(k— 1, 0), S,~1 (to) = R,- <oew 1(to) v Sy (tt) =R ‘n~, um Widerspruch 


zu A}, (n— 1, 0). 

2.4. Ausgehend von der Punktschar S,(¢) erhalt man in der tiblichen Weise 
die Schmiegraumscharen S,(t) (k= 1,2,...,n—1). Aus Aj(0,0) folgt: 
lim S,(t) v So(t,) = S,(t), aus Aj(k,0)- folgt: lim S,(t) v S,(t,) = 8,4, 
ti—>t tt. 

(k= 1,2,...,m— 2). 

Dual erhalt man ausgehend von der Schmieghyperebenenschar S,, _, (t) die 

Schmiegraumscharen S, (t) aus B, (n—1, n—1): lim S,_,(t) a S,-,(t;) = S,-,(t), 
tt 
By (k, nm — 1) : lim Sy(t) A Sq; (ts) = Sp-1() (k= n—2... 2, 1). 


ii 
2.5. Man kann auch, ausgehend von der Schmiegraumschar §4,(t) 
(0 <k<n—1), die ibrigen Schmiegraumscharen erhalten aus A, (k, k) oder 
B,,(k, k); namlich: 
k 
A, (k, k): RL, > lim SR (t) v S(t) = U She+i—v(t) 0 (SPO) 


a=ot vy = max (0;2k + 1—n) 


liefert auf - wien Seite des Gleichheitszeichens S, (t) mes on Sos 2k+1, 
7S 1 und far 2k+1l—nsosn, wenn k >” —— I (siche A, (1,1) 
in 3.3 und Beispiel in 3.4). Insonderheit ist, wenn 2k + 1 < n nach A, (k, k): 





wenn k <= 


lim S,,(t) v S, (ti) = Sox+1 (8) - 
ari min(n— ¥, 2k) 


B,(k, k): Ru-? 0 lim Se-*(t) a SEM) = S3e"1-¥(t) 0 (Se-* (0)? 


tit 
liefert auf » _— Seite des a S, Set) fiir 2k—n<osn—l, 
wenn k > —;— und fir 0 < 9 < 2k, wenn k s- L (ciche B,(1, 1) in 3.3 


‘> 
und Beispiel in 3.4). Insonderheit ist, wenn 2k + 1 =n, nach B;(k, k) 





lim S, (t) A S,(t;) = Sex-n (0) - 


tit 
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3. Beispiele 


3.1. n= 1. Es kénnte als wenig sinnvoll erscheinen, von dualisierbaren 
Kurven im R,, auf einer Geraden, zu sprechen; doch spielt gerade der Fall 
des R, im System der dualisierbaren Kurven und ihrer singularen Stellen eine 
wesentliche Rolle. Man erhilt: 


A, (0, 0): RL, A lim S,(t) v Sy (t,) = St(t) A Sh(t) = S,= R, 
ty—>t 
B, (0, 0): Ry! A lim S,(t) a Sy(t,) = S=}(t) A Sy} (t) = 9. 


tit 
Aus beiden Relationen folgt, daB sich die t; mit S,(t;) = S,(t) nicht in t hiufen 
kénnen (siehe Folgerung in 2.2). 
3.2. n = 2. 


A, (0, 0) gibt wie A,(0, 0) die Tangente 8, (t). 
~ By (0, 0) : RY. Tim S(t) 0 85 (6) = S210) (SHH). 


tit 


Man erhilt links und rechts das ganze Punktfeld S} von R,. Ebenso erhalt man 
triviale Relationen durch A,(0, 1), B,(0, 1), A,(1, 1). 


By(, 1): RM Him 8, () » S(t) = $80) $2) = Sol). 
Man erhilt die tibliche Bedingung fiir ebene dualisierbare Kurven. 
3.3. n= 3. 
A, (0, 0) wie A, (0, 0). — B,(0, 0), B,(0, 1), B,(1, 0), 
A, (0, 2), As(2, 0), B,(0, 2), B,(2, 0), As(1, 2), A3(2, 1), A3(2, 2) 
liefern wieder triviale .Beziehungen. 
A, (0, 1) und A,(1, 0): RL, A Tim S9(t) v S8(t,) 
. it 


= Ri, 7 lim S92 (t) v 80 (t,) = S2(t) 0 She). 
tt 


Man erhalt das Geradenbiischel mit dem Scheitel S,(#) in der Schmiegebene 
S,(t) und damit S,(¢). 
A,(1, 1): RL, 7 lim $9 (#) v SP(t,) 
tit 
= (83) 0 8$(#) v (S21 (S2.)') = S30 v Sh - 


Das ist das Geradenbiindel mit dem Scheitel S,(t) und das Geradenfeld in 
S,(t). Damit ist sowohl S,(t) wie S,(t) bestimmt. 


B,(1, 1) : R50 lim Sf (t) a SZ (t) 
tt 


= (Sot) 9 (ST)) v (S41) 1 $3) = SH) UV S20) 
wie bei A,(1, 1). 
~—-By(1, 2): R50 lim S3(0), 0 S$ (t,) = R} A lim S3(t) a S3(t,) = Sh(t) A SEO). 
tt tt 
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Das ist das Geradenbiischel mit dem Scheitel S,(t) in der Schmiegebene S, (t) ; 
damit erhilt man S,(t). 


B, (2, 2) : R} q lim S, (t) a 8, (t,) = Sit) A Skt) = 8, (0). 
tt 


Man erhalt aus der Schmiegebenenschar S,(t) die Tangentenschar S, (t)®). 
3.4. Zu den Folgerungen in 2.5 sei ein Beispiel gebracht fiir » = 10, 
k=1=3. 


3 
Ayo(3, 3): RL, A lim $3(t) v 83(¢,) = U_ St_,(t) r (S30) 
ti—>t = 

= (S7() 9 S618) U (Sa) 0 (SOY) v (SEO 9 (SB) v (SEE) 9 (83H) - 

Die Limes-Geradenmenge besteht also aus 

1. dem Geradenbiindel in S,(¢) mit dem Scheitel S,(t), 

2. aus allen Geraden von S,(t), die S,(t) treffen, 

3. aus allen Geraden in S,(t), die S,(t) treffen, 

4. aus allen Geraden in S,(t), die S,(t) treffen. 

Da S;,(t) von allen Geraden aus S,(t) getroffen wird, besteht 4. aus allen 
Geraden von S,(t). 

So erhélt man hier aus der Schar S,(t) die Scharen S,(t), S,(t), S,(t), 
S,(t), S,(t), S,(t), S,(t), nachdem S,(t) schon anfangs gegeben war. 


6 
Byo(3, 3) : Rio 7 Tin 83 (6) A S3(t,) = JY, S$_,(t) -\ (S?(H)* 


‘> 
= (83) 9 (S3(0)*) U (ST 1 (S2(O)%) U (S0(E) 9 (S8(O)$) v (S810) 9 (88 (0)*)- 
Der Limes der linken Menge von 8-Raéumen des R,, besteht demnach aus allen 
8-Raumen, die 

1. mit S,(t) einen mindestens 5-dimensionalen Unterraum gemein haben, 

2. mit S,(t) inzident sind und mit S,(t) einen mindestens 4-dimensionalen 
Unterraum gemein haben, 

3. mit S,(¢) inzident sind und mit S,(¢) einen mindestens 3-dimensionalen 
Unterraum gemein haben, 

4. mit S,(¢) inzident sind und mit S,(t) einen mindestens 2-dimensionalen 
Unterraum gemein haben; letztere Menge besteht aus allen 8-Réumen, die 
mit S,(t) inzident sind, da S,(t) c S;(t). 

Man erhialt also hier aus der Schar S,(¢) die Scharen S,(t), S,(¢), S,(t), 
8,(), S;(t), S,(¢). 


4. Spuren 
4.1. C,, sei eine dualisierbare Kurve im R, mit den Schmiegraumscharen 
S,(); tp<t<t,; k=—1,0,1,...,n”. HE, sei ein r-Raum (0<r <n), der 


fremd ist zu S,_,_,(t) (t,< ¢t<,), also auch zu allen Schmiegréumen S, (¢) 
von O, fir k<n—r. 
8S, (t()a £,= 8 (k<n—r;t,<t<t). 
~ *) Es entsprechen sich die Relation A,(0,0) und die Forderung F2 in [5], 4,(0, 1) 


und F 36+, A,(1,0) und F3, A,(1, 1), B,(1, 1) und F2**, B,(1, 2) und F3, B,(2, 1) und 
F3a*-, B,(2, 2) und F2+. 
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Daraus folgt S,_,-,(t)v Z,= R,, also auch fir k >n—r—l1: 
S, (6) v Z,= R, und dim(S,(t)a £,) = k+r—n. 

is sei S,(t) a £Z,= 7T,.,-,(¢) fir n—rsksnundk’=k+r—n. 

Dann bilden die Scharen 7',(¢) (k’=—1,0,...,r) die Schmiegraum- 
scharen der ,,Spur C; von C,, in E,“. 

Ist r = n, so ist C; = C,. 

4.2. Satz2. Die Spur C; einer dualisierbaren Kurve C,, mit den Schmiegraum- 
scharen S,(t) (tg<t <t,;k =—1,0,...; 2) in einem r-Raum E, (0 < r < n), 
fiir den E, 0 S,,-,-,(t) = 9, ist eine dualisierbare Kurve. 

'  Beweis. Die Schmiegraumscharen von C; sind 7’, (¢) (—1 Ss k’ S r) 
T, (tt) = 8,()a£,(n—r—lsksn;k’=kir—n). 

Aus der Stetigkeit der Schmiegraumscharen von C,, folgt die Stetigkeit der 

Schmiegraumscharen von C;. 

Aus den Relationen A, (k, l) folgt fir n—rsk,lsn—1, wenn 
M=k+r—nV=1lir—n,v=9+r—n: 

‘min (k;1) 


1 1 :. — 1 1 
E, i Re, Abort v SP (t,) = Ein a Pe Sh+141-(t) 0 (S? (@) 
: : . min (k; 2) . 
-\ li A v(t.) = 1 
E, i wr (t) v T? (ti) E; = 3 Asin pany Btttatr—n-v lt) ‘\ (Slims (t)) ° 


Bedeutet hier (7° (t))! die Menge der mit den Punkten von 7’, inzidenten 

Geraden von E,, so erhalt man: 
L.A lim TE-(t) v TR a ae 7°,(t))! 

E* Te org k(t) v Te ( ‘he memes 40 k+vei-v (TPO), 
d. h. es gelten fiir C; die Relationen A, (k’, I’). 

Aus B, (k,l) folgt fir n—r< k,l <= n—1 unter Beachtung der ,,dis- 
tributiven“ Erklarung von ,,a U “: 

Et-2- [ze (Ra-* A\ lim S2-*(t) A Si*(t))| 


tit 


(1) 


min(n—1;k +2) 


=8*n|B, 0 BFt—1-(0) 0 (SIO 


Wenn k = n—r und S,(t)C R,,(R,, sei ein beliebiger m-Raum), dann ist 
R,, Vv E,= R,, also dim(R,,A Z,)=m+r—n. Es ist daher EZ, S{-'(t) 
_ Try -nl(t) fir k =n—r und E,A Stzi-1-»(t) _ Th i+ r—1—rv—n(t) fiir 
k+l—1l—v=n—r. 

Links vom Gleichheitszeichen in (1) erhalt man demnach: 


Er? r\ lim Te3"—n(t) A THz h—nlti) - 


» = max (f,/) 


tit . 
Auf der rechten Seite vom Gleichheitszeichen in (1) ist, wenn k + 1— 1— 
—v2=n—r,alsovs k+l—l—nier, 
Ey-*y (E, 0 (Stz7_-1-»(t) 0 (S?-* (®)"-*)] 
= Brn Try i-1—2+r—nlt) 0 (TZ OY’ -*- 
Fir k+l—1+r—n<yv<n ist k+l—1—v<n—r, also E,a S,,,-,-,(t) =9 
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Es gibt zu jedem (r— 2)-Raum R,_,c EZ, einen (n— 2)-Raum von R,, 
der mit S,,,-,-,(¢) inzident ist und Z, in R,_, schneidet, da 


dim(R,_, v Sy+1-1-,(8)) => k +. l + f— v—2 s n—2. 
Also ist: 
Ey* \ (EB, 4 Stz4-1-»(t) = Ep? = Een TP), 
wahrend E7~? -\ (EZ, a (S?~1(t))"-*] wieder zu E7-? -\ (7751_,(t))'~? wird. 
Da ferner 7”! (t) enthalten ist in 7771 (t), wenn yu’ < u < n—1, so wird: 
n-1 


Er ?*nlE,n U _ 8B54_1_, (8) V (82-2 @)P-* 
vek+l+r—n 


= BPN TP) 1 (Tei + nO). 
Bedeutet jetzt T;~*(t) die Gesamtheit der mit 7’, (t) inzidenten (r — 2)-Raume, 
die in #, enthalten sind, so wird aus (1) 
Ey? \ lim Thy nt) A Tz 4—n (ti) 
tit 


min(nm—1,k+1+r—n) 
- U F5 45-1 4 0-0-0) ‘\ Chay. 


» = max (k,/) 
Setzt man wieder k’= k + r—n,l’=1+ r—n, v=» + r—n, so wird daraus 
firOs k'VU<r: 
B,(k’,U): Ey-* lim Ti? (t) a Te? (t,) 
tit 
_ wee i +s. oy (nr (T"; 1 (t))r-2, 
v= maxk’,l’) 
Die Spur C} von C, in EZ, (1 < r S n) erfiillt also die Relationen A,(k, l) 
und B,(k, l) fir 0 < k,l < r—1. C; ist daher auch eine dualisierbare Kurve. 
4.3. Es sei C, wieder eine dualisierbare Kurve im R,, mit den Schmieg- 
raumscharen §,(t) (k = —1,0,...,”). E#, sei ein r-Raum von R, mit 
S,(j)a Z,= 8 fir k<n—r. C) mit den Schmiegraumscharen 17’, (t) 
(k’= —1,0,..., 1) sei die Spur von C, in £,. 
E,, sei ein s-Raum von £, mit 7, (t) , Z, = 9 fiir k’ < r— s. Ist Cy’ die Spur 
von C’ in E', so ist C;’ gemap der Definition der Spur auch die Spur von C,, in E;; 
denn aus k'=k+r—n<r—s folgt k<n—s, und es ist fir k > n—s: 


5. Projizierende Kegel 


5.1. Dual zu den Spuren erhalt man die ,,projizierenden Kegel“. C,, sei 
wieder eine dualisierbare Kurve im R,, mit den Schmiegraumscharen §S, (t); 
t.<t<t,; —lsokan. E, sei ein r-Raum (—1 S r<n—1) und es sei 
S,(t) a £,= 8 (k< n—1r;t,<t <t). 

Es ist dann S,(t) v Z, ein (k + r + 1);Raum. Es sei S,(t) v Z,= Py 4,4, (0) 
firk<n—r. 

Die Scharen P,,,,,(f) (—1 < k<n—r) bilden den ,,C, aus E, pro- 
jizierenden Kegel K7,“. 


P,(t) = E, ; P,, (t) = R,. 
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Entsprechend den Definitionen in 1.3 werde hier definiert fir r < k,l < n—1: 
PP =per U La (Lm O Py; EC Lm) 
(PPP =per U Lp(L, 0 Lig; Lm © Py; HC L,; EC Lp) 
Pht) v Pit*=per U Dyas v Li's (B,C Dos Bec Lys 13 Lea C Pes Ly'41.¢ Pi) 
PEA PP*=per U Lg- yA Dna (BpC Dy 13 B,C Ly a5 Dna > Peis Ln-1> Pi). 


E,v U R, ist wieder gleichbedeutend mit U £, v R,. 
5.2. Aus A, (k,l) folgt fir 0 < k,l<n—r—l1: 
Er+® [Fev (Fi, A lim S2(t) v SP(t0))] 
>t . 
(2) min(k, 7) 


U 
» = max(0;k +/+ 1—n) 


= Btn| By Severo. 80H. 


Der Ausdruck links vom Gleichheitszeichen wird zu 
B, +90 lin Ptr 1) v Pith. P(t). 


Wenn k + 1 + 5 aiden tin AG OU LT hscen dann ist 
E;+* y (E, V (Si4241- rt) 0 (S2()))] ry PEt 7+ 24°- v(t) \(Prt?41@)"*?. 
Ist k+1+1—v2>n—r—1, also yo k+14+2+r—n und ist R,,, ein 
beliebiger mit Z, inzidenter (r + 2)-Raum, so ist 
dim (R,4.A Sya141->(t)) =>} rT +> k a l aa 3—yv—n = l . 
Jeder (r + 2)-Raum aus 7+? enthalt daher (mindestens) eine Gerade aus 
Si +1+1-,(t) und es ist 
Er+* \ (E, V Sh41+1-+(t)] = E7**. 
Da ferner (8° (t))' c (S?-())' fiir » < »’, wird der Ausdruck rechts vom Gleich- 
heitszeichen in (2) zu 
“a +2 +1 
r+2 
pam max Ost te aera beet et r—o) 0 (Pete 41) . 


Setzt man k’=k+r+1;=1+r+1;»'=»+ 17+ 1, 80 erhalt man aus (2): 


Cr (k’,U): silat Yt alah Dn 
min(k’,l’) 
= UV PY 4 41-7) 0 (PP) *? 


»’ = max(r + 1;k'+l'—n +1) 
r+1sk,V<n. 
5.3. Aus B, (k,l) folgt fir 0 < k,i<cn—r—1: 


Er-? - Re- i) ar St-1(t) a Sf-(t,) 


min(n—1; s, 


= E*.n U Stzi-1-»(). 9 (S-*(@)""? 


» = max (k,l) 
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und daraus 
Bp-* lim PR4' +1 (8) A PRT ha. t) 
4—> 
min(n—r—2;k +1) 
- ‘U PEz + eo (t) A (Pgh 41). 


» = max (k,/) 

Begriindung. 1. E?-* r\ (St- » S?—') enthalt jeden (mn — 2)-Raum R,_ 4, 
der mit ZF, inzident ist und mit S, einen mindestens (k— 1)-dimen- 
sionalen, mit S, einen mindestens (J — 1)-dimensionalen Durchschnitt hat. 
Er-? ~\ (Pty}41A Pfz}.,) enthalt jeden (n—2)-Raum Rj,_», der mit Z, 
inzident ist und mit P,,,4,;= £,v S,, bzw. mit P,,,,,;= E,v P, einen 
mindestens (k + r)-, bzw. (1 + r)-dimensionalen Durchschnitt hat. 

Wir zeigen, daB jedes R},_, mit S, einen mindestens (k — 1)-dimensionalen 
Durchschnitt hat. Es ist 


dim (Rj,_, A (Z, v 8,)) =n—1+r+k—dim(R,_,v8,)2r+k; 
dim (R;,_,v S,) S n—1; 
dim (R),_,A S,) = n— 2+ k—dim(R,_,v 8,) 2 k—1. 


Ebenso beweist man, daB dim(R,-,AS8,)21—1 und umgekehrt, dab 
dim (R,~2A Ppiee1) S| 7 + k und dim(R,_ 2A Pi4-4,:) [> r+. 


-2 -~2 —1)n-2__ pn ~1 -2 
2. Ep-* n SR54-1-- 0 (Sp 2 = PRG 4 ee 1 (Pt 4)” 
fir »<n—r—l1; 


denn links und rechts vom Gleichheitszeichen steht die Menge aller (n — 2)- 
Raume, die Z, und S,,,;-,-, enthalten und die mit S, einen mindestens 
(vy — 1)-dimensionalen Durchschnitt haben. (Es ist k + 1+ r—v SS n—2.) 

Fir » > n—r—1 ist Ht?-2 y (S*~1)"-? leer. Das sieht man so ein. Es ist 
E,v S,= R, (4.1). 

Gabe es einen (n — 2)-Raum R,,_,, so daB 
a) Ry—a¢ Bt-® und b) Ry—a¢ (St-1)"-2, 
so wirde aus b) folgen, daB R,_, v S, enthalten ist in einem (n — 1)-Raum 
R,-, mit 8S,c R,-,; daraus und aus a) wiirde folgen Z,c R,-,C R,-,. Aus 
E,c R,-, und S8,c R,_, folgt, daB dim(Z, v S,) < n— 1 im Widerspruch zu 
Ev 8S, = R,. 

Setzt man wieder k= k+r+1; U=1l+r4+1; X=v+r7r+1, so wird 
aus (3):r+1sk,Usn—1 

‘ 
D;, (k’,U): Ep? ry lim Py? (t) 0 P?-* (ty) 
min(n—1;k' + l’—r—1) " 
= Uo Prawn (PF Oy. 
»’ = max (k’,I’) 

5.4. Die stetigen Scharen von k-Raumen P,(t) (t,.<t<t;rs k <n) 
bilden einen Kegel K’, aus Z,(—1< r<n—1) im R,, wenn E,c P,(t); 
P,(t) = E,; P,()) = R,. 

Ein Kegel heife ,,dualisierbar“, wenn seine (Schmiegraum-) Scharen P,(t) 
fir r+1< k,l <n die Relationen C’,(k, 1) und Di,(k, l) erfiillen. 








2106 Hermann Kiinnerta: 


Fir r = —1 ist der Kegel K,! eine Kurve und 
| Cx¥(k, 0) = A, (kN; Dy (k,l) = By (kD). 

Satz 3. Der eine dualisierbare Kurve C,, im R,, mit den Schmiegraumscharen 
8,(t) (—1 Sk S n) aus E, projizierende Kegel, wobei E, a S,,_,-,(t) = 9, ist 
dualisierbar. 

5.5. Ist r= n—2, so besteht der Kegel Ki~* aus Hyperebenen eines 


Hyperebenenbiischels. 
Aus 
On-*(n—1,n—1): Ry A lim P,-,(t) v Py (t,) = Pa(t) 0 Pas (t) = 2 
Gt 
und aus 
Di-*(n—1,n—1): B,- 2 lim P,_,(t)a Py-1(t)) = P,-2(t)N Pr-i(t) = E,-2 


tt 
folgt: Es gibt keine gegen t konvergierende Folge t, mit P,_,(t;) = P,-,(t), und 
es gibt daher zu jeder Stelle ¢ eine Umgebung U (t), so daB, wenn ¢,¢ U (t), 
P,-,(t;) = P,-,(t) nur fiir ¢;= t. 


6. Projektionen 


6.1. Wird der eine dualisierbare Kurve C, mit den Schmiegraumscharen 
8,() (—1s ks n;t,<t<t,) aus dem r-Raum £, projizierende Kegel K’, 
mit einem s-Raum F, geschnitten, wobei a) Z,A S,_,-,(t) = 9, b) s<n—r, 
ce) (Z,v 8, (t)) A F,= 9 fir k<n—r—s—1, so erhalt man die ,,Spur des 
Kegels Kj, in F,‘ oder die ,, Projektion von C,, aus E, in F,*‘. 

Es sei wieder ZH,v S,(t) = P,i.4,(t) = Py (t) fir k<n—r, also 
Preps (QA PF, = Py (Q)AF,=9 fir k<n—r—s—1 bzw. k’'<n—s und 
Py, ()vF,=R, fir  =>n—s—1, dim(P, (t()a Fk, =k +8s—n=r+k+ 
+8+1l—n. 

Aus c) folgt noch fiir k = —1: E,a F,= 9. 

Es sei nun fir n—r—s—2s k<n—r 

Presi lt) AP,= Py (t) A Fy= Qp+2 414 s-n lt) = Qe +s-n(l) - 

Die Scharen Q,+4+14s-n(t) (tea<t<t;n—r—s—2 <5 k<n—r) bilden 
‘die Projektion von C,, aus E, in F,. 

6.2. Satz 4. Die Projektion einer dualisierbaren Kurve C,, im R,, mit den 
Schmiegraumscharen §S,(t) (-l1 Sk Sn) aus einem r-Raim E, mit 
E, « 8,-,-;(t) = 9 in einen s-Raum F, mit s << n—r und (E, v S,(t)) F,=9 
fiir kk = n—r—s—2 ist wieder eine dualisierbare Kurve. 

Beweis. I. Man erhalt aus C7,(k’,l’) (7+ 1lan—ssk,U<n) 

Fin [?: A (™*" A lim P7* *(t) v Ppt "(t))| 


tot 
min (k’,?’) 


(4) 


=Fin|F.n Peg erat) 0 (Pray. 


v= max (r+ | RES 1) 
Es kommen aus E7+* nur die (r + 2)-Raéume in Betracht, fiir die 
dim (R,,,A F,) = 1. Solche R,,, gibt es. AuBerdem muB es zu jedem solchen 
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R,+2 (r + 1)-Réume R,,,C Py (t) und Ry’, 1 C Py (ty), Resa Ry'413 BCR, 
E,c R,', 1, geben, so daB R,, ,C R,+_ und Ry’, ;C R42. 

Es ist dim (R},, A F,) = dim(R;’, , a F,) S 0; denn ware dim(R7,, a F,) > 0, 
dann ware dim(Z, a (R,.,AF,)) >r—r—l=—l, es ist aber Za F, = 9. 

Andererseits erhalt man aus jedem Punkt Rjc Q,.,-,(t) = Pe(t)a Fk, 
bzw. Ro C Qras—nlts) = Pr(t)aF, durch: Ryv#, bzw. Rj vE, solche 
(r + 1)-Réume. Ist Ry + Ry, so ist auch Ry v LE, + Ry v £,, da (Ry v E,) a F, 
= Ro und (Ry v £,) a F,= Ro. Demnach ist der Ausdruck links vom Gleich- 
heitszeichen in (4) gleich 


Fi bcd s—nll) Vv QP. »—n(ti) . 


Es ist F} ~ (F, a (Pt +*(#))"*+*) leer fir » << n—=s, da dann F,a P,(t) = 9. 
Ware namlich R,,,¢ (Pi+*(t))"**, also dim(R,,, P,(t)) => r+ 1, und ware 
dim (R,.,A F,) = 1, so ware dimR,,, = r + 3. 

Der Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen in (4) wird daher zu 


min(k’,!’) 
Fin U Qh r4140—r—nlt) 0 (Qs —n(t))- 


v= max(n—s;k'+l'—n+1) 
Setzt man k = k’'+ s—n;l =I'+ s—n; 9 = + 8—n, 80 wird aus (4): 
A, (k,l): FL, 0 lim QR(t) v QP (t,) 
tt 


min(&,f) 
~ coda Farag Btte 1-30 (BOY 


y= max(0;EF + f+ 1-8 
fir 0 < k,l <s. 
6.3. Il. Aus Di(k’,l’) folgt fir n—r—s—lsk,lon—r—2, 
bzw.n—ss k',l’<n: 


Fe-2 7 [F, a (E"-2 7 lim P(t) 5 PE-1(t)) 


(5) tt 
min(n—1;k’+l’—r—1) 


= Fi-*n|F,A U PESY-1-. (t) 0 (PP ("| . 


v= max (k’,/’) 


Der Ausdruck links vom Gleichheitszeichen ist gleich 
Pi? 0 Tim Qi", nll) A OFF 4 —nlt) - 
tt 


Zu dem Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen ist zu bemerken: Es ist 
F,a P,= 8 fir up < n—s8 —1. Es sei R,_, irgendein in F, enthaltener (s — 2)- 
Raum. Dann ist dim(R,_,v P,) = s+ w—1< n—2. Es gibt daher einen 
R,-2€ Pi-*, so daB Ry,A F,= R,_.. 

Folglich ist F{-* \ [F, a P.-*) = Fj-* far wp = b+ U—1—vsn—s—1 
oder y > k'+ l'+ s—n. 

Ferner ist P™-1¢ P"-! fir »’> y, also 

n—1 


Fi-*alFyn | UPEGh1- (PP) 


v=k+U+8—n 


= ¥F{-* 1 [F,A (Pa-7-1 a (PRik+s—n()"-*)) . 
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Man erhilt daher aus (5): 
r* ‘\ oe Qty", -n(t) A QF —n(ts) 
ti 


min(n —1;k ++ 8—n) 
= Fi-*n UD Qi r—1—+ + —m(t) 0 (QF 4-n)* - 


» = max (k’,l’) 
Setzt man wieder k= k’'+s—n; l=I'+s—n; ¥=v+8—n, 80 wird 
dareus: 

B,(k, 1): F8- * lim Qe 1(t) a QF-*(t) 


tt 
min(s—1;k +5 
=U Ot, (tO, 
y= max (F,l) 
wobei alle auftretenden (s — 2)-Raume Teilraume von F, sein sollen. 

Da die Projektion von C, aus HZ, in F, mit den Schmiegraumscharen 
Qr(t) die Relationen A,(k,/) und B,(k, 7) erfillt fir 0 < k,1 <<, ist sie eine 
dualisierbare Kurve in F,. 

6.4. Es sei C, mit den Schmiegraumscharen Q;(f) (—1 < k < 8) die 
Projektion von C, mit den Schmiegraumscharen S,(t) (—1 < k S n) aus E, 
in F,;k=k+s—n=kir+1+ s—n. 

Es ist also £,a S,-,-,(t) = 9, s<n—r, (£,v8,(t))aF,=9 fir 
ki n—r—s—2. Pii,4:(t) = £,v S,(t) fir k < n—r—1. Es sei ferner 
G,, CF, ein u-Raum, fir den gilt: G, a Q(t) = 9 fir k < s—u, und C, sei die 
Spur von C, in G,. Dann ist C,, auch die Projektion von C, aus Z, in G,. Denn 
es ist fir K>s—u: Ga Q(t) = GA (Pein-s()AF,) = GA Pesn-s(t), 
ferner ist u < s <n—r und aus G,, A Q;(t) = 9 fiir k < s— wu folgt 


Gy, A (PEin- s(t) AF.) = G uA PEin- s()=G, A Pavesi) = Oy A(E, v 8, (t)) = 9 
fir k << s—u oder k<n—u—r—l. 


7. Singulire Stellen 


7.1. Spitzen. Eine dualisierbare Kurve C, im R, hat dann eine Spitze an 
der Stelle ¢ und im Punkt S,(¢); wenn es in einer vorderen, bzw. hinteren Um- 
gebung U(t) bzw. U’(t) von ¢ zu jedem ¢t,¢ U(t) (mindestens) ein ¢, ¢ U’ (t) 
gibt mit S,(t;) = S,(t,), oder anders ausgedriickt, wenn eine vordere Um- 
gebung von S,(t) mit einer hinteren Umgebung von S,(t) zusammenfallt. 

Dual dazu werden die Torsionsstellen eines dualisierbaren Kegels K}-? im 
R,(n = 1) aus einem (n — 2)-Raum £,_, definiert. K%-* hat an der Stelle t 
oder in der Hyperebene P,,_,(t) eine Torsionsstelle, wenn es in einer vorderen, 
bzw. hinteren Umgebung U (t) a U' (t) von t zu jedem ¢,¢ U(t) (mindestens) 
ein t, € U’' (t) gibt mit P,,_,(t,) = P,-,(t,), oder anders ausgedriickt, wenn eine 
vordere Umgehung von P,,_,(¢) mit einer hinteren Umgebung von P,_.,(t) 
zusammenfallt. Im R, sind die Torsionsstellen zugleich Spitzen. 

Ist G, eine Gerade und G,A £,-,= 9, so hat die Spur des Kegels K}-? 
in G, an den Stellen ¢ eine Spitze, an denen der Kegel K%,~-* eine Torsionsstelle 
hat und umgekehrt. 
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7.2. Im R,, (n > 1) hat eine dualisierbare Kurve C,, dann eine Spitze an der 
Stelle t und im Punkt S,(t), wenn ein Kegel, der C,, aus einem (n — 2)-Raum 
E,,-, projiziert ntit E,_, S,(t) = © fiir t ¢ U(t) — wobei U(t) eine geniigend 
kleine Umgebung von ¢ ist —, in der Stelle t eine Torsionsstelle hat, also die 
Projektion von C,, aus E,, _ , in eine Gerade G, mit G, a E,,,.= 9 int eine Spitze hat. 

Diese 1. Definition der Spitze ist gleichbedeutend mit folgender 2. Defi- 
nition: : 

S,(t) ist Spitze von C, in R,, wenn eine vordere und hintere Umgebung 
von S,(t) auf derselben Seite einer mit S,(¢) inzidenten Hyperebene R, _, liegt, 
fir die S,(t)q R,-,. Auf derselben Seite von R,_, liegend bedeutet: Ist 
W°= W°(S,(t)) eine konvexe Umgebung des Punktes S,(t) im R, und zerfillt 
W°— W°\ R,-, in zwei offene (zusammenhangende) Punktmengen W® und 
W®, so gehéren geniigend kleine vordere und hintere Umgebungen von S,(t) 
in C,, entweder beide der Menge W® oder beide der Menge W® an. 

Die 2. Definition ist von der Lage der Hyperebene R,,_, unabhangig, falls 
nur S,(t)C R,-, und S,(t)( R,-,. Es kénnen dann vordere und hintere Um- 
gebungen von S,(t) in C, so gewahlt werden, daB sie zu R,,_, fremd sind (2.3). 

Daraus folgt, daB auch die 1. Definition von der Lage des (n — 2)-Raumes 
E,,-, aus dem C,, projiziert wird, unabhangig ist, falls nur Z,, S,(t) = 9. 

7.3. Dual zu den Spitzen einer dualisierbaren Kurve C,, erhalt man die 
Torsionsstellen eines dualisierbaren Kegels im R,(n > 1). 

Der dualisierbare Kegel K7, (r < n — 2) im R, (n > 1) aus einem r-Raum E, 
hat an der Stelle ¢ oder in der Hyperebene P,,_, (t) eine Torsionsstelle, wenn die 
Spur von Xj, in einer Geraden Z£, mit EZ, P,_,(t) = 9% an der Stelle ¢ eine 
Spitze hat. . 

Auch fiir r= n— 2 gilt diese Definition gemaB 7.1. letzter Absatz. Fir 
r = —1 folgt daraus, da der C,, aus E’_, projizierende Kegel K;!= C, ist: 

Die dualisierbare Kurve C,, im R,, (n> 1) hat an der Stelle t oder in der 
Hyperebene P,,_,(t) = S,-,(t) eine Torsionsstelle, wenn die Spur von C,, in 
einer Geraden E,, wobei E, a S,_,(t) = 9, an der Stelle t eine Spitze hat. 

Aus Dualitatsgriinden ist diese Definition unabhaingig von der Lage der Ge- 
raden £,, falls nur £,A S,-.,(t) = 9%. 

7.4. Hine Stelle t bzw. ein Punkt S,(t) der dualisierbaren Kurve C,, im R,, 
heift ,,r-dimensionale Riickkehrstelle“‘ oder kurz r-Riickkehrstelle, wenn die Spur 
von O,, in’ einem (n —r)-Raum E,_, mit E,_, A S,-,(t) = 9 in der Stelle t eine 
Spitze hat. 

Eine dazu duale Definition einer r-dimensionalen Riickkehrstelle erhalt 
man folgendermaBen : 

Man ersetze S,(t) durch S,_,_,(t) = S,(t) (also r’ = n—r— 1) und £,_, 
durch EF, -(,-,)-;= E,-,= E,-,-,- An die Stelle der Spur von C, in £,_, 
mit Z,_,A S,_,(t)=98 tritt der C, aus H,-,_, projizierende Kegel mit 
E,_, Vv 8S, -,(t) = R,, oder Ey-y-24 Sy +1(¢) = §.. 

Man erhalt fiir die r-dimensionale Riickkehrstelle folgende duale Defi- 


nition: 
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‘ C,, hat an der Stelle t, eine r-dimensionale Riickkehrstelle, wenn der C,, aus 
E,,---2 projizierende Kegel mit E,-,-,A S,4;(() =9% an der Stelle t, eine 
Torsionsstelle hat. 

Die beiden Definitionen sind gleichwertig. In der Tat: Es sei Z,_, ein 
E,-,- 2 enthaltender (n — r)-Raum, fiir den Z,_,A S,_,(t) = 9. C,-, sei die 
Spur von C, in £,-, mit den Schmiegraumscharen 7’, (t) = S,(t)a Z,-, 
(rs k<n;k’'=k—r): C,_, werde aus E,_,_, in eine Gerade G,c Z,_, mit 
G,A E,-,-2= 9 projiziert. 

Dann ist: 


[En-r-2 Vv T(t) AG,= [E,-+-2 v (S,(¢) A E,,-,)] A G, 
= (En-r-2 v S,(t)) A £,-,AG,= (En-r-2 v S,(t)) A G, . 


Daraus folgt: Wenn der C,-_, aus Z,_,-, projizierende Kegel in ¢, eine 
Torsionsstelle hat, dann hat auch der C,, auis EZ, -_,-» pone Kegel i in ty 
eine Torsionsstelle gemaB 7.3 und umgekehrt. 

Eine Spitze ist eine 0-dimensionale, eine Torsionsstelle eine (n — 1)-dimen- 
sionale Riickkehrstelle. 

7.5. Die Definition der r-Riickkehrstelle kénnte noch abhangig sein von 
der Wahl des (n — r)-Raumes Z£,, _,, in dem die Spur von C,, an der betreffenden 
Stelle ¢ eine Spitze haben soll. 

Es soll gezeigt werden, daB die Definition der r-dimensionalen Riickkehr- 
stellen von dieser Wahl unabhangig ist. 

Voraussetzung: Es sei C),_, bzw. C);_, mit den Schmiegraumscharen 7’, (t), 
bzw. Ty: (t) (—1 s & s n—r) die Spur der dualisierbaren Kurve C, mit den 
Schmiegraumscharen S,(t) (—1 < k < nm) im (n—r)-Raum £,_, bzw. E;_,, 
wobei S,(t) A E,,_,= S,(t)a £y_,=9 fir k<r. Ty (t)= £,_,r 8,(); Te 
= Ey_,a 8,(t).fir k= r;k’=k—r. 

Behauptung: C;;_, hat genau dann an der Stelle ¢, eine Spitze, wenn C;,_, 
an der Stelle t, eine Spitze hat. 

Beweis. Es sei E,_, v E,,_,= R,. 

I. n—r<osn—r-+ 2; dann ist Z,_,a £y_,= R, und 


o >} 2n—2r—(n—1r+2)=n—r—2. 


Wir wahlen einen (n — r — 2)-Raum E,_,_,C R,, der fremd ist zu 7 (¢,) und 
T¢ (to), falls es einen solchen gibt. Es gibt dann auch eine Umgebung U (t,) 
von ft), so daB "0 und 7''(t) fremd ist zu Z,-,-, fir t ¢ U(t,)’). Es ist 
E,,- —r-24 8,+1(¢) = E,,- r-24 (£,,- rA S,+1(6) = E,,- r-24A T(t) =. Der das 
Teilstiick von C, fiir t€ U(t,) aus Z,_,-, projizierende Kegel Ki-"-* ist 
daher dualisierbar. é 

Seine Spur in einer Geraden Gj c £;,_,,-wobei Gi A (Z,_,-, v S,(t)) = 9 far 
t¢€ U(t,) und k<r hat dann an der Stelle ¢, eine Spitze, da C),_, in t, eine 
Spitze hat. K,-"-* hat daher in ¢, eine Torsionsstelle (7.3). Die Spur von 
Ky,-'-* in einer Geraden Gj'c Ey_,, wobei Gj’ a (Z,_,-,v S,(t)) =9 fir 


*) Wenn 7% (t) A E,_,-.= 8, dann auch 7%’(t) A E,_,-.= 8. 





ni 
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t ¢ U(ty) und k <r, hat daher an der Stelle ¢, auch eine Spitze und infolge- 
dessen auch C;’_,. 

Gibt es keinen (n — r — 2)-Raum in R,, der fremd ist zu 7’; (t,) und 7'y’ (t,), 
so wahle man in R, einen (n—r)-Raum £;,’,, so daB E;’,a E,_, bzw. 
Ey’, Ey, einen (n — r— 2)-Raum E£),_,_2 bzw. E;;_,_» enthalt, der fremd 
ist zu 7’; (t,) bzw. 7'y' (t)). Einen solchen Raum gibt es, da dim(Z},_,_» A 7'j (t,)) 
= (n—r—1)—(n—r)=—1 bei geeigneter Wahl von £,”,, E,_,-9 und 

n—r—2- 

Setzt man an Stelle von Z),_, und Z;;_, die (n — r)-Raume Z;,_, und E;,”,, 
bzw. E;’", und £;,;_,, so erhalt man, daB eine Spitze an der Stelle ¢, von C;,_, 
einer Spitze an der Stelle t, in der Spur von C,, in Z;;’, und einer Spitze an 
der Stelle t, von C;;_, entspricht. 

II. Es sei E,,_, v E,_,= R, mit 9 > n—r-+ 2. Wir nehmen an, der Satz 
sei bewiesen fir 9 = 9, > n—r-+ 2. Er soll dann bewiesen werden fir 9, 
wenn n—r+250,<9520,+7r—n. (Es ist 20,+r—n>Q, da 
0, >n—r.) Auf diese Weise fortfahrend laBt sich der Satz fir alle 9 < n 
beweisen. 

Es seien zwei 9,-Raume R,, und R;' so gewahlt, daB Z,,,c Ric R, und 
Ey_,C Ry. C R,; dann ist Ry a Ry = R, mit ¢o > 20,— 9 = n—r. 

E;’ , sei ein in R, enthaltener (n — r)-Raum, die Spur von C,, in EZ,’ , sei 
Cy, Da £,_,C Ry, und £,",c R,,, ferner By’ ,c Ry’ und £Y_,c R;, und da 
der Satz in diesen Fallen auf die Spuren C),_, und C);_,, bzw. Ci", und Cyy_, 
anwendbar ist, folgt: Wenn C),_, an der Stelle ¢, eine Spitze hat, dann hat auch 
C,., und C;/_, an der Stelle ¢, eine Spitze. 

7.6. Hilfssatz. Die Spitzen liégen in einer dualisierbaren Kurve C, im R, 
nirgends dicht. 

Beweis (indirekt). Wir nehmen an, C, habe an der Stelle ¢, eine Spitze und 
die Spitzen lagen in einer Umgebung U (t,) von ¢, dicht. Es gibt eine vordere 
Umgebung U’(t,) und eine hintere Umgebung U’’(f,) von ty, so daB es zu 
jedem ¢, € U’(t,) ein &'¢ U''(t,) gibt, so daB S,(t;) = S,(t’). t,¢ U'(t,) sei 
Spitze. Es gibt eine vordere Umgebung U’(t,)c U’(t,) und eine hintere Um- 
gebung U"’(t,)c U’(t,) von t,, so daB es fiir jede Stelle #; ¢ U’(t,) eine Stelle 
t,'€ U"'(t,) gibt mit S(t) = S(t’), auBerdem gibt es noch eine Stelle 
te, € U" (ty) mit So(ty,,) = S(t). 

Es sei nun ¢t,_,€ U'(t,-) eine Spitze, n = 2,3,... . Es gibt eine vordere 
Umgebung U’ (t,_,) CU’ (t,—,) und eine hintere Umgebung U"’ (t,,_,) c U’ (t,~») 
von t,_,, 80 daB es zu jeder Stelle t, ¢ U’(t,_,) eine Stelle t/ ¢ U’’ (t,_,) gibt 
mit S,{t,,) = So(t,’), auBerdem gibt es noch weitere n — 1 verschiedene Stellen 
t,,¢ (= 1,2,...,m—1), so daB t, ,€ U" (t,_,) und S,(t,, ,) = So(t,)- 

Die unendliche Folge der Stellen ¢,, (n = 1, 2, . . .) habe in ¢ tine Haufungs- 
stelle. ¢ ist dann auch Haufungsstelle von Stellen ¢,,; (n=1,2,...;#=1,2,...), 
wobei limt,, ;= ¢,;#,¢ U’ (t,-,), limt;=? und S,(¢,) = 8,(¢) im Widerspruch 

n—> 00 i— 


zu 2.2. 
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7.7. Aus Dualitétsgriinden liegen auch die Torsionsstellen eines dualisier- 
baren Kegels K},-* im R,, nirgends dicht, und nach 7.2 liegen daher auch die 
Spitzen in einer dualisierbaren Kurve im R,(n > 1) und nach 7.4 die r-dimen- 
sionalen Riickkehrstellen (r = 1, 2, ...,m— 1) einer dualisierbaren Kurve im R,, 
nirgends dicht. 

Ein Teilbogen einer dualisierbaren Kurve ohne r-dimensionale Riickkehr- 
stellen (r = 0,1, ...,— 1) heiBe ,,normaler Bogen“. 

Satz 5. Eine dualisierbare Kurve ist abgeschlossene Hiille einer Vereinigung 
von abzihlbar vielen normalen Bogen. 

Die Spur eines normalen Bogens ist wieder ein normaler Bogen; denn einer 
k-Riickkehrstelle von C,, entspricht eine (k — r)-Riickkehrstelle der Spur von C,, 
in einem (n — r)-Raum und umgekehrt (4.3). 

Gibt es zu S,(t,) eine vordere und hintere Umgebung in C,, die ein normaler 
Bogen ist, so heiBt t, ,,elementare“ Stelle, unter Beriicksichtigung von (9.2, 
Korollar 1) entspricht sie den elementaren Stellen bei Haupt [3]. 

Eine elementare Stelle, die nicht k-Riickkehrstelle ist (0 < k < n — 1), 
heiBt ,,normale Stelle“, andernfalls ,,singuldre Stelle“. 


8. Signatur der Stellen 


8.1. Ein Schmiegkoordinatensystem im Punkt S,(¢,) der dualisierbaren 
Kurve C,, im R,, mit den Schmiegraumscharen S;,(t,) (0 < k < n) erhalt man 
durch die Koordinatenachsen X,, X,,...,X, , fiir die gilt: X,— S,(t,); 
XC Sylto); Xe Se-1 (to) (& = 2, 3,..., n), also S,(t.) = X, v X,v--+ v X,. 

Wir fihren eine zu S,(t) fremde Hyperebene U,,_, ein als unendlich ferne 
Ebene. S,(t) und U,_,a X, (k= 1,2,...,m) teilen X, in Koordinaten- 
halbachsen. Diese werden unterschieden durch Xj und X;. Durch n Ko- 
ordinatenhalbachsen wird ein ,,Umgebungssektor“ (abgekiirzt US) von S,(t,) 
ausgespannt. Der von den Koordinatenhalbachsen Xu, XP, -» Xo (x= + 
oder —; k=1,2,...,m) ausgespannte US wird mit der Signatur 
(€, &y Eg) - - -» &,) bezeichnet, dabei ist immer e,= + . 

Saiz 6. Es gibt eine vordere (hintere) zu U,,_, fremde Umgebung von S,(t,), 
die auch zu der von X,, Xq, . . ., Xp-1, Xp1,---, Xn (1 S O S mn) ausgespannten 
Hyperebene R&,_, fremd ist. 

Beweis. Es ist X, { Ri,_,. Angenommen, es gibe eine gegen t, sich haufende 
Folge t,, so daB Selt,) CRE » dann ware S,_,(t)) v Sy(t;)C RR-,, also auch 
nach 2.1 as ~1 (ty) V So(t;) = S, (to) C Ray Daraus wiirde folgen X,c 8, (to) C 


cH-, im a zu X,¢ Ri, 

Es gibt also eine vordere (hintere) Umgebung von S,(t,), die ganz in einem 
US liegt. 

Die Koordinatenhalbachsen seien so mit + und — signiert, daB in der 
Signatur des US, in dem die vordere Umgebung U, von §S,(t,) liegt, 
Oe Be Gym ° °° @ Eee F- 

Die Signatur des US, in dem die hintere Umgebung U, von So (ts) liegt, sei 
zugleich auch die Signatur von S,(t,), oder kurz von ¢,; sie stimmt iiberein bei 





Be Uy 


vol 


scl 


Se 
bz 
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Punkten endlicher Ordnung mit der ,,vermittelnden linksseitigen signierten 
Permutation“ des Punktes S,(t,) nach Denx-Havpt [1, Seite 79]. (Da dualisier- 
bare Kurven differenzierbar sind, tritt hier keine Permutation der Koordinaten- 
halbachsen auf.) 

8.2. Satz 7. Die elementare Stelle t, der dualisierbaren Kurve C,, im R,, ist 
dann und nur dann eine k-dimensionale Riickkehrstelle, wenn in der Signatur 
-von ty &, und &,,, gleich sind (0 <= k Ss n—1). 

Beweis. Der Satz ist richtig fir k = 0; denn ist e,= +, dann fallt die 
vordere Halbtangente in S,(f,) mit der hinteren zusammen, S,(t,) ist Spitze. 

Wir weisen nun nach, daB der Satz auch fiir k = n — 1, also fiir Torsions- 
stellen richtig ist. 


Liegt eine vordere (hintere) geniigend kleine Umgebung U, von S,(t,) im 
US (€, &g, ..-, &), dann folgt aus dem Satz von der Windungsmonotonie der 
Maximalsekanten [2, Seite 104], daB die Schmieghyperebenen S,, _, (¢,) in den 
Stellen ¢; von U, die Koordinatenhalbachsen X* (i = 1, 2, ..., n) schneiden. 
wobei 

é,1 = e,(—1)**?. 


Fir die vordere Umgebung U, von S,(t,), bei der ¢,= + fir OS isn, 
werden daher von S,_,(t;) die Koordinatenhalbachsen X{_, und X, ge- 
schnitten, wenn n gerade, dagegen X,_, und X;, wenn n ungerade ist. 

Wir wahlen nun zwei Punkte z,_,c Xj{_, und z, c Xj, so daB der eventuelle 
Schnittpunkt von S,_,(t;) mit X{_,, bzw. Xj zwischen S,(t,) und z,_, 
bzw. x, liegt. Die durch z,_, und 2, bestimmte Gerade sei G,. 

Die (geniigend kleine) hintere Umgebung U, von S,(t,) liege ganz in dem 
US (4, €}, 2, - - +» En): 

Die Spur der Schmieghyperebenen S,,_,(t;) in den Stellen ¢, der vorderen 
Umgebung U, von S,(t,) in G, liegt genau dann, wenn ¢, Torsionsstelle ist 
(7.3) auf derselben von z,_, und 2, begrenzten Strecke von G, wie die Spur 
der Schmieghyperebenen in den Stellen t; der hinteren Umgebung U) von 
S,(t,). Die Schmieghyperebenen S,_,(t;) schneiden daher ebenfalls die Ko- 
ordinatenhalbachsen X;_, und X; oder X;_, und Xj. 

Also ist: e,,(—1)"= +1 und e,(—1)"*+?= —1 oder ¢,,_,(—1)"= —1 und 

a(—lption +1. 

In jedem Fall sind ¢,,_, und ¢;, gleich. 

8.3. Um den Satz auch fir 0 < k <n—1 zu beweisen, wihlen wir auf 
jeder Achse X, (i = 3, 4, . . ., n) beliebig einen von S,(t,) verschiedenen Punkt 
a,CX,. Der von 24 9, %p43,---,% ausgespannte (n—k—2)-Raum sei 
Bigamete 

Wir projizieren geniigend kleine vordere und hintere Umgebungen 
U, und Uy von §,(t,), die zu Z,-,-, fremd sind aus £,_,~-, in S,+; (ty) 
= X,v X,v--++v X,4,. Dem Punkt S,(t) von C, entspricht dabei der Punkt 
Qo(t) = (So (t) V Zy—2-2) A Seii(to) der Projektion O,,, des Teilbogens 
U,+ So(to) + Ug von C,. in 8,43 (ty). 

Math. Ann. 140 16 
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C+, ist eine dualisierbare Kurve, da die Bedingungen von 6.1 erfiillt sind, 
namlich : 

a) £,-,-24 8,(t) = 9 fir | = n— (n—k—2)—1=k+1 

b) k+ 1<n—(n—k—2) 

C) (By~x—2 V Si (to) A Seia(to) = 9 fiir 1L<n—(n—k—2)—(k+1)—1=0. 

Wenn diese Bedingungen fiir S,(t,) erfiillt sind, dann auch fiir die Stellen ¢; 
einer geniigend kleinen Umgebung von ft). 

Es sei E,,_,—2 V Sx (t;) = Pa—y(t;) und Py, (t,) A Spsi(to) = Qe (ty) - 

jn Raumstiick, das teils von Koordinatenachsen, teils von Koordinaten- 
halbachsen ausgespannt wird, heiBe ,,Keil‘‘. Ersetzt man die Koordinaten- 
halbachsen durch ihre komplementaren, dann erhalt man den komplementaren 
Keil. 

Der von den Koordinatenachsen X, , », X,+ 3, . . -, X, und den Koordinaten- 
halbachsen X'‘', X},...,X}*t, ausgespannte Keil K umfaBt die US 
(Ey, Eg, - - «> Exsp Exsg, ---> F,), Wobei &; (k + 2 < i < #) beliebig, und enthalt 
auf seinem Rande £,,_ ,- ». 

Die Projektion einer zu E,_,~, fremden, in einem US (e, &9, ..., 41 
En+9)---»&) liegenden Punktmenge aus E,,_,~, in S,43(to) = X,vX_Vv---VXga, 
liegt dann ebenfalls in K oder in dem zu K komplementaren Keil, also in dem 


(k + 1)-dimensionalen von X}, X},..., X#t4, oder von Xj", X},..., Xp443 | 


ausgespannten US, wobei ¢;1 = ¢,(—1) ist®). 
Liegt also Ug im US (&, &,..., &¢41, Ee+9,---> &), dann liegt die Pro- 
jektion von Uj aus £,_,-, in S,+,(t,) in dem (& + 1)-dimensionalen US 


(€, 2. ~~ &g4,) Oder (€}, €,.:., &4,) und die Projektion der vorderen Um- 
gebung U, in S,,,(t,) im (&+ 1)-dimensionalen US (+,+--+-+) oder 
(—,—,..-,—). Q,(t,) sind die Schmieghyperebenen in den Stellen ¢; der Pro- 


jektion C,,, im (&k + 1)-Raum S,,,(¢,). Fiir sie gilt das fiir den Fall k = n— 1 
im R,, oben Bewiesene. 

C,+, hat in t, eine Torsionsstelle, d. h. eine k-dimensionale Riickkehrstelle 
genau dann, wenn ¢, und ¢,,, gleich sind. 

Einer k-dimensionalen Rickkehrstelle der Projektion entspricht aber hier 
nach 7.4 (2. Def.) und 6.4 eine’ k-dimensionale Riickkehrstelle der Kurve C,, 
selbst, denn die Projektion von C,, aus einem (n — k — 2)-Raum in eine Gerade 
hat an der Stelle t, eine Spitze. 

Korollar. S,(t,) ist dann eine normale Stelle, wenn sie elementar ist und in 
ihrer Signatur + und — abwechseln. 








’) Fiir die Koordinaten {Z,} eines Punktes von Z, _,-_, gilt: 7,= Ofirl <i sk+1; 
fiir die Koordinaten {z;} eines Punktes von S, , ;(t)) gilt: z; = 0 fir k + 2 Si Sn. Wird 
ein Punkt {z,} im U S(e,, €,,..., €,) aus einem Punkt {Z,} von Z,_,-, in einen Punkt {2/} 
von 8,4 ;(t)) projiziert, so ist fiir ‘ 


6496660100 4! =s 





or 
% 


Man erhailt fiir alle ¢ (1 < i [ k + 1) bei x; entweder dasselbe oder fiir alle das ent- 
gegengesetzte Vorzeichen wie bei 2z;. 
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9. Ordnung einer dualisierbaren Kurve 


9.1. Vorbemerkungen. 1. Ein Teilbogen D, der dualisierbaren Kurve C,, 
im R, hei®t von r-ter Ordnung, wenn es zu jeder Hyperebene R,,_,c R, 
héchstens r Stellen und zu mindestens einer Hyperebene genau r Stellen t, gibt 
(i= 1,2,..., 7), 80 daB S,(t,)C Ry-. 

2. C,, hat in der Stelle t die Ordnung r, wenn es beliebig kleine Umgebungen 
der Stelle ¢ in C,, gibt, die die Ordnung r haben. 

3. Eine Stelle ¢ heiBt ,,m-fache Riickkehrstelle“‘, wenn sie k-dimensionale 
Rickkehrstelle fiir m Werte von k ist (k = 0,1, 2,...,n —1). 

9.2. Satz 8. Voraussetzung. 1. D,, ist ein Teilbogen einer dualisierbaren 
Kurve C,, im R,, mit den Schmiegraumscharen S,(t) (k = 0,1, .. ., n). 

2. Es gibt eine Folge inzidenter r-Raume Z, (r = 0,1,...,n—1) mit 
E, A S,-,-1(t) = 9 fiir alle Stellen ¢t von D,,. 

3. D,, enthalte m Riickkehrstellen; dabei sind m’-fache Riickkehrstellen 
m’-fach zu zahlen. 

Behauptung. D,, hat héchstens die Ordnung n + m. 

Der Satz ist richtig fir n = 1. D, enthalt m Spitzen. 

Beweis fiir n > 1. Wir nehmen an, der Satz sei richtig fir n —1 = 1 und 
beweisen ihn (indirekt) fiir n. 

D,, sei von der Ordnung r > n + m. R,,_, sei ein (n — 1)-Raum, der r Stellen 
t,, tg, ...,t, mit D, gemein habe. H,_, A R,-,= R,-~>. 

Der D,, aus R,,_ , projizierende Kegel sei K},-?. Es ist R,_, A S,(t) = 8 und 
es ist R,_,v So(t;) = R,-2v So(t,) = R,-, (= 2,3,..., 17). Da die Punkte 
von D,, zu E,,_, fremd sind, mu8 K},~? zwischen ¢,; und ¢,,, (¢ = 1, 2,...,r—1) 
eine Torsionsstelle haben, also im ganzen mindestens r—] Torsionsstellen. 
Ware R,_,a S,(t) = 9 far t, St S t4, (§=1,2,...,r—1), so wiirde jeder 
Torsionsstelle von K},-? eine Spitze von D, entsprechen (7.2). D, hatte min- 
destens r— 1 Spitzen; das kann nicht sein, da D, nur m < r—1 Riickkehr- 
stellen hat. D, habe r'< r— 1 Spitzen. Dann gibt es noch r—r’— 1 Stellen, 
an denen die Bedingung R,_,A S,(t)= 9% nicht erfillt ist, d.h. es gibt in 
r — r’—1 Stellen von D,, Tangenten, welche mit R,,_, einen nicht leeren Durch- 
schnitt haben. Die Spur D, _, von D,, in Z,,_, hat daher in mindestens r — r’— 1 
Stellen Punkte mit R,_, gemein, also mindestens die Ordnung r— r’— 1 > 
>n—1+m—r’. Andrerseits hat die Spur D,_, von D, in Z,.,m—r’ Riick- 
kehrstellen; denn jeder k-Riickkehrstelle von D,, entspricht eine (k — 1)-Riick- 
kehrstelle von D,_,. Nach der Induktionsannahme hat D,-_, héchstens die 
Ordnung n—1+m—r’. Die Annahme r>a-+m fihrt also zu einem 
Widerspruch. 

Korollar 1. Ein normaler Bogen, d.h. ein von Riickkehrstellen freier Teil- 
bogen einer dualisierbaren Kurve im R,, ist ein Bogen n-ter Ordnung. 

Korollar 2. Eine dualisierbare Kurve im R,, hat in einer elementaren Stelle, 
die m-fache Riickkehrstelle ist, héchstens die Ordnung n + m. 

Nach Denx-Havpt [1], Seite 91, ist die Ordnung eines elementaren 
Punktes einer differenzierbaren Kurve im R,, in dessen Signatur m Zeichen- 

16* 
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_ folgen auftreten, mindestens n + m. Hieraus, aus Satz 7 und Korollar 2 folgt 
dann: 

Satz 9. Eine dualisierbare Kurve im R,, hat in einer elementaren Stelle, die 
m-fache Riickkehrstelle ist, die Ordnung n + m. 

Aus Satz 5 und Korollar 1 ergibt sich: 

Satz 10. Eine dualisierbare Kurve im R,, ist abgeschlossene Hiille einer Ver- 
einigung von abzihlbar vielen Bogen n-ter Ordnung. 


10. Schmieghalbscharen 


10.1. Im R,, liege eine elliptische Korrelation vor, die jedem r-Raum R, 
einen (n — r— 1)-Raum R,,_,_, polar zuordnet mit R, A R,-,-1= §, nicht zu 
verwechseln mit der dualen Zuordnung der Schmiegraume in der dualisier- 
baren Kurve C,. R,_,—, hei&8t die konjugierte Polare von R,, und R, die kon- 
jugierte Polare von R,,_,_,. 

Befindet sich C, in einem euklidischen Raum R;,, so ist die elliptische 
Korrelation insofern ausgeartet, als jedem Punki die uneigentliche Hyper- 
ebene von R,, als konjugierte Polare zugeordnet ist, wihrend im tbrigen die 
Rechtwinkelkorrelation gilt. 

C,, sei wieder eine dualisierbare Kurve mit den Schmiegraumscharen S, (¢) 
(—-lsksn). 

10.2. k-dimensionale Regelscharen. Wir betrachten zuerst den Fall 
2k+1=n. U(t,) sei eine Umgebung von ¢,, so daB fiir alle t;¢ U(t,) gilt: 
S;, (t.) A S,(t;) = 9. Solche Umgebungen gibt es nach 2.1, Hilfssatz. Ist S, (t,) 
die konjugierte Polare von S,(t,), so sei U(t,) auch so klein gewahit, daB 
S,(t,) A Sy (ty) = 9 fiir t, € U (ty). 

Ist x, ein beliebiger Punkt in S,(t,), so ist [x v S,(t,)] A S,(t,) = 2; ein 
Punkt in S,(t,). Die Gerade 2x, v x;= G trifft S,(t,) in einem Punkt Z, da 
dim(G v §,(t,)) = k + 1. Es gibt also durch jéden Punkt von S;,(t,) genau eine 
Gerade, die sowohl S,(t;) wie S,(t,) in einem Punkt trifft. Man erhalt eine 
Schar von co* Geraden, die paarweise zueinander fremd sind und je einen 
Punkt von S,(t,) mit einem Punkt von S,(f;) und von §,(f,) verbinden. Diese 
Geradenschar werde bezeichnet mit G‘(G,). 

Die Punktreihen auf den Geraden G, von S‘(@,) werden einander projektiv 
zugeordnet, wobei sich Punkte auf S,(f,) entsprechen sollen, ebenso Punkte auf 
S,(t;) und auf §,(t,). Dadurch sind die Projektivitaéten eindeutig bestimmt. 

Behauptung. Jeder Punkt x; einer Geraden G, von S' (G,) liegt mit allen ihm 
entsprechenden in einem k-Raum R';’. 

Beweis. k Gerade G, (9 = 1,2,...,%) von S‘(G,) kénnen so gewahlt 
werden, daB G, v G, v--+ v G, ein (2k — 1)-Raum R,,_, ist, da in R, = R,,+, 
sich 2k + 2 Punkte, also auch k + 1 Gerade linear unabhangig wahlen lassen. 
Es sind dann irgend k Punkte z,c G, (9 = 1, 2,..., &) linear unabhangig. 
G, sei eine weitere Gerade von O'(G,), die zu R,,-, fremd ist, und 
x; seien die Punkte dieser Geraden. 
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Das 2k- nee Biischel {R,,_, v 23} ist perspektiv zur Punktreihe {z}} auf G,. 

Sind 2}, x}, 2} die Schnittpunkte von G; mit S,(t,), bzw. mit S,(t,), bzw. mit 

§,(t), 80 enthalt R,,-, V 2° den ganzen k-Raum 8, (t,), da es k + 1 linear 
rrr el Punkte von fame enthalt, ebenso ist S,(t;)C Ry,-, v x} und 

5S, (to) C Ryx-1 V 23. Daraus folgt, daB auch fiir jeden anderen Punkt 2; G, der 
k-Raum R,,-, v z alle x; entsprechenden Punkte auf den Geraden von S‘(G,) 
enthalt. 

Wir behaupten, die Vereinigung aller dieser Punkte bilden einen k-Raum. 
Angenommen, der kleinste lineare Unterraum von R,,, der die Menge aller dem 
Punkt 2; entsprechenden Punkte enthalt, sei R, von der Dimension k’. Wire 
k’<k, dann ware dim(R, v R,,-,;) < k' + 2k—1—(k—1l) =k + k< 2k. 
Es ist aber dim(R, v R,,-,) = dim(R,,-, Vv 2) = 2k. 

Jeder Punkt 2} liegt daher mit allen ihm entsprechenden in einem k-Raum 
Ry’. 

Die Gesamtheit dieser k-Réume Rj;’, zu denen auch 8, (t.), S,(t;) und 8, (ty) 
gehéren, bilden die durch S, (t,) und S, (t,) bestimmte ,,k-dimensionale Regelschar* 
R, (to, t;). Die k-Raéume der Schar sind paarweise zueinander fremd. Diese ein- 
parametrische Schar wird durch S,(t,) und §,(t,) in zwei Halb-Regelscharen 
geteilt. Die Halb-Regelschar, der S,(t,) angehért, sei die Halb-Regelschar 
HR, (tp, ¢;). 

Ist 2k + 1 <n, so ist die konjugierte Polare zu S,(t,) der (n — k— 1)- 
Raum S,_,-,(f)) und S,(t,) v S,(¢,) ein (2k + 1)-Raum Rb,4;, RopsiA 
A Sa-x-1(t) ein k-Raum Sh (ty). 

Aus §,(t)), S,(t,;) und Si(t,) erhalt man wie im vorhergehenden Fall die 
Geradenschar S‘(G,), die k-dimensionale Regelschar R, (to, ¢;) und Halb-Regel- 
schar HR, (to, t,). 

Als . dimensionale vordere (hintere) Schmieghalbschar in t, werde fir 
‘<— 5 1 erklart: lim HR, (t,, ¢;), wobei t, einer vorderen eee Um- 

te 
gebung von ft, angehért. 

Fiir diese Schmieghalbscharen gilt nicht mehr, daB ihre k-Réume paar- 
weise zueinander fremd sind. Man kann sie als entartete k-dimensionale Regel- 
scharen bezeichnen. Denn ©‘(G,) ist nach A, (k, k) (1.5) eine Teilmenge von 


SL(to) v SP(t,) und limS*(G,) daher eine Teilmenge von Uv Sh n+ 1-olbo) A(S2(to)). 
yt “a 





Die Geraden von hoes |.) sind daher nicht mehr paarweise zueinander 
fremd, und ebenso nicht die k-Réume von Hm HE, (t t,); und zwar enthalt 
lim‘ (G,) alle Geraden, die Punkte von S, ) mit Punkten von S,,4;-,(t) A 


tot, 
A 5,—x-1(to) verbinden (y= 0,1,..., k). | 

Jeder: k-Raum der k- Maitaihakston Schmieghalbschar trifft jede Gerade 
von lim@*(G,), die k-dimensionale Schmieghalbschar besteht aus k + 1 Halb- 


it, 











222 Hermann Kinnetu: 
biischtln von k-Raumen, die in (k + 1)-Raéumen liegen. Die ganzen k-Raum- 
Biischel werden gegeben durch 


k 
jis [S, (ty) V(S,— 2-1 (to) A Sox r1—v(lo)) FA [S,—1 (to) v (8, —n—1 (to) A Sx-, (to). 


Dabei ist S,_,(t.) v(S,—,-1(to) A Sex—,(to)) (4 — 1)-dimensionale Achse des 
Bischels. 
Fiir vy = k erhalt man das Biischel 


[Sx (to) V (Sn—x—1 (to) A Sess (to) * \ SE-1 (to) = SE +1 (to) 0 SE-1 (to) - 
Das Halbbiischel dieses Biischels, das der vorderen (hinteren) k-dimensionalen 
Schmieghalbschar angehért, heiBe das ,, Primdrbiischel“ der vorderen (hinteren) 
k-dimensionalen Schmieghalbschar. 

Beispiel. Ist n = 5, k = 2, so erhalt man folgende Ebenenbiischel: 1. das 
Biischel im Raum S,(t,) v 5,(t,) mit der Achse 8,(t,) A S,(t.); 2. das Biischel 
im Raum §,(t.) v (S2(to) A Sq(t.)) mit der Achse S,(t,) v (S2(to) A S3(t,)); 
3. das Biischel im Raum S,(t,) v (S_(t)) A S3(t,)) = S3(t)) mit der Achse S, (t,) 
(Primarbiischel). © 

10.3. Ist 2k +-1>n, so tritt an Stelle der k-dimensionalen Regelschar 
Ry (to, t;) ein Kegel. Es ist S(t.) a S,(t;) = Rb,-, ein (2k—n)-Raum und 
Rex-n V Sn—x-1 (to) = i (to) ein k-Raum. hae 

Ist L2 _, eine beliebige Hyperebene, die S, (t,) enthalt, soist dim(Z2_, a Sj (t,)) 
=n—1+k—n=k—1 und dim(Z8_,a Si(t,)) v S(t) = (k—-1+ & — 

—(2k—n)=a—1. “ 

Es sei (Z8_,4 Si (t,))V Selt) = Ti,_, und der (n— 2)-Raum Li_,A En-1 
= Hi _ 

, ? a Si(t,) “ist _ ein ® — 1)-Raum L,- * ~ dim (Hi, 2A Si (t,)) 
= dim((Z,_, D}_,)a Si (t.)) = dim(ZQ_,A Si (t,)) =k—1. 

Es ist so dém (nm — 1)-Raum L°_, > S,(t,) eindeutig caaiiniie der (n — 1)- 
Raum Dn-1 > 8, (t,), der (n— 1)-Raum [i,_,> Si (ty) und der (n — 2)-Raum 

n—2 

Man erhiit eine Schar S‘(H,) von «*-*-1 (n — 2)-Raumen H*? ,, die alle 
Rep—n enthalten und in (n — 1)-Raéumen liegen, die Sx (ty), bzw. S,(t,) bzw. 
Si(t,) enthalten, also S,(t,) und S, (t;) und Si (t) i in (k —al)- Raumen schneiden. 
Durch jeden (k — 1)- Raum von 8, (t,) bzw. S;,(é¢;) bzw. Si (t,), der mit R,,-, 
inzident ist, geht ein (n — 2)-Raum Hi? 

Die Hyperebenenbiischel mit der ‘Achse-Hfi:¢ 2 der Schar S‘(H,) werden 
einander projektiv zugeordnet, wobei sich_Hyperebenen entsprechen sollen, 
die S,(t,) enthalten, ebepso die, welche S,(t;) bzw. Bi (t,) enthalten. Ent- 
sprechende Hyperebenen haben einen k-Raum Rj’ gemein, dual entsprechend 
zu 10.2. Da alle (n — 2)-Raume H'-¢ , der Schar 6 (H,) Ry,-,, enthalten, liegt 
R,,-, in allen diesen Raumen Re. ”. Man erhalt einen Kegel aus R,,_,, von 
k-Raumen, den durch §,(t,) und 'S; (t,) bestiznmten, Kegel K2*-"(t,, t,). 
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Die einparametrische Schar {Ri} der k-Raume des Kegels K2*-* (t,, ¢,) 
wird durch S,(t,) und S}(t,) in zwei Halbkegel geteilt. Der Halbkegel, der 
S,(t,) enthalt, sei der Halbkegel HK, (t,, ¢,). 

 : 4 dimensionale vordere (hintere) Schmieghalbschar in t, werde fir 


1 orklart: 
lim "HK x (to, t;), wenn t, einer vorderen (hinteren) Umgebung von ¢, angehart. 


it 


S‘(H,) ist nach B,(k, k) (1.5.) eine ) Telimnenge von S?-1(t,) a Sp-*(t,) und 
lim @‘(H,) daher eine Teilmenge von U. Soe 21, (to) A (SP-*(t,))" -*. 


tt, 
lim S‘(H,) umfaBt alle (n — 2)- tai die Schnittriume sind von Hyper- 
ht, 
ebenen, welche S,(t,) enthalten, mit Hyperebenen, welche S,,~_,~,(t)) v 
v S,—x-1(to) enthalten (k < »y < n—1). 
Da 2k—n<k und 2k—ns 2k—1-—» fir ko vasn—l1, 80 ist 
Ss n-nlto) = has Ri,-, in jedem dieser (n — 2)-Raume enthalten. 


Eine k- dinstnatenals Schmieghalbschar enthalt hier n — k Halbbiischel von 
k-Raéumen, die in (k + 1)-Raéumen liegen. Die ganzen k-Raum-Biischel werden 
gegeben — wobei das iiberall zu erginzende (t,) weggelassen ist — durch: 





k>- 


n-1 
a [8,0 (S,—2-1 V Sox—1-») * 1 [8,414 (Sp-n-1 V Sen-,)F*- 


Dabei ist S, a (5S, ,—, V S_y-1-,) ein (k — 1)-Raum, die Achse des Biischels, 
das im (k + 1)-Raum S,,, A (S,-%-1 V Sgx-,) liegt. Die Achse jedes Biischels 
enthalt S,,_,, (t,). 

Fir » = k erhalt man das Biischel 

[3,4 (S,—2-1 V Sp-a) PP 0 SE a= S$-1 9 Shas 

Das Halbbiischel dieses Biischels, das der vorderen (hinteren) k-dimen- 
sionalen Schmieghalbschar angehdért, heiBe das ,,Primérbiischel‘‘ der k-dimen- 
sionalen vorderen (hinteren) Schmieghalbschar. 

Beispiel. n = 4, k = 2. . 

Man erhalt folgende Biischel: 

[S, a (38, v 8)? A (8, a (8, v 8,)}? = 83.0 SZ (Primarbischel) 
und * 
[8,4 (8, v 8) PA [8,4-(5, v 8,)P = [Sq v (5,4 85) 2 (5, v 8,)? - 

10.4. Wir wollen nun die Spur der dualisierbaren Kurve C, und ihrer 
vorderen (hinteren) k-dimensionalen Schmieghalbschar an der Stelle ¢, in 
einem (n—k)-Raum £,_, untersuchen, fiir den S,_,(t,), Z,-,= 8 und 
t,€ U(t,), wobei U(t,) eine geniigend kleine vordere (hintere) Umgebung 
von ty. Ferner sei §,,_ ,—; (to) C Ey-»- 


Es sei S,(t,) A Z,-4= To(to); Sy(t,) A Za-e= To(ts)- 
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1. Fall. 2k<n. 


S, (to) v 8, (t;) = R, +1 (to); Rox +1 (to) A Sy-x-1 (tg) = Si (ty) < En— x: 
T g(t) V T(t) = Gi C Ro n+ (to) . 
Gi A Si (to) = GA Ro +1 (to) A 8, - 2-1 (to) - Gi A Sy -n-1 (to) 
und 
dim (Gi a S,-4-1(to)) > 1+ n—k—1—(n—k)=0. 


Daraus folgt: G, ¢S‘(G,) und R} nr (S‘(G,) , E,-,) = Gj. Alle weiteren 
Geraden von @'(G,) treffen Z,-, nur in Punkten von Si (t,); denn ware 
GQ eSi(G,); G + Gi = To(t.) v To(t,) und 2 ein Punkt von G’a EZ, _,,. 
z’ qd Si (t,), so hatte G’ auch noch einen Punkt 7 mit Si (ty) gemein und es 
ware 2’ vz = G'c E,-,. 

G@’ enthalt einen Punkt von S,(¢,) und von S,(¢,), die nicht zugleich mit 
T(t.) bzw. T,(t,;) zuasammenfallen kénnen, da G’ + 7',(t,) v T'g(t;). Es hatte 
also S,(t,) oder S,(t;) mit Z,_, mindestens zwei Punkte, also eine Gerade 
gemein im Widerspruch zu dim(S,(t,) A Z,—,) = dim(S,(t,;) A Z,-,) = 9. 

{Ri;’~ £,,} ist die Punktreihe der Geraden Gj. Die Schnitte der Halb- 
regelschar HR, (t,, t;) mit E,,_, sind die Punkte der durch 7',(t,) und Gj A Si(t,) 
begrenzten Halbgeraden von Gj, die 7',(t;) enthalt. 

Wenn C,, in t, eine k-dimensionale Riickkehrstelle hat, hat die Spur von C,, 
in Z,,_, in t, eine Spitze, dann fallt der Limes fiir t; > ¢, der Halbgeraden von 
T y(t.) v Ty (t;), die T,(t;) enthalt, wenn ¢; einer vorderen Umgebung von ¢, 
angehért, zusammen mit dem Limes der Halbgeraden, wenn ¢, einer hinteren 
Umgebung von f, angehért, und damit auch das Primarbiischel der vorderen 
k-dimensionalen Schmieghalbschar in t, mit dem Primarbiischel der hinteren 
k-dimensionalen Schmieghalbschar. 

Von den k-Raumen der vorderen und hinteren k-dimensionalen Schmieg- 
halbschar schneiden simtliche k-Raiume des Biischels 


[S, v (8-2-1 A Sexsi—y)]* 0 [8,-1 V (Sp—-2-1 4 Sox) (0s vs k—}) 
E,,- , in By n-1 (to) A S2x-, (to)- 
2. Fall. 2k = n. 
If, _; sei ein mit S,(t,) inzidenter (n — 1)-Raum. 
Di En-e= D-n-15 Tolto)C La-e-1; Dh-1 A 8y-2-1 (ty) = ) or 
(ie_.-s v 8, (t,)) A £,-.= Re ..s-s v T(t.) = The, s; 
D-e-1 A it, = Re_.-3¢ Bn - n-1 (to); S‘(H,) A E,-»= U Re-»-s : 
Die (x —- k—1)-Raum-Biischel in Z,_, mit den Achsen R¢_,_, sind 
einander projektiv zugeordnet, wobei die (n — k— 1)-Raéume durch 7, (t,) 
sich entsprechen, desgleichen die durch 7',(t;); da sich der (n — k — 1)-Raum 


S,,-x-1(t) selbst entspricht, sind die (n — k — 1)-Raum-Biischel perspektiv 
zueinander und alle sich entsprechenden (nm — k — 1)-Raéume haben je einen 
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Punkt der Punktreihe (7',(t,) v T,(t,))® gemeinsam. Die Punktreihe 
(T'o(to) v To(t,))° ist die Spur des k-dimensionalen Kegels K2*~-"(t,, t,) (10.3) 
in £,_,. Die Spur von C, in Z,_, hat in t, genau dann eine Spitze, wenn der 
Limes fiir t; > t, der durch 7',(t,) und (7'4(t) v 7'9(t,)) A S,— 2-1 (to) begrenzten 
Halbgeraden, die 7',(t;) enthalt, wobei ¢, einer vorderen Umgebung von ¢, 
angehért, zusammenfallt mit dem Limes der Halbgeraden, wenn ¢, einer 
hinteren Umgebung von ¢, angehért und damit auch das Primarbiischel der 
vorderen k-dimensionalen Schmieghalbschar in ¢, mit dem Primarbiischel der 
hinteren k-dimensionalen Schmieghalbschar zusammenfillt. 

Von den k-Raéumen der vorderen und hinteren k-dimensionalen Schmieg- 
halbschar schneiden sémtliche k-Raéume des Biischels 


[S,A (S,-e-1 V Sop-i—y) FO [8,414 (S,-n-1 VSy.-,)* (k+1 Svs n—1) 


E,,_, im (v—k—1)-Raum §,,_ ,_, (ty) a S, (ty). 

Ergebnis. C,, hat in t, genau dann eine k-dimensionale Riickkehrstelle, wenn 
das Primédrbiischel der vorderen k-dimensionalen Schmieghalbschar zusammen- 
fallt mit dem Primérbiischel der hinteren k-dimensionalen Schmieghalbschar. 

10.5. Im Falle k= 0 bzw. k= n—1 besteht die Geradenschar @‘(G,) 
bzw. die Schar G‘(H,) der (n — 2)-Raume H'-¢, aus der einzigen Geraden 
So(to) v So(t,), bzw. dem (mn — 2)-Raum S,_,(t)) A S,-,(¢;) und die 0-, bzw. 
(n — 1)-dimensionale Schmieghalbscharen aus den Punktreihen auf den Halb- 
tangenten, bzw. aus einem Schmieg-Halb-Hyperebenenbiischel’®). 


11. Beschrinkt dualisierbare Kurven 


11.1. Eine Kurve C), im R, mit stetigen k-dimensionalen Schmiegraum- 
scharen (0 < k <= n—1), die alle Grundrelationen A, (k,l) und B,(k, 1) fiir 
0< k,lsn—1 erfillen auBer A,(0,n—1), A,(n—1,0), B,(0,n—1), 
B,,(n — 1, 0), soll ,,beschriinkt dualisierbar“ heiBen. 

Fiir beschrinkt dualisierbare Kurven gilt infolgedessen auch nicht 
A}, (0, n — 1), Aj,(n—1, 0), B;,(0,n — 1), B,(n—1, 0), und es entfallt Satz 1 
(2.3); diese Kurven kénnen also unendlicher Ordnung sein. Ferner gilt hier 
nicht mehr, daB es zu jedem Punkt eine vordere und hintere Umgebung gibt, 
die ganz in einem offenen durch die Schmieg-Koordinatenhalbachsen be- 
stimmten Umgebungssektor (8.1) liegt. So waren die ebenen dualisierbaren 
Kurven von RosentTuat [6] dementsprechend als beschrinkt dualisierbar zu 
bezeichnen, da bei ihnen nicht ausgeschlossen ist, daB sich die Schnittpunkte 
der Kurve mit einer Tangente S,(t,) in S,(t,) haufen. 

An den iibrigen Satzen und der Definition der Riickkehrstellen andert sich 
nichts). Denn es gelten folgende Satze : 

Satz 11. Die Spur einer beschriinkt dualisierbaren Kurve C), in einem r-Raum 
E, und ein C;, aus E, projizierender Kegel mit E,a S,-_,-,(t) = 9 (t, Sts ty; 
lsrsn—l, bew. 0 Sr < n—2) ist (unbeschrinkt) dualisierbar. 


*) Siehe [5], Seite 88, 3.2. 
1°) Bei Satz 3 (5.4) sind die (uneigentlichen) Projektionen aus E, fiir r = —1 und bei 
Satz 4 (6.2) aus Z, in F, fiir r = —1, s ~- x auszunehmen. 
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Begriindung. Die Grundrelationen fir die Spur und den projizierenden 
Kegel folgen aus denen fir C), fir 1 < n—rsk,lon—1 bew.0cS kl 
sSn—r—2s n—2. 

Satz 12a. Héufen sich in einer Stelle t, einer beschrinkt dualisierbaren 
Kurve C;, die Stellen t,, so daB S,(t;)C S,-1(to), 80. ist t, Haéufungsstelle von 
Spitzen in C,,. 

Beweis. Es sei E,,.C S,—, (ty). Wegen “4 S,-1 (ty) A S,(t;) = So(t,) (nach 
B,,(n — 1, 1)) kann E,-. so gewahlt welien, daB fiir eine geniigend kleine 
Umgebung U (t,) von ¢, Z,,_, auBer von S,(t,) von keiner Tangente S,(t,) ge- 
troffen wird und da8 nicht alle Hyperebenen des Hyperebenenbischels £7 —} 
mit der Achse Z,,_, einen Punkt S,(t,;) enthalten, wenn t,¢ U (t,), daB also der 
die Punkte S,(t;) aus Z,,, projizierende Kegel K},-* nicht alle Hyperebenen 
er Fr-} aren In t, haufen sich die Stellen t,, so ” fiir die Pr 

Pps (ti) = Ea-2 V So(t;) von Ky-* gilt: P,-1(t) = Pa—s(to) = Sp-y (to). In t, 
miissen sich dann aber auch die Torsionsstellen t, von K"~* haufen. Da die 
Tangenten von C;, in diesen Stellen t, Z,_, nicht treffen, entsprechen diesen 
Torsionsstellen nach 7.2 Spitzen in C),. 

Dual zu Satz 12a erhalt man 

Saiz 126. Héufen sich in einer Stelle t, einer beschriinkt dualisierbaren Kurve 
die Stellen t;, 30 daB S4(ty) C S,<,(t,), 80 ist tg Haufungsstelle von Torsionsstellen. 
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Distributionen und Operatoren 


Von 


Joser WLOKA in Heidelberg 


Diese Arbeit befaBt sich mit dem Zusammenhang zwischen den Schwartz- 
schen Distributionen [7] und den Mikusinskischen Operatoren [3]. 

In Teil I wird der Fall einer Veranderlichen studiert. Dabei zeigt es sich, 
daB man alle Distributionen aus 9’, (die ihren Trager auf einem rechten Halb- 
strahl haben) in den Mikusinskischen Operatorenkérper M isomorph einbetten 
kann. Andere Einbettungen haben Mrxusr¥sx1 [3] und Fenyé [1] angegeben. 
(Dabei gingen beide letztgenannten Autoren von anderen Definitionen der 
Distributionen aus.) Die hier angegebene Einbettung hat den Vorteil, daB sie 
zu entscheiden erlaubt, wann ein Operator eine Distribution ist. Es gilt namlich 
der Satz I. 3: Ein Operator p ist dann und nur dann eine Distribution aus 9’, , 
wenn fiir ihn die Darstellung gilt 


p=) shiF,, 
i=0 


wobei F, stetige Funktionen sind, die ihren Trager auf einem und demselben 
rechten Halbstrahl haben. 

MrxvsINskI [3] hat Operatorenfunktionen (as f oa) (der Bruch ist als 
Faltungsbruch zu verstehen) betrachtet und fiir sie eine Differentialgleichungs- 
theorie geschaffen. Die Operatorenfunktionen sind — wie gewdhnliche Funk- 
tionen — trotz Stetigkeit, meistens nicht geniigend oft differenzierbar. Bei 
gewohnlichen Funktionen wird diese Schwierigkeit durch die Distributions- 
theorie tiberwunden. Es liegt daher nahe zu versuchen, Gebilde zu konstruieren, 
die beziiglich der Veranderlichen ¢ Mikusinskische Operatoren sind und be- 
ziiglich der Veranderlichen A sich wie Schwartzsche Distributionen verhalten. 
Diese Gebilde waren dann beziiglich ¢ und A beliebig oft differenzierbar. In 
Teil II werden derartige Gebilde kontruiert, d. h. die Operatorenfunktionen 
werden um Operatorendistributionen erweitert. Dabei wurden nur Operatoren- 
distributionen endlicher Ordnung eingefiihrt, d.h. jede in dieser Arbeit be- 
trachtete Operatorendistribution ist eine endliche Ableitung einer stetigen 
Operatorenfunktion. Die Konstruktion ruht auf einem Satz von H. Kénie [2], 
der auch — wie H. K6nie in [2] zeigte — die Grundlage fiir die Schwartzschen 
Distributionen bilden kann. Anders hat Mrxusr%sx1 [6] die Operatoren- 
distributionen eingefiihrt, wahrend eine gleichwertige Definition von Szow!- 
KOwskKI [9] stammt. 
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In Teil III wird gezeigt, daB bei dieser Erweiterung die Hauptsiatze der 
Mikusinskischen Differentialgleichungstheorie erhalten bleiben, sowie daB die 
Klassifikation der Differentialgleichungen unverindert bleibt. Es treten 
namlich durch diese Erweiterung keine neuen Logarithmen hinzu (fiir den 
Logarithmenbegriff siehe [3]). 

Fir die in dieser Arbeit benutzte Nomenklatur halten wir uns bei Dis- 
tributionen an die Biicher [7] und [8] von Schwartz, wahrend bei Operatoren 
die Mikusifskische Bezeichnungsweise [3] gewahlt wurde. Gefaltet wird nur 
nach der Veranderlichen t. Kommen die Veranderlichen ¢ und A vor, so wird 
bei der Faltung, A als Parameter betrachtet. Nach MrxustNsxr1 [3], S. 26, laBt 
sich der Kérper der komplexen Zahlen isomorph in den Operatorenkérper M 
einbetten. Deshalb kénnen wir die ,,Multiplikation mit einer festen Zahl“ 
(z. B. mit A) als Faltung auffassen und fiir beide Operationen dasselbe Symbol 
verwenden. Zweideutigkeiten kénnen dadurch nicht auftreten, es sei denn, wir 
multiplizierten zwei Funktionen der Veranderlichen ¢t, a(t) und b(t), mit- 
einander. Letzterer Fall tritt aber in dieser Arbeit nirgends auf. Fiir die Faltung 
wollen wir die Symbole * (meistens bei Distributionen) und - (meistens fir 
Operatoren, sowie dort, wo die Faltung eigentlich eine Multiplikation ist) ver- 
wenden, oder auch gar nichts schreiben. Die vorkommenden Briiche sind stets 
als Faitungsbriiche zu verstehen. Unter einem Titchmarshschen Satz wollen 
wir hier einen Satz tiber die Nullteilerfreiheit einer Funktionenalgebra ver- 
stehen. 


Herrn Professor K6THE méchte ich fiir mannigfaltige Anregungen und die Méglich- 
keit, meine Arbeiten mit ihm zu diskutieren, herzlich danken. 


I, Eine Verianderliche 


Die Mikusinskische Operatorenrechnung [3] kann man auch erhalten, 
indem man von Funktionen ausgeht, die auf der t-Achse (—oo < t < oo) stetig 
sind und ihren Trager auf einem rechten Halbstrahl A = (a < t < oo) haben. 
(Siehe MrxusrNsx1 [3], S. 124; dort wird auch gezeigt, daB die so erhaltene 
Operatorenrechnung zu der friiheren isomorph ist.) 

Wir wollen die Distributionen aus 9’, (siehe Scuwartz [8]; es sind die- 
jenigen Distributionen, die ihren Trager auf einem rechten Halbstrahl haben) 
in den Operatorenkérper M isomorph einbetten. Dazu gehen wir von folgendem 
Satz (Scowartz [8], S. 12 u. 23) aus: 

Es sei 0 = p €D und D € 9‘, dann gilt D* wp = f € €, und der Triiger von f 
liegt auf einem rechten Halbstrahl. 


Die isomorphe Einbettung erhalten wir durch die Zuordnung 


(1) D+, wobei D+ p=, 9 #0. 


Wir zeigen, daB die Zuordnung ++ von p unabhangig ist. Wir haben: 








~~ wf OF 


se ete Se 
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Aus D * 9, = f, und D* g,= f, folgt f, * ¢.= D* 9, * %= f,* 9, Woraus 
wegen des Titchmarshschen Satzes [10] folgt 


key 

Pi —. 
Die Zuordnung + ist eindeutig: 

Es sei 
hein Ini. 
Ay VP. Ps »- 
Daraus folgt wegen (1) 
D,* 9,* Po= hi* Po= fe* Pi= Dr* Yi* G2» 

also 
(2) (D,— D,) * * G.= 9. 


Da der Titchmarshsche Satz auch fir Distributionen aus 9’, giiltig ist (siehe 
Scuwartz [8], S. 29), ergibt sich aus (2) 


D,= D, . 


_ Die Zuordnung + erhalt die Operationen Addition und Faltung *, wir wollen 


dies fiir die Faltung * zeigen: 


Es sei D. > und D, ob, also wegen (1) D,* gy, = f, und D,* g,= fy. 
2 


Wir falten beide Gleichungen miteinander und erhalten 
fiefs = Pe i 
Pi® Pa Pi Pa 
Die Zuordnung ++ ist damit ein Isomorphismus. Fir den Isomorphismus ++ 
gelten die einfachen Regeln: 
Lemma 1. Ist die Distribution D eine stetige Funktion i, so entspricht ihr 
beim Isomorphismus «+ dieselbe stetige Funktion [, aufgefaBt als Operator. 
Wir haben namlich D * o = f * g, also 


D,* Dy 


Lemma 2. 6) (t) + 8*. 


Beweis: Wir haben 6™* m= o™, also Bo F. -. Nach bekannter 
Operatorenformel haben wir y)= s,g, da, wegen y € 9, weder @ noch ihre 
Ableitungen g) Unstetigkeitsstellen aufweisen. Nach Einsetzen der 
Operatorenformel erhalten wir 


i. had . 
? 


Lemma 3. d(t—A)+ Ph’. 
Beweis. Wir haben 6(t— A) * m = y(t— A) und deshalb 
=o Oe Me _n 
6(t— A) 2 _* W. 


Wenn wir 9’, als kommutativen Ring mit den Operationen + und * auf- 
fassen, so sagt der Titchmarshsche Satz, daB D', keine Nullteiler besitzt. 
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Wir kénnen also den Quotientenkérper zu 9’, bilden. Der Isomorphie (1) 
wegen ist dieser Quotientenkérper dem Mikusinskischen Operatorenkérper M 
isomorph. 

Wir wollen in M den Konvergenzbegriff etwas anders fassen, um damit den 
Zusammenhang mit den Distributionen besser zu beleuchten. Wir definieren : 

Die Operatorenfolge p, — (konvergiert) 


1. wenn ein 6 existiert derart, daB sich p, darstellen laBt p, = + ,b6+04); 
wobei a,, 6 stetige Funktionen sind, die ihren Trager auf einem und demselben 
rechten Halbstrahl haben, und 

, a, im Distributionssinne konvergiert , 
oder auch 


2. wenn ein D existiert derart, daB p, sich darstellen laBt p, = p: D+) 


(D,, D sind Distributionen, die beziiglich ihrer Trager dieselbe Voraussetzung 
wie oben erfiillen), und 


D,, im Distributionssinne konvergiert . 





Um die Aquivalenz der Konvergenzdefinitionen 1. und 2. mit dem friiher 
eingefiihrten [3] Konvergenzbegriff einzusehen, geniigt es, daB man Zahler und 
Nenner von p, mit 0+ m €®D faltet. Nach einem Satz von Scuwartz ((8], 
S. 23) konvergiert dann a,* gy, bzw. D,* gm im Sinne von &, d. h. fast gleich- 
maBig, und wegen des Titchmarshschen Satzes ist 6 * mp + 0, baw. D* » = 0; 
und a,,* o, b * ~, sowie D,* y, D * @ sind stetige Funktionen. 

Lemma 4. Es konvergiere D, gegen D im Sinne von 9', (d.h. im Sinne 
von D’ und die Tiger von D,, sowie D sind alle auf einem und demselben Halb- 
strahl enthalten ) in Zeichen D,, —5-— D, und D,, ++ pp, D ++ p, dann konvergiert p, 
gegen p im Sinne der PS We. ORE in Zeichen py, —,> p, wobei als Kon- 
vergenzfaktor jede Funktion py = 0 aus D in Frage kommt. Umgekehrt, es sei 
Pn qr P, mit beliebigem 0 = ~ € D als. Konvergenzfaktor und D, ++ p,, D+ p, 
dann gilt D,, ie D. 

Beweis. 1. Wegen (1) haben wir 
ha 
Pra= Q 
wobei /, = D,* y und f = D* @. 

Da fiir ein beliebiges festes gp € D, * eine stetige Abbildung von 9’, nach €. 
vermittelt (siehe Scuwartz [8]), strebt /, fast gleichmaBig gegen /, womit 
Png P mit beliebigem Konvergenzfaktor pm + 0 bewiesen ist. 


2. Wieder haben wir p, 4, p= Lund f,=D,* 9, f=D* gy. Da 
Pn P bei beliebigen 0 = py € D als Konvergenzfaktor gilt, haben wir 


D, ee Is D+ ¢ (siehe obige Konvergenzdefinitionen) fiir alle p ¢9. Nach 
einem Satz von Scuwarrz ((81, S. 53) folgt daraus D, > D. 


1) b, bzw. D nennen wir Konvergenzfaktor. 
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Es erhebt sich die Frage, wie man diejenigen Operatoren, die Distributionen 
aus 9’, sind, einfach charakterisieren kann. Dazu brauchen wir einen Satz iiber 
die globale Darstellung von Distributionen, naémlich 


Satz 1.1. Jede Distribution D € 9‘, lapt sich in der Form darstellen 


(3) D= J 6M (t) * d(t— i) * F,(t), 

i=0 
wobei F(t) stetige Funktionen sind, die alle ihren Trager auf einem und demselben 
rechten Halbstrahl haben, und die Summe auf der rechten Seite von (3) lokal- 
finit ist. 

Wir wollen diesen Satz allgemeiner — fiir Distributionen von zwei 
Veranderlichen — formulieren und beweisen, da wir ihn in Teil II 
nochmals anwenden werden. Zu diesem Zweck betrachten wir Distributionen 
von zwei Veranderlichen t, A, die ihren Trager im rechten Halbstreifen 
B= (a<t< _o,4,< A< 4,) haben. Unter einer beziiglich 4 endlichen Dis- 
tribution D verstehen wir eine Distribution auf B, die sich in jedem Rechteck 


R= (a<t< 7,4,<A<A,) in der Form D= x . sie F(t, 4) darstellen 
1aBt, wobei F(t, A) eine stetige Funktion von ¢, A ist und m von T unabhangig 
ist. Es gilt der 

Satz I. 2. Jede beziiglich i. endliche Distribution D auf B laBt sich in der 
Form darstellen 


(4) D= a > db) (t) * b(t — i) * a, (t, A), 
a io 


wobei a;(t, A) stetige Funktionen von t, A sind, die ihren Triger in B haben. 
Beweis. Wenn man sich die Beweise von Satz XXIX und XXX von 
ScHwartz (siehe [7], S. 95 und 96) ansieht, so sieht man, daB man Satz XXX 
in der folgenden Form aussprechen kann: 
Es sei {{2,} eine offene, relativ kompakte Bedeckung des Tragers der 
Distribution D. Dann laBt sich D in die unendliche, konvergente, lokalfinite 
Summe 


(5) D= 





zerlegen, wobei die Funktionen G, stetig sind und je endlich viele G, ihren 
Trager in der beliebig kleinen Umgebung U, von 22, haben. 
Diesen Satz wollen wir auf die oben betrachteten Distributionen D an- 


wenden. Dazu wahlen wir als Bedeckung des Tragers von D die Rechtecke 
1 40 0 
R,= (a<t<3,a< A< a), 


R,=(a+i—$<t<a+i+5,M<s<H) far ‘= 1,2,... 
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wobei die a, > a, Ai > A,, A, < A, (i = 0, 1, 2, .. .) so gewahlt werden, daB die 
Rechtecke R, (i = 0,1, 2,...) den Trager von D iiberdecken (dies ist immer 
mdglich, da der Trager eine abgeschlossene Putktmenge ist). Als U; kénnen 
wir die Rechtecke wahlen: 


U.= (a,<t< eB < A< is), 
‘ ‘ 1 te 3; , 
U,=(0+i—f—e<t<at+i+gtedi<i< i) é=1,3%,..., 


wobei a < y< dy, 4< Ji< di, Ap >db> dj fir i=0,1,2,..., ud e >0 
genigend klein ist. 
Wegen der Endlichkeit beziiglich A kénnen wir (5) in der Form schreiben 


(6) D= 2_ ¥ m(t)*G,, 
aam 4 


wobei endlich viele G,; ihren Trager in U,; haben. Wir betrachten die endliche 
Summe 


Dy 5 (t) * G,;*) 


105 
und setzen p,;= max p,. Wir haben 
0; 


(7) E 6 (t) # G, = 600 (t) # S H-”) # G, = 80 (t) *G,. 
40; 40; 


Dabei bedeutet H" = H * - - - * H und der Trager von G, liegt im rechten Halb- 
streifen n 





B,= (a+ i—l<t<o,A<A<A,) i=1,2,.... 
(Fir i = 0setzen wir B,= B)(Der Trager von G, braucht nicht mehr kompakt 


os t 
zu sein, da Faltung mit H = ree of Integration mit / bedeutet.} 
a 


1 fir t>0 

Wenn wir also in (6) die einzelnén Summanden entsprechend gruppieren, 

die Umformung (7) anwenden und die Lage des Tragers von G, beriicksichtigen, 
dann kénnen wir (6) die Form geben 


p= SX b(t) * 6(t—i) *a,(t, a), 
am —, 


wobei die stetigen Funktionen a,(t; 4) ihren Trager in B haben. Damit ist 
unser Satz bewiesen. 

Satz I. 1 haben wir mitbewiesen, da wir doch in diesem Falle die Be- 
trachtungen, die mit der Veranderlichen A zusammenhiangen, einfach fort- 
lassen k6nnen. 

Aus Satz I. 1 folgt die gesuchte Charakterisierung derjenigen Operatoren, 
die Distributionen aus 9’, sind. Es gilt namlich der 





*) j|U, bedeutet, daB G, den Trager in U; hat. 
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Satz I.3. Hin Operator p ist dann und nur dann eine Distribution aus 9’, 
wenn fiir p die Darstellung gilt 
(8) p= *F,, 

i=0 

wobei F, stetige Funktionen sind, die ihren Triiger auf einem und demselben 
rechten Halbstrahl haben. 

Beweis. 1. Es sei p++ D. Nach Satz I: 1 haben wir 


D= zr 6) « d(t—y* F,. 
i=0 


Wegen der Lemmata 1—4 und der Isomorphieeigenschaften von ++ erhalten 
wir daraus (8). 


2. Es gelte (8). Wir setzen D= 3’ 6™)* 6(t—i)*F,, es gilt natirlich 
i=o 
D € 9‘, und, wie man sich leicht iiberzeugen kann, ist p++ D. 
Bemerkung. In den Satzen I. 1—3 kann man auch die Darstellung 
D= +, = 5) (t) * 5(t — B,) * a, (t, A) 


verwenden, wobei 8,= 0 und #; streng monoton gegen + co strebt. 

Aus Satz I. 3 folgt, daB die in [12] betrachteten Lésungen der gewohnlichen 
Differential-Differenzengleichungen immer Distributionen sind. 

Leicht kann man Operatoren angeben, die keine Distributionen aus 9’, 
sind. 


Es sind dies z. B. die Operatoren + , wobei g €D und / eine Funktion mit 
rechtsseitigem Trager ist, die nicht zu € gehért. 


Il. Zwei Verinderliche 


Alle hier vorkommenden Funktionen und Distributionen haben ihren 
Trager in einem rechten Halbstreifen (siehe Teil I). 

Fiirs folgende benétigen wir einen Satz von H. Kénice (2), den wir voll- 
standigkeitshalber beweisen wollen: 


Satz II. 1. Es sei F(t, A) eine stetige Funktion und es sei == is Fit, A) = 
wobei die semrseon im Distributionssinne [7] zu verstehen ist. Dann gilt 
m—1 
Fit, a4) = 3 a,(t)-H, 
i=0 
wobei die a,(t) stetige Funktionen von t sind. 
Beweis. Nach einem Satz von Schwartz [7] folgt aus x F(t, 4) = 0, daB 
F(t, 2) = a(t) ist, wobei a(t) eine Distribution von einer Veranderlichen ¢ ist. 
Falls wir diesen Satz mehrfach as, so erhalten wir: aus 


Math. Ann. 140 
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folgt 


Fit, A) as (t)A‘, 


i=0 


wobei die a;(t) Distributionen einer Veranderlichen ¢ sind und der Ausdruck 


m—1 


>» a,(t)A‘ auch als Parameterdistribution (der Parameter ist 4) aufgefaBt 


i=1 
werden kann. 

Wenn wir m verschiedene A, (k = 1,...,m) wahlen, so kénnen wir die 
a,(t) als Linearkombinationen von F(t, A,) (k = 1, .. ., m) ausdriicken. (Siehe 
Interpolationsformel von LaGRANGE oder NewrTon, z. B. v. D. WAERDEN [11)). 
Damit sind die a,(t) stetige Funktionen von tf. 


Wir betrachten die a ®, aller stetigen Funktionen von t, A. Wir bilden 


oe ‘ . . iat in ° 
die Ableitungen nach A, 5 - > “Rye ree: dieser Funktionen im Distributions- 
‘ C7) a 
sinne und erhalten so die Distributionsklassen D, = 35 Po P2= 572 Po: --- 


Wir bilden die Vereinigung ® = a @®, und wollen auf ihr eine Operatoren- 


rechnung aufbauen. Auf ® sind die Operationen + und ,,Multiplikation mit 
einer Zahl‘‘*) erklart. Wir wollen die Distributionen f aus ® mit stetigen 
Funktionen a(t) von ¢ falten. Dazu definieren wir: 


(1) f(t, 4) * a(t) aa (F(t, 4) * a(t) , 


wobei f ¢ ®, F ¢ ®, and =—~ lt oe f ist. Die Faltung F * a nach t ist im tiblichen 
Sinne (siehe henedilians' (3) erklart, d. h. A wird als Parameter betrachtet*). 

Wir miissen beweisen, daB die Definition (1) eindeutig ist. Es sei also 
— (F,(t, A) * a(t)) mit m2 n, = F,=f, F,¢@, ein anderes Definiens 
von (1). Wir fiihren die are ein 


a a—eP- a-1 
[™-* F(t, u)du= i (s—s— 


F(t, a), fir m=n, 


yr Ft, u)du, fir m>n, 


a 
und setzen F(t, 4) = f™-* F(t, u) du. F ist eine stetige Funktion von t, A, und 
i (f — F,) = 0. Daraus folgt nach Satz IT. 1: 


on™ 


es gilt —, 


(2) Fy (t, A) = Ft, A) +5 a,(t) a, 
: i=0 





’) Nach [3], S. 26 ist die ,,Multiplikation mit einer Zahl“* und die ,,Faltung mit einer 
Zahl* dasselbe, wir brauchen also fiir dic »»Multiplikation mit einer Zahl‘ kein neues 
Symbol einzufiihren. 

*) Siehe Einleitung. 
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wobei die a,(t) stetige Funktionen von ¢ sind. Falls wir (2) mit a(t) falten, 
erhalten wir : 


a 
F,(t, 4) * a(t) = (™-* F(t, u) * a(t) du + 
m—1 
+ J a,(t) * a(t) - 2. 
i=0 
Letzte Gleichung m-mal nach A differenziert im Distributionssinne ergibt 


Fe Fylt, +a) = 2. (FU, a) + a), 


was zu beweisen war. 
Fiir die oben definierten Faltprodukte gilt ein Titchmarshscher Satz: 
Satz Il. 2. Hs sei f(t, A) eine Distribution aus der Klasse ® und a(t) eine 
stetige Funktion von t. Dann folgt aus 
f(t, A)*a(}=0 und a(t)#0, daB fi(t,aj= 


Beweis. Nach Definition (1) haben wir ~- * = Fit, A) * a(t) =0, wobei 
3K "F(t, A) = f(t, A) und F(t, A) stetig ist. Laut Satz II. 1 folgt daraus 


n—1l 
(3) F(t, 4) * a(t) = D a,(t)a 

{= 
mit stetigen a,(t). Da alle in (3) vorkommenden Funktionen stetig sind, 
kénnen wir (3) als Operatorengleichung (MikusINsk1 [3]) auffassen und / als 
Parameter interpretieren. Damit ergibt sich aus (3) 





n—1 s(t , 
(4) Fe,a= 5 SK. 

i=0 
Die Zahlen A,,..., A, beliebig vorgegeben, kénnen wir die a als Linear- 
kombinationen von F(t, A,) k= 1,...,, mit Koeffizienten, die von ¢ unab- 


hangig sind, ausdriicken (siehe Beweis von Satz II. 1). 
Damit sind die ae 
Distributionssinne nach 4 differenzieren, wobei wir erhalten: 


ft, a) = 2 Fua= 2. x “= 0 q.0.d. 





stetige Funktionen von ¢, und wir kénnen (4) im 


Satz * 3. Die Klasse ® ist in bezug auf die Operationen +, ,,Faltung * mit: 
a(t)“ und => 2 abgeschlossen. 


Dieser Satz folgt leicht aus den Definitionen von +, * und a . (Die 


Addition kann man auch so definieren: 


h+h= <> ia wobei /,,/,€9, 


a” : 
Py, F,€ %q, 356 *. F,=/f, und 370 Fa= fe gilt.) 
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Des Satzes II.2 wegen kénnen wir @ in einen Bereich von Faltungs- 
briichen einbetten (dabei sind die Nenner der Faltungsbriiche immer Funk- 
tionen von nur einer Veranderlichen ¢!). Diesen Bereich wollen wir mit MD 
bezeichnen und seine Elemente ,,Operatorendistributionen“ nennen. 

Wir erklaren namlich die Faltungsbriiche abstrakt: 


filt, a) _ falt, a) 
a, (t) a, (t) 
dann und nur dann, wenn /,* a,= /,* @,. 
Dazu miissen wir zeigen, daB obige Relation eine Aquivalenzrelation ist, 
d. h. reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Die Reflexivitat und Symmetrie 
ist trivial nachzuweisen, zum Beweis der Transitivitat hat man Satz II. 2 zu 
benutzen. 


Wegen Satz IT. 3 lassen sich auf MD leicht die Operationen +, * (mit a(t)) 
und a ausdehnen. So definiert man z. B.: 

















C) 
2 (tay _ al 
eA \ a(t) po a(t) 
und zeigt, daB diese Definition eindeutig ist, d. h. nicht von der Reprasentation 
des Bruches £ abhangig ist: Es sei £ = & , also f * a, = f,* a, wir differenzieren 


und erhalten 
C) 
Ff * a) = 2 (hea). 
Aus Definition (1) folgt 
arta) = Shea 
aA a 7 oe 
woraus sich ergibt 





r r 
ate ae 
und damit 
a: Mm 
aA OA 
“—_—"  * 


in anderen Worten 
ai (a) =a (a) 
Wir haben 


Satz II. 4. Jede Operatorendistribution laBt sich beliebig oft nach A diffe- 
renzieren. 


Dieser Satz folgt einfach aus der Definition der Ableitung. 


Satz IL. 5. an (£) = 0, dann und nur dann, wenn £ = b und der Operator b 


von A unabhingig ist,d.h. b =o 
Beweis. Die Hinlanglichkeit folgt aus der Definition der Ableitung. Die 
Notwendigkeit : 








ie 
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of 
Wir haben = = 0, also ap ah = 0. Da {¢@, gibt es eine — 


Funktion F mit der Eigenschaft — 3 a F=f, wir haben somit =; F = 0. 


sabe nei 
Nach Satz II. 1 ergibt dies F = by a,(t) A‘, wobei die a,(t) stetig sind. Daraus 


i=0 
folgt 





f=47F = F E a(t) =n! a, (t) = b, (t), 
also ist 
' f _ 6 ft) | 
e- "* 


unabhangig von A, q. e. d. 

Leicht beweist man auch den 

Satz II. 6. Es seien a und b zwei von 4 unabhingige Operatoren und f,g 
re ae Ca Dann gilt 


zr 


o-(asf+b*g)=ae~ + b* 


Die Perens: OT im Sinne von MixkusrNsk1 [3] sind in MD 
isomorph enthalten. Mit Operatorenfunktionen identifiziert man diejenigen 
Operatorendistributionen, die sich durch are 
F(t, A) stetig in t, A und a(t) stetig in t ist. 

Aus der Konstruktion des Bereiches MD folgt: 

Satz II.7. Jede Operatorendistribution ist eine endliche j-Ableitung einer 
Operatorenfunktion. 

Wir wollen nun die ,,Multiplikation“ einer Operatorendistribution mit einer 
beliebig oft nach A stetig differenzierbaren®) Operatorenfunktion erklaren. 
Dazu benutzen wir die aus der Leibnizschen Formel abgeleitete Formel: 


iF - s (7) (— 1) a + ([Fe]-4) 


i=0 


reprasentieren lassen, wobei 


a 


Diese Formel erhalt man aus a - b’ = (a - b)’— a’: 6 durch Differenzieren und 
Einsetzen der schon hergeleiteten Formeln. 
Es sei / eine Operatorendistribution und @ eine teat y oft nach A stetig 


differenzierbare Operatorenfunktion. Wir haben / = b und /,= * ie Fp 


sowie g = = , wobei 9, (t, A) wenigstens n-mal stetig nach A ableitbar ssiadéh 
1 
werden kann. Wir definieren : 
e lh A) 
al) 


rod; )(- ke He 7 h* Pr 


*) Fiir den Begriff einer stetig nach A differenzierbaren Operatorenfunktion, siehe 
MrKvustnsk1 [3]. 
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Wir miissen natiirlich die Eindeutigkeit dieser Definition nachweisen. Es sei 

f= if mit /,= le m=n, sowie y= re , wobei ¢,(t, A) wenigstens 
2 2 

m-mal stetig nach / ableitbar ist, eine andere Darstellung von f und g, und 


E (1) eel |) 


qa * Po 


P t 
i=- 
sei ein anderes -Definiens der Faltung f * y. Der Definition der Briiche aus MD 
wegen und der Vertauschbarkeit von = mit * (= Faltung mit von A unab- 


hangigen Operatoren) wegen, geniigt es zu zeigen, daB 


z ( ; ) (-- iY tT (.* Fi [i P2* v}) 


“ nn "1m an at 
- = j ) (—1) ga-7 (a* Fy ae |) 
gilt. 
Wir haben 
(6) P2* Pi= Pi* Pe 
und 
o on 
3am (* Fa) = jn (G2* Fi), 
also 
m—1 
(7) “* Fy=f"—" 92% F,+ DS a;(t) BY. 
i=0 


Wenn wir aie Formeln (6) und (7) in die rechte Seite von (5) einsetzen, so wird 
diese rechte Seite gleich 


(8) 2 (7) aes ("a F,* [ie Po* ni). 


t 


da der Differentialausdruck 


m aie m—1 m—1 
~, (") (—a/’ = (= a; wa ss E P2* a) = Ps* 9:* .a ~, a; on 
gleich 0 ist. Falls wir im Ausdruck (8) die m — n-fache Differentiation durch- 
fiihren und die Leibnizsche Formel benutzen, so reduziert sich das m — n-fache 
Integral /"~" und wir erhalten genau die linke Seite von (5). 

Satz II.8. Es sei f{ eine Operatorendistribution und pp eine beliebig oft 
differenzierbare Operatorenfunktion. Dann gilt die Formel 


a ap af 
a4 F* P= oz *l+ 7* 37° 





*) Fiir die Bedeutung des Symbols {"~" siehe Seite 234. 








ft 
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Beweis. In der Definitionsformel auf Seite 237 nehmen wir die Funktion F, 
als 1-mal stetig differenzierbar und 9, als n + 1-mal stetig ae aaa an. 


Wir kénnen dann die Definitionsformel unter dem Symbol 5 naan ; 


differenzieren und die Leibnizsche Formel anwenden. Dies ergibt genau die 
obige Formel. 

Falls wir analog zur Distributionentheorie [7] den Begriff der ,,Ordnung* 
einer Operatorendistribution einfiihren, so kénnen wir auch die Multiplikation 
einer Operatorendistribution n-ter Ordnung mit einer n-fach stetig differen- 
zierbaren Operatorenfunktion erklaren. Wir machen darauf aufmerksam, daB 
die hier betrachtete Multiplikation beziiglich der Veranderlichen t eine Faltung 
ist. Falls die Operatorendistributionen und -funktionen von ¢ unabhangig 
sind, d. h. wenn sie von der Form sind: 


0 firt<a 
F(A) unabhangig von ¢ fiir t < af’ 


einmal 


F(t, a) = 


so reduziert sich unsere Multiplikation auf die Distributionsmultiplikation, wie 
sie z. B. in [7] und [5] studiert wird. 

Nun wollen wir fir Operatorendistributionen einen Konvergenzbegriff 
einfiihren. Wir definieren: 

Eine nf ean, eT /, heiBt konvergent gegen die Operatoren- 


distribution /, in Zeichen /,, =,,— /, wenn die Fr Ns gilt 
i mu a) ‘i a —— F(t, a) 
ae ea 


wobei F,, (t, A), F(t, A) und a(t) stetige Funktionen sind, die alle ihren Trager in 
einem rechten Halbstreifen B haben, m von n unabhangig ist, und 


F,,(t,A)in B fast gleichmaBig gegen F (t, A) strebt 
(d. h. gleichmaBig auf jedem Rechteck von B). 
Aus den hier angefiihrten Definitionen folgt: 


fn>f und g,>g 
zieht nach sich 


af, 2 
fn +9n>f +9, 1 und g*f,> o*f 





(letztere Formel gilt z. B. fiir Operatorenfunktionen ¢, die beliebig oft nach A 
stetig differenzierbar sind). 

Wie leicht ersichtlich, fallt- obiger Konvergenzbegriff fiir von A unab- 
hangige /, mit der gewéhnlichen Operatorenkonvergenz [3] und fiir von ¢ 
unabhangige /, mit der Distributionskonvergenz (siehe z. B. MrkusINsKI- 
Srkorsk1 [5]) zusammen. 

Schon in Teil I haben wir die sogenannten A-endlichen Distributionen be- 
trachtet. Wir wollen nun diese Distributionen in die Operatorendistributionen 
isomorph einbetten und eine Darstellung fiir sie innerhalb des MD finden. 
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Wir gehen dazu ahnlich wie in Teil I vor. Wir betrachten die A-endliche Dis- 
tribution D. Laut Satz I. 2 gilt die Darstellung 


D= FE H(t) 51) * a(t, 2), 
i=0 


wobei die a,(t, A) stetige Funktionen von ¢, A sind, die ihren Trager im rechten 
Halbstreifen B haben. 


Wir falten D mit 0+ y(t) €. So erhalten wir nach Umordnen (siehe 
Scuwartz B. II [8]}) 


D* = i z 5(t — t) * p(t) * H(t) * a,(t, a) 


wobei die A,(t, A) stetig sind (es gilt sogar A,(t, A) € C7? fiir jedes A) und ihren 
Trager in einem und demselben rechten Halbstreifen haben. Somit kénnen wir 
schreiben 

Dteg= ¥ F(t, _# 


wobei F(t, A) eine stetige Funktion ist, und isomorph zuordnen 


oe” 
oa" 
9 
Ebenso wie in Teil I weist man die Eindeutigkeits- sowie die Isomorphie- 
eigenschaften dieser Zuordnung nach. 

Um eine Darstellung der A-endlichen Distributionen in MD zu erhalten, 
miissen wir den Konvergenzbegriff innerhalb der A-endlichen Distributionen 
auf den Bereich M D anpassen: Wir definieren D,, 7 D(im Sinne der A-endlichen 
Distributionen), wenn alle Distributionen D,, D ihren Trager in einem rechten 
Halbstreifen B haben und fiir jedes in B enthaltene Rechteck R gilt: 


RA ot 
aa™ att 


F(t, a) 


D,= P,(,4), D=sas Fit, a) 


- 
und F,,(t, 4) konvergiert gegen F(t, A) gleichmaBig auf R. Dabei soll m von R 
unabhangig sein. 

Wie in Teil I beweist man: Aus D,, -5-~ D (D, konvergiert gegen D im Sinne 
der A-endlichen Distributionen) und * D,, f + D folgt fn 3757 f (fn konvergiert 
gegen / im Sinne der Operatorendistributionen). Dabei thn fir f, 5757 f als 
Konvergenzfaktor jede Funktion g(t) ¢ D in Frage. 


Leicht sieht man ein, daB die in Satz I. 2 behandelte Darstellung im Sinne 
der A-endlichen Distributionen konvergiert. Daraus und aus dem vorherigen 
ergibt sich 
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Satz II.9. Eine Operatorendistribution { ist dann und nur dann eine 
A-endliche Distribution, wenn sie sich in der Form darstellen lapt 


t= se ZT MeMa,lt, a), 
i=0 


wobei a, (t, A) stetige Funktionen von ¢, A sind, die alle ihren Trager in einem 
und demselben rechten Halbstreifen haben. 


Ill. Operatorendifferentialgleichungen 
Wir wollen hier lineare Operatorendifferentialgleichungen betrachten 


(1) Sageent, 


wobei a; nur von t abhangige Operatoren ¢ M sind, wihrend f/ und die Lésung x 
Operatorendistributionen aus MD sein sollen. 

Partielle Differentialgleichungen in t, A sind ein Sonderfall von (1) (siehe 
MIKUSINSKI [4]) (die a, sind fiir diesen Fall Polynome von s). 

Wir sagen, eine Lésung x von (1) liegt in M, wenn z eine stetige Operatoren- 
funktion ist, die soviel Mal stetig nach A differenzierbar ist, wie der Grad von (1) 
betragt. 

Satz III. 1. Wir betrachten die Gleichung (1), wobet f(t, A) eine stetige 
Operatorenfunktion sei. Dann liegt jede Lésung von (1) schon in M. 

newer Es sei x eine Lésung von (1) aus MD. Dann gilt wegen Satz II. 7 


t=5 - X, wobei wir X als stetige Operatorenfunktion aus M wahlen kénnen, 


die m-mal stetig nach A differenzierbar ist. Wir — demnach schreiben 


a 

= bad _ i x = 2 f*), 

das heiBt 
a 

o - a 
2 | 2 uae X—SH- 
@) zi 5 aX J" | 
Aus (2) folgt wegen Satz IT. 5 

A 

FF. .. - 
(3) Sage X= [i+ Foe, 
wobei 5 Operatoren ~—. - nur von ¢ abhangen. Gleichung (3) ohne das 
Glied f " fhat ein Polynom > c, A als Lésung. Die Operatorenfunktion X = X— 


i=0 


~ > c, A‘ lést somit die Gleichung 

i=0 . ’ 

4 a ME ¢ = . 
(4) Pr It 


a 
’) Fiir die Bedeutung des Symbols /* siehe Seite 234. 
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Falls n = 0 ist, so liegt die —— x von (1) schon in M. Es sei nun n > 0. 
Dann haben wir 


an m—1 3 
(5) Omg X=] [— 2 ager, 


und wir kénnen die rechte Seite von (5) einmal nach A stetig differenzieren. 
Dies bedeutet, daB X (m + 1)-mal stetig nach / differenzierbar ist. oa k6énnen 
somit Gleichung (4) einmal nach A differenzieren und erhalten, daB = 7x eine 


Lésung der Gleichung 
nad he n—1 
2 a; - | z= f f 


ist, die in M liegt. Falls wir auf diese Weise fortfahren, so sehen wir, daB die 
Lésung von (1) ae X= _ X = xschon in M liegt. 


Satz III. 2. Die homogene Differentialgleichung 


m i 


(6) > %- 
1 oA 


z=Q@ 


hat in MD héchstens m linear unabhingige Lésungen, die alle schon in M liegen, 
ja sogar beliebig oft nach A stetig differenzierbar sind. 

Beweis. Aus Satz III.1 folgt, daB jede Lésung von (6) schon in M liegt, 
und fiir die Lésungen der homogenen Gleichung (6), die in M liegen, wei8 man, 
daB sie beliebig oft nach A stetig differenzierbar sind (sicehe MrxusrNsk1 [3}). 
Damit hat jede Lésung von (1) die Form 


B= %X%t+Q%y+°*'+c,%,, 


wobei x, eine singulare Lésung von (1) ist, wahrend c,2,+---+c,2, die 
,allgemeine“ Lésung der homogenen Gleichung (6) ist. 
Satz III.3. Hs set x eine Lésung von (1) in MD. Dann laBt sich x durch 


Differentation nach A aus einer Lésung X (a. hk. @= = x) der Gleichung 


-. # 
~," aX =F 


erhalten. Dabei gilt f = = F, F ist eine stetige Operatorenfunktion und die 
Lésung X liegt in M. 
Beweis. Wegen Satz II. 7 oe rt wir n so wahlen, daB 


loa und f= 2-F ~ 


gilt, wobei F stetig ist wat X in M liegt. Eingesetzt in (1) ergibt dies die 
Gleichung 


0 
~, “oR as X= ie FP, 
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on - a 
ae | 20a X—F|-0, 


d.h. X erfiillt die Gleichung 


4 a,47X = F +5 b,M. 
i=0 


t= i=0 


n—1 
Falls wir von X ein entsprechendes Polynom )’ ¢,A‘ abziehen, so sehen wir, 


i=o 
n—1 
daB X = X — ¥ ¢,A‘ die Gleichung 
i=0 
~% a; an X=F 


erfillt und daB x = 55, eS ist, q. e. d. 


Aus diesen Satzen ersehen wir, daB die von MrxusrNsk1 [4] entwickelte 
Logarithmentheorie auch fiir den Bereich MD gilt, wobei in MD keine neuen 
Logarithmen hinzukommen. Wir kénnen also auch in MD die Differential- 
gleichungen (1) in logarithmische, gemischte und reine Gleichungen einteilen. 
Satz III. 3 gibt uns an, wie man das Finden einer singularen Lésung von (1) 
in den Bereich M zuriickfihren kann. Insbesondere ergibt sich aus Satz IIT. 3. 

Satz III. 4. Die Gleichung (1) set logarithmisch. Dann existiert in MD — 
wie auch f € MD gewdhlt ist — immer eine singuliére Lésung x, zu (1). 

Beweis. Nach Satz III. 3 haben wir 


o” o” 
t= 57m Xo» f= gp. 
F ist stetig und 
= a 
(7) 2d % aR Xo= F - 
i=0 . 


Nach MrxustNskI1 [3], 8. 329 existiert fiir die logarithmische Gleichung immer 
eine singulire Lésung X,. Falls wir nun diese singuliare Lésung X, n-mal 
nach A differenzieren, ~~ wir eine singulare Lésung z, fiir die Gleichung (1). 
or 7 > + und die ,,Multiplikation™, beziiglich der in MD 
eingefiihrten Konvergenz stetig sind, haben wir 


Satz III. 5. Die Operatorendistributionen x, mégen in MD gegen x kon- 
vergieren, und die «,, mégen die Differentialgleichung 


Da die Operationen - 


= a , 
~ oF mh 


erfiillen. Dann geniigt auch x dieser Differentialgleichung. 
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Satz Ill. 6. Es sei § z,= 2x und > f,=f, wobei die Konvergenz dieser 
n=1 n=1 


Summen im Sinne von MD zu verstehen ist. AuBerdem sollen die Differential 
gleichungen erfiillt sein: ; 


-. # 
Dann ist auch die Differentialgleichung 


m 
at 
2 aot 
i=0 


erfiillt. 
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On the Solution ofan Arbitrary System of Linear Equations 
By 
Smpat ABIAN and ELtiort MENDELSON in Philadelphia and in New York 


In this paper the authors introduce the notion of consistency and solvability 
(satisfiability) of an arbitrary system (1) of linear equations in arbitrary many 
unknowns, and give a necessary and sufficient condition for the existence of a 
solution of (1). 

Although similar results have been obtained [1, 2,3], however, here a 
closer parallel between the two cases of a finite and infinite system of linear 
equations is drawn. 

Moreover, in the last part of the paper, some generalized notions of con- 
sistency and solvability are given and their relationships exhibited. 

Statement of the Problem: Let I and V be two nonempty index sets and F 
a fixed field (say the field of the reals). Let the system of linear equations 

n(i) 
(1) D» %5 Sats. n =O; forevery i¢l, 
j=1 
where the z,,(;,’8 are unknowns, be given. In (1), (i) is a natural number 
depending on i, and a,,, 6; are elements of F, and m/(i,j) is a mapping of the 
set {(i,7)} into V, so that V is the index set for the unknowns. 

We seek to find a set of couples S in the form S = {(%_(;, 9, Tm, 9)}, for 
every j7 €n(t) and every i¢ J, called a Solution of system (1), such that 
‘mi, €F, and such that upon substitution 7,,(¢;,)=%m(,9 in (1), with 
(Xm (4, 9» Tm(s,9) € S, we have 


n(i) 
Dd F:5 Tali.) = % » forevery i¢l, 
j=1 
i.e., every equation of (1) is satisfied. In this case, (1) is defined to be solvable 
(satisfiable ). 
First we define 


Consistency: System (1) is called consistent, if for every finite subset K c J, 
the finite subsystem 
n(i) ' 
(2) » 915 Tain = 94» forevery ic kK, 
j=1 


is consistent in the usual sense: i.e., no linear combination, with coefficients 
in F, of equations of (2) yields a contradiction. In other words, there exists no 
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subset 7'c K, a linear combination, with coefficients in F, of whose equations 

yields 

(3) D» Ving, p= CeO, eT. 
a7 


Assignment: A set of couples A = {(2%(;, 5 Tm(i,)}, for some j € n(é), some 
i ¢ J and with r,,(;,» ¢ F, is called an Assignment for (1) if upon substitution 
Lm (i, i) = Tm(i,s iM (1) with (2m (5,9, mi.) € A, the Resulting System consists 
of equations which are satisfied or which form a consistent system. 

Remark: We say that (1) determines an unknown z,,;;,) if there exists a 
finite subsystem R of (1) such that some linear combination, with coefficients 
in F, of equations of R yields z,,;, ) = a. In view of (3), it is easily seen that 
if a consistent system (1) determines the unknown 2z,,(;,, it determines it 
uniquely, i.e., a is unique. 

Lemma lt. The set of all assignments of for a consistent system (1) is not 
empty. 

Proof: Consider a variable, e.g., 2,(3,,)- If (1) determines z,,(,,,, say by 
Xm(g,1) = 4, then {(2_(g,1),@)} is an assignment for (1). Upon substitution 
Zm(g,1) = @ in (1), all those equations of (1) which contain only z,,(g,,) are 
satisfied, in view of the above-mentioned Remark. Moreover, assume 
that upon substitution z,,(s,,,) = @ in (1), some finite subsystem Q of (1) yields 
a resulting finite subsystem Q,, which is inconsistent. Thus, some linear com- 
bination of equations of Q, yields ~ 0 2m (i, 9 = ¢ + 0. Hence, in view of con- 


sistency of (1), the same linear combination of the corresponding equations of Q 
yields p2n(,1 = ¢, with p+0, and c= e—pa. Since z,,(,, is uniquely 
determined by 2,,(3,:)= 4, we also have pa = e. Consequently, 0 +c = e— 
— pa =e—e=0, which is impossible. Thus no resulting finite system Q, 
is inconsistent. Hence {(z,,(g,;), @)} is indeed an assignment for (1). 

On the other hand, if (1) does not determine z,,(,,), then {(%(g,3), 9)} 
is an assignment for (1). For assume upon substitution z,,(s,,) = 0 in (1) some 
finite subsystem K of (1) yields a resulting finite subsystem K, which is in- 
consistent. Thus, some linear combination of equations of XK, yields 
~ 0 2m (4, 9 = 4+ 0. Hence, in view of consistency of (1), the same linear combi- 


onthe of the corresponding equations of K yields qz,, 6.0 = d, with g+0. But 
this contradicts the fact that (1) does not determine z,,(g,,). Thus, in this case 
also, no resulting finite system K, is inconsistent. Hence {(z,,(g,,), 0)} is an 
assignment for (1), and Lemma 1 is proved. 

Lemma 2. If system (1) is consistent then it has a solution. 

Proof. Consider the set J of all assignments for a consistent system (1) 
and partial order » by set-theoretical inclysion. Since it is easily seen that the 
union of any simply ordered subset of .o/ is an assignment for (1), we conclude 
by Zorn’s Lemma that (1) has a maximal assignment MV. 

We shall show that M is a solution of (1). For if upon substitution z,,;;, » 
= Tm(i,# in (1) for every (26,3): Tm(;9) € M the resulting system contains 
some non-satisfied equations, then the system of the latter form a consistent 
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subsystem of (1) and hence by Lemma | has an assignment {(2,( ; Tm(w,«))} 
such that (2m (w, 1) Tm(w,o) ¢ M. But then MU {(2q (0, 9) Tm(w, »)} 18 an assign- 
ment for (1) which contradicts the maximality of M. Hence M is a solution 
of (1) and Lemma 2 is proved. 

Theorem 1. A necessary and sufficient condition for system (1) to have a 
solution is that (1) be consistent. 

Proof: The sufficiency is given by Lemma 2. The necessity follows from 
the fact that if an assignment satisfies a certain system of equations of (1), 
it also satisfies any linear combination of these equations. 

Following the same lines of proof, as in the case of the proof of Theorem 1, 
we have the obvious 

Corollary: A necessary and sufficient condition for system (1) to have a 
unique solution is that (1) be consistent and (1) determine each of the unknowns 
Zm(i, ) (in the sense of the above-mentioned Remark). 

Now, we introduce séme generalizations of the notions of consistency and 
solvability (satisfiability). 

Let, as before, 

n(i) 
(1) D» %45 Fain = 5 5 forevery icl, 
j=1 
be a system of linear equations over a field F, with z,,(;, ) as unknowns. 

A linear equation C, over F, with unknowns z,,;;, is called an F-Conse- 
quence of (1), if whenever Ay= {(2m(¢, )s Tm(i, ))} 18 an assignment for (1) in F, 
then C, is satisfied by Ay. 

A linear equation C over F, with unknowns 2,,(;,, is called a Consequence 
of (1), if whenever A = {(2,(:, 5), Tm(,)} 18 an assignment for (1) in any 
extension of F,, then C is satisfied by A. 

For system (1) we define: 

1) Logical Consistency: If the logical system consisting of the equations 
of (1), the axioms for a field, and a “complete description” of F (i.e., equations 
giving the addition and multiplication tables of F) is consistent. 

2) Logical F-Consistency: If the logical system 1) plus all sentences which 
are true in F is consistent. 

3) Linear Consistency: If for c+ 0 in F, 2 0 emis ane is not a linear 


combination, with coefficients in F, of equations of (1). 

4) F-Solvability: If there is a solution of (1) in F. 

5) Solvability: If there is some extension of F in which all equations of (1) 
are satisfied. 

6) F-Consequence-Consistency: If for c + 0 in F, ~ 0 2m4, = ¢ is not an 


F-Consequence of (1). 
7) Consequence-Consistency: If for c+ 0 in F, SO 2m4,9=¢ is not a 
3 


Consequence of (1). 
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In the following diagram, all the arrows indicate implications which are 
easily proved except for Linear Consistency - F-Solvability which is proved 
by Theorem 1. 


Logical F-Consistency F-Consequence-Consistency 


Pa \ a t 
Consistency F-Solvability | Consequence-Consistency 
\ 7 \ t 


Linear Consistency <- Solvability 


The equivalence of all seven notions follows from the fact that it is possible 
to follow the arrows from any one of them to any other. 
Finally, we prove 
Theorem 2. I} (1) is solvable and C is a consequence of (1) then C is a linear 
combination of equations of (1). 
h 


Proof: Let C be * @y Lm, (i, ) = 6, where h is a natural number determined 


by C. Let e A Lm, (i,9 = 5+ 1 denote the linear equation C,. Obviously, 


(l)UC, is = solvable, as otherwise, it would contradict the fact that C is a 
consequence of (1). Hence, by Theorem 1, some linear combination of C, and 
equations S,, S,,..., S, of (1) yields 


(oc.+ E8,)=(E 0 ems = ‘) c+0. 
i=1 ij 


Clearly, g + 0, since S,, S,,..., 8, are consistent. Hence, 
(v0 + dua)- (EO em. »=0—9). 
But C and S,, S,,..., S, are consistent, so that c — g = 0, and thus 


90 + 3'c,8,=0. 
j=1 


Consequently, 
Can by = S,, 
j=1 


i.e., C is a linear combination of equations of (1). Thus Theorem 2 is proved. 
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Uber multiplikativ benachbarte Funktionen 
Von 


kians-Joacnm™m Kanowp in Braunschweig 
Dem Gedenken an Hans-Heryricu OstMann gewidmet 


Wir beginnen diese Note mit der 

Definition: Hs seien {(n) und g(n) zwei multiplikative zahlentheoretische 
Funktionen. Dann soll g(n) der ,,a-te rechte (bzw. linke) Nachbar von {(n)“ 
heiBen, wenn fiir jede Primzahlpotenz p* gilt: g(p*) =f (p") + a (bzw. g(p*) 
= f(p*) — a), wobei a = 0, ganz sein soll. Wir wollen dafiir auch kurz sagen, daB 
f(n) und g(n) multiplikativ benachbart sind. 

Wir setzen wieder voraus, daB unsere zahlentheoretischen Funktionen an 
der Stelle 1 auch den Wert 1 annehmen und wollen den a-ten rechten bzw. 
linken Nachbarn von f(n) mit f, ,(m) bzw. f_,(n) bezeichnen. Wir haben somit 
(1) f(n) = fro(m) = fol); faa) =1. 

Das Ziel unserer Uberlegungen soll zunichst se‘n, Eigenschaften von /(m) zu 
finden, die sich auf gewisse Nachbarn iibertragen lassen. Wir werden dabei an 
friihere Untersuchungen tiber zahlentheoretische Funktionen ankniipfen [1], 
[2], [3]. Zuerst bemerken wir: Ist der Wertevorrat F von /(n) eine Untermenge 
der Menge % aller natiirlichen Zahlen, so ist das gleiche auch der Fall bei dem 
Wertevorrat von /,,(m), den wir mit §,, bezeichnen wollen. Genau dann, 
wenn /(p*) > a fiir alle p* ist, gilt auch fiir den Wertevorrat F_, von f_,(n) die 
Beziehung F_,c N. Nun definieren wir sinngem4B wie in [1] die Mengen N,,,, 
bzw. N_,,,: Zu jedem n €N,,,, bzw. n € N_,,, gibt es mindestens s paarweise 
und von n verschiedene Zahlen n,,..., n,, 80 da /, ,.(m) = f,,(m,) baw. f__(m) 
= f_,(n,) firo = 1,..., 8 erfillt sind. Mit Satz 1 von [1] ergibt sich jetzt der 


Satz 1. Aus lim 1 = co folgt D* (F,.)=0; wenn F_.5N, dann ist auch 
D* (§_ a) = 0. 
. " mn . f(n) fe a(n) 

Beweis. Wir miissen zeigen, daB aus —~~-> co auch > © folgt. 
Wegen /, ,(n) = {(n) brauchen wir den Beweis nur fiir /_ ,(n) zu fiihren. Es sei 
k 
(2) n= IT py 

x=1 


eine Zerlegung von n in Primzahlpotenzen. Wir denken uns diese Zerlegung so 
durchgefiihrt, daB dabei 


(3) Pit <+++< pit 
Math. Ann. 140 18 
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gilt. Zu jedem ¢ > 0 existiert nun eine natiirliche Zahl N = N(e) so, daB 


1 
(4) i) 5 = 
fir alle n > N richtig ist; o. B.d. A. wollen wir uns e und NW auch gleich so 
gewahlt denken, daB noch 


1 
(5) W<e<y 
erfillt ist. Wir denken uns ferner n aufgespalten in zwei teilerfremde Faktoren 
n’ und n”, derart, daB n’ das Produkt aller eventuell vorhandenen p%|n ist, 


fiir die p2* < N gilt, und n” das Produkt der eventuell vorhandenen iibrigen. 
Weil n’ < N* sein muB und wir zeigen miissen, dab 


sw f-o(®) 
s mi tats 


richtig ist, setzen wir von jetzt an voraus, daB n > N%, also auch n” > 1 ist. 
Dann haben wir 








n=n'-n", n’' sNX, n">Q, ie >2, 
f(nm) f(r’) f(n”) 1 f-4(n’) 
(7) n as ae ee ae K 


mit einer r passend gewshiten positiven Schranke K = K (e). 
Weiterhin sehen wir, daB 
(8) f_.(n) py f-.(n’) , bee sal y) >K- [J t (py) —« fone! >K- ee 


, 


n n 





pen’ a 
sein muB, da nach (5) und (7) stets 
Ie —* 6 F 
(9) oe >2 7> 1 


fiir alle p%|n’’ folgt. Wenn aber n’’-> oo, dann mu8 nach (3) auch pi*-— co 
richtig sein. Somit erhalten wir 


pe) er 





o> 


(10) pe 
und damit nach (8) ebenfalls die Richtigkeit von (6). In ahnlicher Weise folgt 
aus Satz 4 von [1] der 

Satz 2. Die multiplikative zahlentheoretische Funktion f(n) erfiille a) FON; 
b) lim zh = 0. Dann folgt D*(N,,,,) = 1; wenn G.ON, ist auch 


nc 


D* (R_ es) = 1. 
Beweis. Wir miissen zeigen, daB aus See) + 0 auch Lael) — 0 folgt. Wegen 


f_,(n) Sf(n) brauchen wir jetzt den Beweis nur fiir /,,(n) zu fiihren. Wir 
denken uns n wieder wie in (2) und (3) zerlegt. Statt (4) steht nun 


(11) FF <5. 








Uber multiplikativ benachbarte Funktionen 251 


statt (6) 

(12) lim feel) W9. 

In (7) haben wir Pe 

(13) M<e<y, {) <6, fot®) - x 


zu setzen. Wir bekommen 








feal™) — fealm’) fe a(m”) : (pe) +4 _ {p) +4 
(14) eT Se . BE p™ <s pr , 


da nach (5) und (13) 
(15) i (pe) +4 


— <2e<l 


fiir p%|n" folgt. Aus n”’— co ergibt sich pj oo, ie + 0, somit die Rich- 
tigkeit von (12). — Mit Hilfe der Satze 1 und 3 von [2] beweisen wir nun 

Satz 3. Die multiplikative zahlentheoretische Funktion {(n) erfiille die Be- 
dingung: 

a) Es existiere eine feste natiirliche Zahl a > 1 80, daB a|f(p) fiir alle Prim- 
zahlen p gilt, die eine gegebene Konstante K iibertreffen. 

Weiterhin erfiille f(n) wenigstens eine der folgenden Bedingungen: 

b,) Es set h(n) eine beliebig vorgegebene zahlentheoretische Funktion, fiir die 
Inde) = 00 gilt; es sei lim rey > 0. 

b,) Es sei lim Lf) (logn)!—* > 0 fiir beliebig klein vorgegebenes e > 0. 

Ist dann 6 eine nichtnegative ganze Zahl und a|b, so folgt aus a) und b,): 
D* (Gs) <—; aus a) und by): D*(G,)=0. Wenn F_yCMN, 40 gelten die 
gleichen Aussagen auch fiir F_». 

Beweis. Wir bemerken, daB wegen /,»(p) = /(p) + 6 und a|b auch f, ,(n) 
die Bedingung a) unseres Satzes erfiillt. Wegen /,,(m) =/f(n) sind die Be- 


dingungen b,) und b,) ebenfalls fiir /,,(n) erfillt, wenn sie fiir f(n) gelten. Wir 
zeigen nun zuerst, daB aus b,) 


a oe. -& 
(16) lim iy” >0 


n> oO 





mit einer noch naher zu definierenden Funktion h* (n), welche auch h* (n) + oo 
fiir n + co geniigt, folgt. Zu jedem e’ > 0 existiert eine natiirliche Zahl N = N (e’) 
so, da8 mit einer gewissen positiven Konstanten / gilt: 


(17) f(n) > (l—e’) A(n)n' 


fiir alle n > N. Von jetzt an sei n > N*, ferner n = n’- n” wieder so zerlegt 
18* 
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wie beim Beweise von Satz 1. Dann ergibt sich 


fom) oy, fom) feet) SOK’ f (pa) —b 
h¥(n) Fn) one ne) a ye 


- IT \a—e) hoe) — bp, * | 
gen 








18 
(18) 4 
> Wn) 
mit einer passend gewahliten positiven Schranke K’= K(e’). Wir wahlen jetzt 
speziell e’ = ‘und N so groB, daB 
l _4 l 
(19) qA(n)>b-n 2 und Z-h(n)>1 


ist fiir alle n > N. Damit wird 








f-(”) |, ’ h (pe *) 
(20) Pa * '>*: + "TH (n) * 


Nun definieren wir h* (n) so, daB fiir jedes n [vgl. (2) und (3)] 

(21) h* (n) = h (pe) 

ist. Diese Funktion hat die gewiinschten Eigenschaften. Somit ist die Richtig- 
keit von D* (G_,) = gezeigt. Beim weiteren Beweise teilen wir die Menge N 
aller natiirlichen Zahlen in zwei Klassen %, und N, ein. N, wird gebildet von 
allen n, die mehr als S — 1 verschiedene Primzahlen > K in genau der ersten 
Potenz enthalten, N, von den iibrigen. Wenn n die Menge N, durchlauft, durch- 


laufe {/_,(n) den Wertevorrat G_,,,; (¢ = 1, 2). Wie friiher (vgl. [2], Beweis 
von Satz 3) gilt 


(22) D* (G-s.1) Sy Sy. 


Wir miissen zum SchluB noch zeigen, daB auch D*(F_,,,) beliebig klein ge- 
macht werden kann; auf Grund von Satz 3, [2] brauchen wir dazu nur 


(23) lim /o(") (logn)!-*>0, nEN, 


nachzuweisen. Es ist 


n n)i-* Li 
Ft") (logn)!-* = ae IT (fp) —») 


(24) ' : 
= l-e. eo 

FP logn) mos (1 7a) : 
Nach b,) existiert eine positive Konstante I’ so, daB fiir jedes vorgegebene 
e’>0 


(25) d(n) e) 


— (logn)'-* > ’—e”’ 


gilt fiir alle n > N = N(e”). Sei o. B.d. A. auch N > K. Wir denken uns n 





(3: 
ert 
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in der folgenden Weise zerlegt : 
7 

(26) n=[Tpe= IT pe IT pe IT p,. 
x=1 N2vy|n N < pax|n N< pxin 


; (a > 1) (= 1) 


Da n€Q, sein soll, besitzt das letzte Produkt héchstens S—1 Faktoren. 
Wir haben mit zwei passenden positiven Konstanten ¢,, c,: 


b b 
(27) IT \j-—7Fam) 24: I \l!—7zaaa) 2e- 
wll, | jos) 4 Zl, ( Fes) : 
(a > 1) 
Nach (24) bis (27) erhalten wir . e”’ = I'/2) 
b 
(28) Lets) (logn)'-* 4 ros, IT (1 ~Fe55) ; 
‘ae 
nehmen wir noch N so groB an, daB fiir alle p, > N 
26 p-s 1 
erfillt ist, so haben wir schlieBlich 
(30) Esl) ogny-+> 28° 5 9, 
also 
(31) D* (§-»,2) = 0 


Damit ist der Satz vollstandig bewies2n. 

An Stelle von Satz 2 aus [2] wollen wir bei der ,, Ubertragung“ auf /, ,(n) 
den folgenden etwas umfassenderen Satz beweisen. 

Satz 4. K und a> 1 seien gegebene natiirliche Zahlen. Wir definieren eine 
multiplikative Funktion {(n) folgendermafen: Es sei p,< py< +++ < p< s+ die 
Folge aller, der GréBe nach geordneten, Primzahlen. Wenn p, = K und « eine . 
beliebige natiirliche Zahl ist, sei f (pz) eine beliebige natiirliche Zahl, es gelte lediglich 
(*) lim /(pf) pp*> 0. Wenn p, > K und « eine beliebige natiirliche Zahl > 1 ist, 


DF — 0 


set f (pt) eine beliebige natiirliche Zahl, es gelte lediglich wieder (*). Fiir alle p, > K 
set f(p,) = oa. Ist b eine nichtnegative ganze Zahl, a|b, so folgt bei beliebig vor- 


gegebenem «> 0 erstens lim feo(n) n* >0O und zweitens D* (F.,) =1. Wenn 
n 


noo 


F-. 2 MN gilt, dann gelien die gleichen Aussagen auch fiir f_,(m) und 6. 
Beweis. Da fiir alle p, > K auch wegen b = ab’ 

(32) fao(P,) = (o + d’)a 

erfillt ist, ergibt sich sogleich die Richtigkeit von 


(33) D* Gas) => 
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. Wir bemerken, da8 /, ,(n) der Bedingung a) von Satz 3 geniigt. Wenn wir also 
zeigen, daB 


(34) lim [46 y>0 


n—> co 
richtig ist, dann ist von selbst auch b,) von Satz 3 fiir f, ,(n) erfillt. Damit ist 
aber nach Satz 3 auch D* (Fs) < = , was mit (33) sofort 


(35) D*(Gss) =~ 

liefert. Wir miissen daher nur (34) beweisen. Weil /,,(n) = /_,(m) gilt, brauchen 
wir den Beweis nur fiir /_,(n) zu fiihren. Sei 

(36) n= II pie IT pee: IT %.- 


PSK K< K< 
(ag SB: ™ 





Dann ist 
Lol) f (pee) — 6 (e—b’)a 
%, IT As ee 
~ "gills K<pelag>t) Pe" Keg Pe 
Auf Grund von (*) existiert eine positive Konstante c so, daB 
(38) Hp?) Pe“ > ¢ 


fiir alle ple > N (mit «, > 1) ist. Wir kénnen N auch noch so gro8 annehmen, 
daB 


(39) i (pee) pee*- > epyre 22 

und fir 0<e<1 

(40) b-Ne-1 <1 

gilt. Dann folgt 

(41) »  Ex@ le > xr. IT (20 — Pt) 
K<p2\ Pe Pe / 


‘mit einer passend pe positiven Konstanten K’. Da nach dem Primzahl- 
satz p, ~ o logp, ist, ergibt (41) die Behauptung (34) und somit den Beweis 
unseres Satzes. Bevor wir zum Schlu8 eine Bemerkung zu dem Satz aus [3] 
machen, zeigen wir, daB aus f(n)—> co auch f{_,(n) — co folgt, falls F]_,.CN 
gilt. Wir kénnen annehmen, daB8 zu jedem ¢ > 0 ein N so existiert, daB 


(42) f(n) >— 


far alle n > N richtig ist. Wie im Beweis von Satz 1 schreiben wir n = n’n” 
und erhalten fir n > N* 


(43) f-4(m) > K"- rk (pi) —a) 


N < pm |n 
mit einer passenden positiven Konstanten K”. Wir wahlen ¢ so, daf 
: +. 2 | gilt; dann folgt aus (43) auch 


(44) (nu) > K" (f(@) — a) = K" f(p*) — Ka 





wes 


E> 
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Aus n — oo folgt pi* + oo, f(pf*) > oo und f_,(n) > co. Aus D*(%) = 0 kénnen 
wir im allgemeinen nichts iiber D* (G_,) folgern. Wir bekommen daher nur den 
Satz 5. Es sei f(n) eine multiplikative zahlentheoretische Funktion, welche die 
Bedingungen lim f(n) = co, Z. Hn) = O(z) erfiillt. Ferner sei Q die Menge der 
n— co 
Quadrate aller ganzen Zahlen. Wenn F-.2N und D*(F_,) = 0 gilt, ist der 
Durchschnitt G_, -\ Q eine unendliche Menge. 
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Approximation Theorems for Semi-Groups of Bounded 
Linear Transformations 
By 
P. L. Burzer in Aachen and H. G. TinuMann in Heidelberg 


§ 1. Introduction 
Let X be a real or complex Banach space with elements / having norm /|/\, 


and let E(X) be the algebra of all bounded linear transformations of X into 
itself and {7'(t)} a one-parameter semi-group in £(X) of class C,*): 


i) T(t)<« E(X) for t€ [0,0o), 7(0) = TJ (identity) , 
ii) T(s+t)=T7T(s) T(t) for s,t€ [0, 00), 
we 
iii) lim 1 f rafau—/\=0 for all f¢X. 
t++0 é 5 


The infinitesimal operator of a semi-group {T7'(t)} is the linear transformation A 

defined by 

(1) Af = lim 
t++0 

for all f, for which the limit exists (in the norm topology). It is easy to verify 

that for all { ¢ D(A”), where D(A”) is the domain of the iterated operator 

A? = A-AP-1 


T(t)—1 
——? 


(2) #7 f= TWA} = APT, tz. 
If { € D(A”) we have the generalised Taylor’s formula 


P-l 1 
(3) PWI- 2 Fat Game | Cer teat ae, 


Following the notation of Hie and Purmuirs (4, p. 322], we call {7'(t)} of 
class (n, C,), n = 0, 1, if the condition (i), is satisfied : 
1 


(i)o f |\T(u)f| du < oc forall fe X, 
0 
1 
(ih Jf | 7"(u)|| du < 00%) . 





2) See [4, p. 321]. 
*) ||7'|| designates the norm of the operator 7’. 





oO 
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It is known that the conditions iii), (i), and (i), are all satisfied if the semi- 
group {7'(t)} is strongly continuous at ¢t = 0: 


iii)* lim |T(t) f—f| =0 for all f¢X. 
t+ +0 


In this paper we study the approximation of 7'(t)/ for { ¢ D(A®-") by the 
p-l 

“Taylor polynomial” 5” (t*/k!)A*? for a fixed p = 1, and establish both direct 
k=0 

and inverse approximation theorems, which include the following results: 


(A): If {7'(t)} is a semi-group of class (0, C,) and {,¢ D(A?-*), then A®f,= 0 
if and only if rw 5" cue a¥| = o(t?). 
K=0 


(B): If {7 (t)} is a semi-group of class (1, C,) in a reflexive Banach space X 
and {,€ D(A?-"), then a necessary and sufficient condition such that {,¢ D(A”) 
is that 

p-1 


rw > i a] fo= O(t*) 


p = 


If this is fulfilled we have 
. p! p-l * 
A? fy= lim 2} T(t)— F rh. 
t+ +0 k=0 


Thus A?/, exists if and only if 


t++0 


: . p! P-1 @ 
lim 5? fy = - - ro —2 nlf 
t—++ =o ~~ 


exists and then both are equal. 

In the case p = 1 our results are essentially identical with Theorem 10.7.2 
of [4], which combines Theorem 15.9.1 of Hmxe [3] and Theorem 2.1 of 
Butzer®) [1]. 


§ 2. Approximation for semi-groups of class (0, C,) 


By induction we shall prove the following result: 
Theorem 1. I/ {7'(t)} is of class (0, C,) and f € D(A”), then 


| p! Pol oe 
(4) [PO py A* —A’{ +0 if ¢ > +0, 
k=0 ** 
and thus 
p—t ” 
T()t— 2X 7 A*f= pyr AP + of) =O). 
a *! ! 
If the operator norm | T(u)|| is bounded in 0 < u = t, 
tt 


os Dae ‘ 
(5) Por Xa A‘ = ay IAP sup | T(w)j - 
i O<ust 


> “3 The reader is referred to [1] and [2] for the earlier literature on the subject. 











258 P. L. Burzer and H. G. Tmimann: 


Proof. At first we establish a fundamental identity. Under the hypothesis 
f € D(A*-*) we have 


[rme[ror-, oe pala 


0 


| fore + )f—T(u)f] au FF nose 








e+t 4) 
= / reel AN es F (T@)—N Af 
same 
=i du—[T(wfdu—(r@)—) 5 oo a 
is T (u)f du— (u)f du — [T(s) — 1d +p f 








=(T()—Hf [lew ~ gr Ata 
bug ** 





Defining 
p! po) 
Bi=f|TO- 2% aA 
we obtain the identity 
t. 
if Tw) Byiee = “~ Bi-1f du 


(6) 
-fo% —_ Br TOT say 
8 
If s+ +0, the left hand side of (6) converges to B/f and the right hand 
t 


ue-t 
side to { q“{- Bi-1A f du, and thus 
0 


t 
(7) Bif = fq“, BA fdu. 
0 


We proceed by induction. In case p = 1, relation (4) is identical with the 
definition of the infinitesimal operator A. We now assume that the theorem 
is true for p = g— 1. Then f € D(A*) implies Af ¢ D(A*-*) and therefore 


Bi-\ Af» A*-1Af = As} (u—> 0) 


*) Here we have applied fr A*f du = [T(s) — I] A*-*f which is a consequence 
of (2). - 
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or Bt-1Af = rs + 0(1), giving with ® 





Bif = [ee 7 Bi Af du= fe% 


= ve + o(1). 


* At} du + oa) fata 


Thus 
nee de At}| = 


The inequality (5) icllows siniiy from Taylor's formula (3) if |7'(u)| is 
bounded. This establishes Theorem 1 completely, 

In the opposite direction we have 

Theorem 2. Jf {7 (t)} is of class a - fo¢ D(A?-) and 


= ([tO— i A*| fe Jo = 
then f,€ D(A”) and A? f,= go. 


Proof. In view of Theorem 1 we have B?-!/,= A®-!/,+ 0(1), thus from 
the identity (6) 


lim 
t>+ +0 








s t 
1 T(s)—I ~ 
2 fe Began 2" fp artis ot 
5 " 
= =4— t AP- 1 f,+ o(1)] 
if t+ +0. This implies 
x 8 
Pi ‘ APfy—— [ Tw go du = lim 7/ Pu) [BP fo— Go] du. 
t+ +0 
0 0 


and 


s 


= l . 
FOS AP fy—— [ T(w)gode| S lim | —9o] du 
é 7 











< lim |C()| - |BPf—gal = 0 
t++0 


s 
where we have used the fact that C(s) = (1/s) { T'(w) du is a bounded operator 
0 


[4, p. 323]. From 


T(s)—I i; 
SOKK 49-"fym <f T (u)gg du J 
0 


we deduce f,¢ D(A”) and A?f,= go. 

Together with Theorem 1 we obtain immediately 

Corollary 1. If {7 (t)} € (0, C,), it is necessary for f,€ D(A”) and A®f,== gy 
that lim BP{, exists and equals gy, and sufficient that lim BP fy= gq for at least 


t++0 v—> 00 


one sequence {t,} with lim t,= +0. 
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This gives us a second equivalent way of defining the powers A? of the 
infinitesimal operator A. 


§ 3. Semi-Groups of class (1, C,) in reflexive spaces 


In the case of a reflexive Banach space X we can improve Theorem 2 as 
follows: 


Theorem 3. Let vie be a Hie of class (1, C,). If X is reflexive and 





lim hd 
t>+0 
then {,€ D(A”) and 





r—% re fel < +00, 


= 


im ”! (rp, — 5 ” arf] — Arf. 
| o— 5 Atle] = Al 


t++0 





Proof. If lim |BPf,|< +00, there exists a sequence of real numbers ¢’, 
t+ +0 


converging to +0, such that | By f,| is bounded. But in a reflexive Banach 
space a bounded sequence has a subsequence which converges weakly to an 
element g,¢ X: 


<f*, Beto ~> iP, Jo» > t= « (» > oo) 
for all {* « X* (the conjugate space). But 7'(u) is a continuous operator and 


thus also 
<f*, T (u) Bi fo» - <f*, T (u)go) - 


\Cf*, T(u) Bi fod| S Wel - | T(u)) - | Be, fol 


is integrable in 0 < u < s, it follows from Lebesgue’s dominated convergence 
theorem that 


lim ( f*, f P(u) B t fo du) = lim ie T (u) Bi, fy) du 


v-—> oO ro 0 


= f <f*, T(u) 9.) du = (i. T(u) go du) 
0 0 


Since 


for any /* ¢ X*. Therefore 


(8) w — lim f Tw) Bij du [ T(u) g.du 


vo 0 


(in the weak topology). But in the proof of Theorem 1 we established the 
identity 
t 


u?-! BP-1f, du. 





i, T(s)—1 
5 f Tu) Brfydu=——~ F 
0 


Using Theorem 1 we now ” 


t++0 


(9) lim + * (uw) BPI du = T—S av- -1f, 
0 
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(in the norm topology) and from the relations (8) and (9) we deduce: 


& 
T(s)—I . 
ee AP-fy=-— [ P(u) Jo dU + Go 
0 


if s > +0, i.e. f,¢ D(A”) and A®},= go, proving the theorem. 

This result together with Theorem 2 gives 

Corollary 2. Assume {T'(t)} € (1, C,), X reflexive and {,¢ D(A®-"). Then 
fy ¢€ D(A®) if and only if 


. p! Pa) 
am [PO 2, 








is finite. If this condition is satisfied 
_ pi Pal : 
lim -> Tit)-—> nh A? f, . 
t++0 k=0 . 


We remark that for p = 1, pz LeEuw [5] has gonsidered the approximation, 
by adjoint semi-groups so as to give results for Theorem 3 in the case of non- 
reflexive Banach spaces. 


§ 4. Application to the Diffusion Equation 
It is known that the classical diffusion equation 


ow ew 
a” Ox’ 


with initial condition 


—co<2<oo, t>0 


lim W(z,t) = f(z), 
t+ #0 


has under general conditions its solution given by 


W(x, t)= (TOA (2) = ayer f fet wew du, 


the so-called GauB-Weierstra8 singular integral. It has the infinitesimal 
operator A = 0?/@2z* [4, p. 578]. As an application of the above theorems we 
have the following theorem generalising the results of [1, p. 423; 2, p. 10O—105]: 

Theorem 4. a) Let f, f’,...,{@?-% be absolutely continuous and 
f@2-%¢ L,(—oo, 0), lS q S 2 and 


=O, 
q 


t++0 
then f@?)(x) = 0 a.e., thus f(z) = 0. 
b) If f, f',....,f@2- are absolutely continuous and f@*)¢ L,(—oo, 0), 
lsq& 2, then 


p-1 * 
W(2,t)— Fz fO(2) 


p-1 t* 
W(x, t)— SF 7, f2*(2) 


. p! 
lim > 
k=0 











? 
im Pp! |f@”)(z)|, . 
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c) If f, f',..-,f@-® are absolutely continuous and f@?-*) ¢ L,(—oo, oo), 
l<qs 2 and 


p—l tt 
lim -} |W (2, \—2 Fi fe” (z)\< &, 
t>+0 — 


then f@?) € L,(—oo, 00). 
It.may be remarked that the latter theorem takes on an interesting form 
if we assume the functions g considered satisfy the weaker condition 
g(z) 
1+ e(z) 
instead of g € L,(—oo, ov). 





€ L,(—oo, 00) (e(z) > 0) 


References 


[1] Burzer, P. L.: Uber den Grad der Approximation des Identitétsoperators durch 
Halbgruppen von linearen Operatoren und Anwendungen auf die Theorie der singularen 
Integrale. Math. Ann. 188, 410—425 (1957). — [2] Burzer, P. L.: Zur Frage der Satura- 
tionsklassen singularer Integraloperatoren. Math. Z. 70, 93—112 (1958). — [3] Hie, E 
Functional analysis and semi-groups. Amer. Math. Soc. Colloquium Publications, 81 
(New York 1948) pp. XI a. 528. — [4] Hutte, E., and R. 8. Pumiures: Functional analysis 
and semigroups. (New York 1957) (revised edition) pp. XII a. 808. — [5] Legcw, K. pr: 
On the adjoint semi-group and some problems in the theory of approximation. Math. Z. 
78, (1960) (in press). 


(Received December 31, 1959) 


Kuer-Barmen, F. 
Math. Annalen 140, 263—277 (1960) 


Zur Theorie der euklidischen Verbande 
Von 


Fritz KLemn-BARMEN in Wuppertal 


Der euklidische Verband gehért zu den Algebren, bei denen die Elemente 
in eindeutig bestimmter Weise in gewisse Grundelemente zerlegt werden 
kénnen. Vom logisch-axiomatischen Standpunkt aus rangiert der euklidische 
Verband zwischen dem distributiven und dem Booleschen Verband. 

In der vorliegenden Abhandlung wird das in mehreren vorhergehenden 
Arbeiten') aufgestellte Axiomensystem verfeinert und ausgebaut. Im Mittel- 
punkt der Untersuchung stehen drei durch 3.1, 8.2 und $.3 bezeichnete 
Axiome. In modaler Hinsicht ist 8.1 eine Konditionalaussage, wihrend §.2 
und §.3 Existentialaussagen sind. Das Axiom 3.1 bewirkt die Hindeutigkeit der 
Elementzerlegung; es ist aus einer Teilbarkeitseigenschaft der natiirlichen 
Zahlen abstrahiert und stellt eine betrichtliche Abschwaichung des friher als 
Axiom verwendeten Distributivgesetzes dar. Das Axiom §.2 postuliert die 
Existenz der Elementzerlegung, genauer die Existenz einer Zerlegung in 
endlich viele Grundelemente. Durch §.3 wird der streng euklidische Verband 
charakterisiert, der u. a. dadurch bemerkenswert ist, daB er sich ohne weiteres 
in eine Semigruppe verwandeln l48t. In Verbindung mit den skizzierten Unter- 
suchungen wird die in [11] begriindete Theorie der multiplikativen Verbands- 
funktionen ausgebaut. 

Bei der Formulierung der Axiome, Definitionen und Siatze werden, wenn 
dadurch die Ubersichtlichkeit nicht beeintrichtigt und die Darstellung nicht 
zu schwerfallig wird, auch einige logistische Zeichen verwendet, und zwar die 
aussagenlogischen Symbole >, ++ und a fair Implikation, Aquivalenz und Kon- 
junktion sowie — zur Vermeidung von Unklarheiten geringfigig modifiziert — 
die pridikatenlogischen Symbole V z} und 3 z} fiir All- und Existenzoperator 
nebst der Negierung 32}. Zur Ersparung von Klammern werde festgesetzt, 
daB « stérker bindet als > und +. 


§ 1. Die Relation 1 


1. Es sei M ein endlicher oder unendlicher Verband in bezug auf die Ver- 
kniipfungen U und 4. Die Elementé von M seien durch kleine lateinische 
Buchstaben bezeichnet. Wie iiblich sei die Ordnungsrelation in M durch 2 
bzw. ¢, bei Abtrennung der Identitét durch > bzw. C syabolisiert. 

1) Mit der Grundlegung der Theorie der euklidisches. Verbande habe ich in [7] und [8] 
begonnen; die Bezeichnung ,,euklidisch“, die sich im Hinblick auf die Bedeutung dieser 
Verbande fiir die klassische Zahlentheorie empfieblt, ist in [11] vorgeschlagen worden. 

Math. Ann. 140 19 
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Die Relation 2 ist die Quelle, aus der die folgenden Begriffsbildungen ent- 
springen*). Gilt z 2 y bzw. z C y, so heiBe x ein Oberelement bzw. Unterelement 
von y. Zwei Elemente z und y médgen vergleichbar heiBen, wenn x 2 y oder 
z ¢ ystattfindet. Ein Element, dessen Unterelemente zu je zweien vergleichbar 
sind, werde primar (Y-Element), andernfalls nichtprimdr (J-Element) genannt. 
Mit P(M) werde die Menge der J-Elemente, mit P(M) die dazu komplementire 
Menge, also die Menge der J'-Elemente von M bezeichnet. Dann und nur dann, 
wenn P(M) leer ist, ist M ein linearer Verband. Ein Element ¢ heiBe obere 
bzw. untere Spitze von M, wennc 2 x bzw.c ¢ x fir alle x ist. Wie der Boolesche 
Verband gehért auch der euklidische zu den Verbanden, die eine, somit genau 
eine untere Spitze haben. 

Weiterhin sei M ein Verband mit der unteren Spitze e, wobei es irrelevant 
ist, ob eine obere Spitze vorhanden ist oder nicht. 

2. Als ein unentbehrliches Hilfsmittel bei der Untersuchung der Struktur 
der unten spitzen Verbande erweist sich die ebenfalls auf 2 zuriickgehende, 
durch die Gebrauchsdefinition 


el ycpdz}a2znay2zazde 


bestimmte Relation | . Findet z | y statt, also auch y | x, so mégen z und y 
fremd*) zueinander heiBen. Man findet leicht: 


(1) rlyerny=e, 
(2.1) Va}zile, 
(2.2) rlyaArzQy>y=e, 
(2.3) tlyazr2Qz7 ayodyorv iy’. 
Sind die endlich oder unendlich vielen Elemente z,, z,,... zu je zweien 


fremd, so heiBe (x,, 22, . . .) ein F-System. Zwei F-Systeme sind als identisch 
anzusehen, wenn sie aus denselben Elementen bestehen. Nach der Anzahl der 
Elemente ist zwischen endlichen und unendlichen §-Systemen zu unterscheiden. 
Die von e verschiedenen Elemente eines §-Systems sind auch voneinander 
verschieden. Ein aus lauter J-Elementen bestehendes §-System werde als 
DPF-System bezeichnet. Ein F- und ebenso ein PF-System, dessen Elemente 
sémtlich von e verschieden sind, werde reduziert genannt; Abkiirzung: §*- 
bzw. Dy*-System. Jede aus mindestens zwei Elementen bestehende Teil- 
menge eines §-Systems ist ebenfalls ein §-System; ist das urspriingliche 
System reduziert, so auch das Teilsystem. 


*) Die wesentlichen Eigenschaften dieser Relation —- Reflexivitat, Transitivitat und 
Antisymmetrie — beruhen auf der Idempotenz und Assoziativitat der Verbandsver- 
kniipfungen; die Kommutativitét wird dafiir nicht in Anspruch genommen. Dieser 
Umstand hat zur Folge, daB die nichtkommutativen Verbande (Quasi-, Schief- oder 
Schragverbande), deren Theorie im Zuge der Verallgemeinerung des Verbandsbegriffs von 
verschiedenen Autoren — vgl. [4], [5], [9], [15], [14] — entwickelt worden ist, eine links- 
and eine rechtsseitige Ordnung zulassen. 

%) Den Begriff der verbandstheoretischen Elementfremdheit habe ich in [6], § 3 ein- 
gefiihrt. : 
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Das §-System (x,, 22, . . .) heiBe ein F-System fiir z, wenn z = x, \U %U *°- 
ist. Zu jedem endlichen §-System (z,, zq, . . .) gibt es ein z derart, daB (z,, x4, ...) 
ein §-System fiir z ist; bei einem unendlichen}-System ist die Existenz von x 
problematisch. Umgekehrt gibt es fiir jedes Element §-Systeme, womit aber 
nicht gesagt ist, daB es fiir ein vorgegebenes Element auch ein §*-System gibt ; 
fir ein Q-Element gibt es jedenfalls kein §*-System. Ist (z,, z,,...) ein 
§*-System fiir z, so ist x > z, fir alle z,. 


§ 2. Die Axiome 3.1 und 3.2 
1. Die Axiome lauten: 


8.1. BPUYQZAT Lz >y2z. 


§.2. Fir jedes J-Element gibt es ein endliches PF-System. 

Ersichtlich ist 8.2 aéquivalent mit der Aussage: 

§*.2. Fir jedes P-Element gibt es ein endliches PG*-System. 

Es gibt unten spitze Verbande, fiir die weder 8.1 noch §.2 gilt, sodann Ver- 
bande, fiir die sowohl 8.1 als auch §.2 gilt, und schlieBlich Verbande, fiir die 
genau eins der beiden Axiome gilt. Das zeigen die durch die Fig. 1—4 ver- 
anschaulichten Verbande. 

















e f 31 | 32 
. vy ay 

F xvy : 1 
» x ye 
y J C1 60:42. 
e e e e 4] + + 








Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4 


Aus der Tabelle ist zu ersehen, wie sich 8.1 und §.2 dabei verhalten. Fiir 
die mit x, y,z bezeichneten Elemente in Fig. 1 und 2 ist 3.1 nicht erfillt, 
fiir die obere Spitze f in Fig. 1 und 3 nicht $.2. 

Satz 1. Gilt in einem unten spitzen Verband das distributive Gesetz, 30 auch 
8.1. 


Beweis. Aus (x Uy) z= (zz) U(y2z) folgt, wenn 
BUY Qt (LU Y)Nz=247LzezrNz=—e 
beriicksichtigt wird, z = e U (yz), d. h. y 22. 
Ein unten spitzer Verband, der 8.1 bzw. 8.1 und §.2 geniigt, werde quasi- 
euklidisch bzw. euklidisch genannt. 
2. Es sei M ein quasi-euklidischer Verband. 
Satz 2.1. tlyazlz>zlLyvz. 
Beweis. Es sei u ein Element derart, daB z 2 u und y Vz 2 wu ist. Nach 
(2.3) ist u | y, nach §.1 somit z 2 u. Wegenz | u und (2.2) ist u = e. 
Durch Induktion ergibt sich: 
Satz 2.2. Ist (y,,..., yn) ein F-System fiir y, ist x fremd zu allen y,, so ist 
ziy. 
19* 
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Satz 3. Ist x ein von e verschiedenes P-Element, (y,, . . -, Yn) ein F-System 
fiir-y und y 2 x, so ist x Unterelement-von genau einem y. 

Beweis. Nach Satz 2.2 ist x nichtfremd zu mindestens einem y, und ‘als 
-Element zu héchstens einem y,. Ohne Beeingrachtigung der Allgemeinheit 
kann angenommen werden, daB zx nichtfremd zu y,, also fremd zu y», . . ., ¥,; 
also auch fremd zu y, U «~~ U y, ist. Nach B.listy, 22. 

Satz 4. Wenn es fiir das T)-Element x ein endliches PF*-System gibt, so gibt 
es fiir x kein weiteres PF*-System. 

Beweis. Ist (z,,..., 2,) ein endliches P*-System fiir x, so ist einmal zu 
zeigen, daB es fiir x kein unendliches PG*-System gibt, und sodann, daB es 
fiir x kein zweites endliches PG*-System gibt. Erstens: Es sei (xj, x3, . . .) ein 
unendliches PF*-System fiir zx, so daB also 


BU tUe= BUU'S 


ist. Nach Satz 3 miiBte jedes xz, Unterelement von genau einem z, sein, was 
nicht dngeht. Zweitens: Ist neben (z,, ..., z,) auch (2},..., x4) ein endliches 
PF*-System fiir x, so folgt aus 


BUeUey= ABV 3U a 


nicht nur, da8 jedes z; Unterelement von genau einem x, ist, sondern auch: 
daB jedes zx, Unterelement von genau einem 2, ist, so daB also die beiden 
Ps*- Systeme identisch sind. 

3. Es sei M ein euklidischer Verband. Auf Grund des Satzes 4 gilt: ,- 

Satz 5. Fiir jedes D-Element gibt es genau ein PF*-System. | 

Da kein Element ein unendliches Dg*-System hat, ist der unendliche 
euklidische Verband im allgemeinen nicht vollstandig. " 

Satz 6. Zwei von e verschiedene 3-Elemente sind entweder fremd zueinander 
oder miteinander vergleichbar. 

Beweis. Die beiden Y-Elemente z’ und 2” seien nichtfremd zueinander. 
Ist x’ U x” ein J-Element, so sind x’ und x” vergleichbar. Ist x’ U x’ dagegen 
ein J5-Elenient, so sei (z,,..., z,) das PF*-System fir 2’ U x’. Wegen 


4 


MUU ae22, MUU eQ2” 


gibt es nach Satz 3 unter den ~z, ein z, und ein z, derart, daB xz, 2 x’ und 
2, 2 x” ist. Das ist, da x’ und 2” ein von e verschiedenes Unterelement ge- 
meinsam haben, nur méglich, wenn «= # ist, d.h. wenn 2’ und 2” ver- 
gleichbar sind. 

Vermdge des letzten Satzes lassen sich die von e verschiedenen Elemente 
von P(M) auf Klassen verteilen dergestalt, daB die derselben Klasse an- 
gehérenden Elemente und nur diese zu je zweien vergleichbar sind. Die durch 
Hinzunahme von e aus einer Klasse hervorgehende Gesamtheit werde Primér- 
strahl (%-Strahl) genannt. Zwei Elemente aus verschiedenen %-Strahlen sind 
fremd zueinander. Jeder $-Strahl ist ein linearer Teilverband von M und 
durch ein beliebiges seiner Elemente bestimmt, sofern dasselbe von e ver- 
schieden ist. Es gibt unendliche euklidische Verbande mit endlich vielen wie 


~~ + 6B 


oO + hme + 
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auch mit unendlich vielen J3-Strahlen. Sind L,, L,, . . . verschiedene B-Strahlen 
und ist 2,€Z,, 24€ D,,..., 80 ist (x, 2,,...) ein PF-System, das reduziert 
oder nicht reduziert sein kann. 

In Verallgemeinerung von Satz 5 gilt sowohl fiir reduzierte als auch nicht- 


reduzierte PF-Systeme : 
Satz 7. Ist 
B= BU UM, SH BU UT (z,, x €L,), 
8o ist durchweg x, = x,. 
Satz 8.1. Ist 
n 
(3) z= U q, (z,€ L,) , 


v=1 


so ist ein Element x’ dann und nur dann ein Unterelement von x, wenn 


(3)’ z’=U2z (eC 2c z2,) 


stattfindet. 

Beweis. DaB die Bedingung hinreichend ist, ist klar. DaB sie notwendig 
ist, ergibt sich so: Es sei x’ ein Unterelement von x, wobei angenommen 
werden kann, daB 2’ + e ist. Ist z’ primar, so ist z’ nach Satz 3 Unterelement 
von genau einem z,; ist x’ nichtprimar, so ist jedes der x’ konstituierenden 
P-Elemente Unterelement von genau einem z,. In beiden Fallen ist 2’ von 
der Form (3)’. 

Satz 8.2. Ist x durch (3) dargestellt und y durch 


(4) y= U Y, (y,€ L,), 


80 ist 
n n 
rUy= U (, Uy), zNny= U (2 y,) . 


Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist trivial. Zum zweiten Teil: Die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB z’ Unterelement sowohl 
von z als auch von y ist, besteht nach Satz 8.1 darin, daB 


g=U<« (eczuc2z;eSzcy,), 
somit z, ¢ 2, 7 y, ist. 
Satz 9. Der euklidische Verband ist distributiv. 
Beweis. Ist auBer (3) und (4) noch 


z= Uz, (z,€ L,) , 


v=] 


so ist nach Satz 8.2 


(rUy)N2= U (z,Uy%) 2), (2x2) U (yn2) =U ((x,/ 2,) U (Yr 2,))- 
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Wegen des Linearcharakters von L, ist 


(x, U y,) V2, = (2% A2,) U(y,A2,), dh. (rUuy)Nz=(tN2z)U(yN2). 


4. Eine Funktion, die jedem Element eines Verbandes M eindeutig eine 
reelle oder komplexe Zahl zuordnet, werde eine zahlentheoretische Funktion 
iiber M genannt. Ist M insbesondere ein euklidischer Verband, so gilt: 

Satz 10. Geniigt die zahlentheoretische Funktion F(x) iiber M mit F(e) = 1 
einer der folgenden vier Bedingungen, so auch den drei anderen: 


%.1. VaVy} F(x Uy) F(xr y) = F(x) Fly) 
B.2. el y>F(rxUy) = F(z) Fly) 
%.3. Fir alle F-Systeme (z,,..., z,) ist 


(5) r( U s,) = ITF (z,) ‘ 
- ai v=] 


%.4. Fir alle PF-Systeme (z,, . . ., z,) gilt (5). 

Beweis. DaB die Implikationen G.1 > G.2 und B.3 > &.4 zutreffen, ist 
trivial; 3.2 %.3 ergibt sich durch Induktion; G.4— 2.1 ist an anderer 
Stelle‘) bewiesen. 

Eine zahlentheoretische Funktion, die von dem in Satz 10 beschriebenen_ 
Typ ist, werde als eine multiplikative Funktion (Multi-Funktion) tiber M 
bezeichnet. 

Produkt und Quotient zweier Multi-Funktionen sind ebenfalls Multi- 
Funktionen, der Quotient natiirlich nur dann, wenn der Divisor fiir kein _ 
Argument verschwindet. Bemerkenswert sind die Multi-Funktionen, bei denen 
als Funktionswerte auBer 1 héchstens —1 und 0 auftreten, ferner die Multi- 
Funktionen, deren Funktionswerte Einheitswurzeln eines vorgegebenen 
Grades sind. Die Funktionen der ersten Klasse bilden ein Assoziativ, die der 
zweiten Klasse eine Gruppe in bezug auf die Multiplikation. Zur ersten Klasse 
gehért die Funktion 

F,(z) =0 (x De), 
zu beiden Klassen 


F,(x)=1 (x Qe). 
Fiir jede Multi-Funktion F(z) ist 


F(x) Fo(z) = F(z), F(x) F(z) = F(z). 


§ 3. Der lingenendliche euklidische Verband 


1. Wegen der Endlichkeit der Elementzerlegung ist der euklidische Verband 
bereits dann langenendlich, wenn jedes $-Element nur endlich viele Unter- 
elemente hat, und der langenendliche euklidische Verband bereits dann endlich, 
wenn eine obere Spitze vorhanden ist. 


*) Vgl. [11], S. 123. 
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Es sei M langenendlich und euklidisch. Ein D-Element zx heiBe vom Grad £, 
wenn x genau £ + 1 Unterelemente hat, wobei z und e mitzuzdhlen sind‘). 
Die P-Elemente ersten Grades, also die oberen Nachbarn von e, mégen Prim- 
elemente genannt werden. Ist x ein J-Element vom Grad & mit & = 1 und ist p 
das Primelement des durch z bestimmten $3-Strahls, so werde 


f= pli, P= pu, e= pl 
gesetzt. DaB (x,,..., z,) ein PF-System fiir x ist, kann jetzt durch 


6) z= U pit (é, 20) 


ausgedriickt werden; das PGF-System ist dann und nur dann reduziert, wenn 
&, => 1 ist. Die Satze 8.1 und 8.2 lassen sich nun so formulieren: 

Satz 8’.1. Ist x durch (6) dargestellt, so ist ein Element x’ dann und nur dann 
ein Unterelement von x, wenn 


= U pit) 0 s& s&,) 
ist. 
Satz 8.2. Ist x durch (6) dargestellt und y durch 


n 
y= U pl (n, 29), 


v=] 
8o ist 


zuy= u pmo y= vu pimin (ey, m1, 
Erwahnt werde noch die iuiedes 
£1 yoo min(E, 7.) = 0. 
2. In diesem und dem folgenden Abschnitt werde zur Abkiirzung 


[&J= pl, U [&)= U pl 


geschrieben. 
{st «= U [&,] und sind 46,,...,46, ganze Zahlen, die positiv, negativ 
oder 0 sein kénnen, so heiBe (6,, . . ., 6,) eine z-Translation, wenn 


0 <£,+6, <f, (y= 1, ..., n) 


ist, wobei f, = y, oder f, = co ist, je nachdem der J-Strahl L, aus endlich 
vielen, und zwar g,+ 1 verschiedenen Elementen, oder aus unendlich vielen 
Elementen besteht. Durch die Translation geht z in das durch 


a’ = U [&)= U [€,+ 4,] 


eindeutig bestimmte Element 2’ iiber. Zu je zwei Elementen gibt es genau eine 
Translation, die das erste Element in das zweite iiberfiihrt. Wird zx durch 


8) Vgl. [11], 8. 122. 
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(d,,...,6,) nach 2’ verschoben, so 2’ durch (—d,,...,—6,) nach z. Das 
System (0,...,0) bewirkt keine Veranderung. 

Eine Verallgemeinerung. Ist N eine Teilmenge*) von M, so heiBe (4,,..., 5,) 
eine N-Translation, wenn (4,, ..., 6,) eine z-Translation fiir alle x aus N ist. 
Es gilt: 

Satz 11. Enthailt N zwei Elemente 


b= U [B,], C= U [yr] 


derart, daB b ¢ x C ¢ fiir alle x aus N ist, so ist (5,,..., 6,) dann und nur dann 
eine N-Translation, wenn 
0<£8,+46,, » +4, Sf, (y= 1,..., 9%) 
ist. 
In dem Fall, daB jeder -Strahl nur endlich viele Elemente enthalt, gibt 
der Ausdruck J7(y, + B,— y, + 1) die Anzahl der N-Translationen an, die fiir 


ein vorgegebenes N innerhalb M méglich sind. 

Satz 12. Ist N ein Teilverband von M, so ist die durch cine N-Translation 
erzeugte Teilmenge N’ von M ein mit N isomorpher Teilverbond von M. 

Beweis. Gehen z, y, Uy, 2 y durch (6,,..., 6,) iu 2’, y’, (x Uy)’, 
(a r\ y)’ tiber, so ist 

(xuyl=2 Uy, (tn y!=2any 

nachzuweisen. DaB die erste Gleichung zu- 
trifft, zeigt 


(x Uy) = U [max(é,, »,) + 4,] 
= U [max(é, + 6,, 7, + 6,)]=2' Uy’; 


entsprechend fiir die zweite Gleichung. 

Ein Beispiel mag den Sachverhalt illu- 
strieren. M sei der durch Fig. 5 reprasentierte 
euklidische Verband von 28 Elementen. Es sind 
zwei J-Strahlen vorhanden. Primelemente sind 
Pp, mit p,= 6 und p, mit y,= 2. Fiir N ist der 
untere, fiir N’ der obere der durch stark aus- 
gezogene Streckenziige kenntlich gemachten 
Fig. 5 Teilverbande von M gewahlt. Es ist 





b= p,U Pye = pu pPl; b= pit, c’ = pl Up. 
Die Translation, die N in N’ iiberfihrt, ist (6,, 6,) mit 6,= 3, 6,= —1. 
3. Eine zweite Transformationsart ist die Komplementbildung. Ist ¢ ein 
festes Element aus M und z ein Unterelement von c, also 


c= U [y,],2= U [€] Osésy,), 


so heiBe das dem x durch zx’ = U [y,— &,] zugeordnete x’ das Komplement 
von x beziiglich c. Da die Zuordnung umkehrbar eindeutig ist, ist x das Kom- 


*) N braucht kein Teilverband von M zu sein. 
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plement von 2’ beziiglich c. Ist M insbesondere ein Boolescher Verband, was 
dann und nur dann der Fall ist, wenn auBer e und den Primelementen keine 
weiteren J3-Elemente vorhanden sind, so ist x U 2’ = ¢, 7 2 =e und 2’ ist 
das Komplement von z im tiblichen Sinn. 

Satz 13. Fiir alle z, y, z gilt 

(zuyv=2' ny, (roy =2 uy. 

Beweis. Es geniigt, die erste Gleichung herzuleiten. Es ist 

(x U y)’ -_ U (ye— max (€,, n)) ” U [min (y,- 7 é.. Ve n»)] =2' 7 y . 

4. Beim langenendlichen euklidischen Verband verwandelt sich (5) in 


(5) F( U pi) IT F (ph). 
_— vel 
Speziell sei 4 (x) die durch 


+1 0 
wip!) =)—1 fir &, = f 
B) bax See 
definierte Multi-Funktion. Es ist 


&, 
atte) =0 (é, 21). 


Ersichtlich ist u(x) die auf den verbandstheoretischen Bezirk tibertragene 
M6biussche Funktion der Zahlentheorie. 

Sind F(x) und G(x) zwei zahlentheoretische Funktionen iiber M, so seien 
H(z) und H’(zx) die folgenden Produktsummen: 


(7) H(z) = 2 F(o wel)a( 0 oe) (054, 56), 


(vy He) 5 a, U, at) @( 0 ait) (0 <2, <6). 


peers 


Statt (7) und (7)’ kann ae ' 
H(z) =’ F(y) Gly), H'(z)=L Fly)Gy) = (eS yS 2) 
u ry 
geschrieben werden, wobei y’ das Komplement von y beziiglich z ist. 
Satz 14. Sind F(z) und G(x) Multi-Funktionen iiber M, so auch H (x) und 
H' (2). 
Beweis. Wird 


1( 3,9) =2( 85) o( 9) 


gesetzt, so ist, da h(y) eine Multi-Funktion ist, 
H(a)= 5 Rah U am), Shp) 


Bansevi A, v= il 
-II Zn) = = IT H (ph!) ; 
v=1 A= 
entsprechend fiir H’ (z). 
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Von den abgeleiteten Funktionen H(z) und H’(z) sind besonders be- 
merkenswert diejenigen, die sich dadurch ergeben, daB — bei beliebiger Multi- 
Funktion F (x) — fiir G(x) die beiden bereits erwahnten, durch 


Va}G(z)=1, V2} G(x) = p(z) 
definierten Funktionen genommen werden. Fiir die erste geht (7) tiber in 


(8) H(z) = >’ F(y) (ef yz); 
u 
fiir die zweite spezialisiert sich (7)' zu 
(8) H' (x) = 3’ uly’) Fly) (ef yc). 
y 


Die durch (8) bzw. (8)’ erzeugte Funktion H (x) bzw. H’ (x) mége als Summator 
bzw. Reversator von F(x) bezeichnet werden. Vermittelst zweier Funktional- 
operatoren S und R kénnen Summator und Reversator von F(x) durch S F(z) 
und RF(z) symbolisiert werden. In dem Fall, da® das Argument z ein 
Y-Element ist, vereinfachen sich (8) und (8)’ zu 





€ 
(9) SP(p) = & Fie) (€ 20), 
(9)’ RF (p)) = Fp!) — F(p*—")) (€ 21). 


Der folgende Satz, in dem festgestellt wird, daB Summator- und Reversator- 
bildung miteinander vertauschbar und zueinander invers sind, macht ersichtlich, 
daB der Mébiussche Umkehrsatz in formaler Hinsicht dem verbandstheore- 
tischen Ideenkreis angehért. 


Satz 15. Fiir jede Multi-Funktion F (x) iiber M ist 
RSF(xz)=F(z), SRF(xz) = F(z). 


Beweis. Da RSF(zx) und SRF(zx) Multi-Funktionen sind, brauchen nur 
die Gleichungen 


RSF (pl!) = F(p"!), SRF(p*!) = F(p"*)) 


nachgewiesen zu werden, wobei € = 1 vorausgesetzt werden darf. Nach (9) 
und (9)’ ist 
F (pt!) = SF(p"}) — SF (p"-")) = RSF(p")) , 


é 
F (pi!) = 2 Fe) — Fee) + F(e) = SRF(p")). 


Satz 16. Fiir die durch 


k 
T°) (§ 20;k=0, 41, 42,..,) 


(p") = ( 
definierte Multi-Funktion p,(x) gelten die Rekursionsformeln’) 
S py (2) = Mesi(z), Ry (x) = we-i(2) - 


") Vgl. auch [11], S. 126. 
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Beweis. Wegen Satz 15 geniigt es, eine der beiden Formeln, etwa die 
zweite herzuleiten. Fiir & = 1 ist 


yy — (ETB) _ (E+ e—1\_ (F+F—1)\_ a 

Ruy (p y= ("7 ) ( aoa )=( é ) = me-s(p""). 

Die Parameterwerte 0, + 1, —2 fiihren auf bekannte Multi-Funktionen: 
Mo(%) = F(z), piy(z)=Fo(z), pee(x) = u(z); 


4, (x) gibt die Anzahl der Unterelemente von z an. 
Noch eine Bemerkung. Fiir k < —1 ist 


(10) pe (piel) = 1" ("" *) (§ 20). 
Infolgedessen ist dann und nur dann 
wr (p!) = 0, 


wenn & > |k| ist. Weiter folgt aus (10): Ist |k| eine Primzahl und & < |kl, so ist 
ye (p!l) = 1 mod|&| . 


§ 4. Das Axiom 3.3 
1. Ein langenendlicher euklidischer Verband werde streng euklidisch 
genannt, wenn das folgende Axiom in Kraft ist: 
8.3. ze P(M)+3dysye P(M)azrcy. 
Aquivalent damit ist: 
§*.3. Jeder B-Strahl umfaBt unendlich viele Elemente. 


Der streng euklidische Verband kann endlich viele wie auch unendlich viele 
$-Strahlen enthalten. 


2. Es sei M streng euklidisch. Bedeutet o die durch 
n 
oe &y+ ny] 
2 oys,UP 


timmte Verknipfung, so gelten, wovon man sich leicht iiberzeugt, die nach- 
stehenden Formeln: 


(11.1) VaVy4zxoy=z 

(11.2) VaVyVz}(z oy) oz = & o(y o2) 
(11.3) VaVy}xoy=yor 
(11.4) z=yoyay=rzo02r>2zr=y 
(11.5) Vzjeor=2 

(11.6) zoy=2zoyoy=y 


Danach ist M, aufgefaBt als Operationsbereich in bezug auf o, eine kom- 
mutative Semigruppe, die wegen (11.5) eine Einheit hat, aber wegen (11.4) keine 
Gruppe ist, es sei denn, da8B nur ein Element vorhanden ist*). 





*) In der Terminologie von [12] ist M eine ordoide Semigruppe in bezug auf O. 














274 Fritz Kirin-BaRMEN: 


Hinzuzufiigen ist, daB wegen 
pil=. plf—to p (€=1,2,...) 
das Element p!*! die ¢-te Potenz von p in bezug auf o ist. 
Satz 17. Jyse=yuyedy }r=yoy’. 
Beweis. Es gelten die Implikationon 
&, = max(n,, m,) > 3m} & = 9+ ms 
&,= , + 9, > &, = max(n,, €) > 3 m,} €&, = max(n,, 7.) - 
Es folgt sofort: Neben der die Relation 2 definierenden Aquivalenz 
e2Qye3y}e=yuy 
findet auch 
a2Qye3dy"Sa=yoy” 
statt. Die Relation 2 hangt also von der Verkniipfung o in genau derselben 
Weise ab wie von U. Dasselbe ist dann auch der Fall fiir die mit Hilfe von 2 


gebildeten Begriffe Ober- und Unterelement, Primar- und Primelement, obere 
und untere Spitze sowie fiir die Relation | . 


Satz 18. woy2zarle>+y2z. f 
Beweis. Es ist 
é, + ", =f, a min(é,, £,) = 0- " Bt. 

Satz 19. Die Verkniipfung © geniigt den Axiomen 85:1, 85.2 und 8:3, 
darunter die Aussagen verstanden, die aus 8.1, 8.2 und 3.3 dadurch hervor- 
gehen, daB durch o ersetzt wird. 

Beweis. Da8 $,.1 in Kraft ist, besagt Satz 18. DaB 8.2 und 8,3 gelten, 
geht aus der Bemerkung im AnschluB an Satz 17 hervor. 

Nach Satz 19 ist es gerechtfertigt, M — als Operationsbereich in bezug 
auf o — eine euklidische Semigruppe zu nennen. 

Satz 20. VaVy}zoy2Qzrvuy, 

zlyeroy=2rVy. 
Beweis. Die erste Formel gilt wegen der Ungleichungen 


&,+, = max(é,, 7),), 
die zweite wegen der Aquivalenzen 
min(£,, 7,) = O++ &, + n, = max(E,, 7,) - 
Unmittelbar folgt : 
pif) Ueee U pital = pif Orr. o pits) . 


Satz 21. Die Semigruppenverkniipfung ist mit den SaERRCrnge 
durch die Gleichungen 


zo(yUz)=(z oy) U(x oz), 2 o(ynz)=(z oy)N (zx oz) 
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und durch die Ungleichungen 
- zuly oz) C(zuy) o(@Uz), en(y oz) OC (xn y) o(zn2) 
distributiv gekoppelt®). 
Beweis. Die erste der beiden Gleichungen trifft wegen 
&, + max(n,, ¢,) = max(é, + ,, & + ¢,) 
zu, die erste der beiden Ungleichungen wegen 


max(é,, y, + ¢,) S max(é,, 7,) + max(é,, ¢,) ; 


entsprechend fiir die zweite Gleichung und Ungleichung. 

Der letzte Satz besagt, daB M ein multiplikativer Verband in bezug auf 
(U, A; ©) ist?®). ; 

3. Es sei F(x) eine zahlentheoretische Funktion iiber M mit F(e) = 1. Die 
folgenden drei Bedingungen sollen hinsichtlich der zwischen ihnen bestehenden 
logischen Abhangigkeiten verglichen werden: 


A. VaVy} F(x oy) = F(z) Fly) 
B. eiy>F(zuU y) = F(x) Fly) 
€. Fiir alle Primelemente p und alle natiirlichen Zahlen & ist 


F (pl*!) = F(p*-1) F(p) 
oder, was damit gleichwertig ist, 


F (p")) = (F(p)}. 
Satz 22. AH Ba€ 


Beweis. Nach Satz 20 gilt 2+ G; daB A + € stattfindet, ist trivial. Die 
Umkehrung & a € + & ergibt sich so: Fir 


== U pit, y= U pi 
ist nach G und € 
F(x) F(y) = ID F (p+) IT F (pi) = IT F (pls) = F(z oy). 
v=1 v=l v=1 ° 


Eine 2% geniigende zahlentheoretische Funktion F(z) mit F(e) = 1 werde, 
da es sich dabei wegen %-—> G um eine Multi-Funktion handelt, als verstirkt 
multiplikativ bezeichnet™). Satz 22 kann nun so formuliert werden: 


*) Auf die distributiven Gleichungen habe ich schon in [8], 8. 59 aufmerksam gemacht. 
Die logischen Beziehungen, die zwischen den distributiven Gleichungen einerseits und den 
distributiven Ungleichungen andererseits bestehen, habe ich auf ordoidtheoretischer Basis 
in [12], §6 untersucht. 

1°) Die Grundziige der Theorie der multiplikativen Verbinde sind in [2], S. 200ff. und 
[3], S. 127ff. dargelegt, einzelne Probleme in [1], [8] und [10] behandelt, wobei zu be- 
merken ist, daB die in [1] bewiesenen Sitze bereits in [10] angegeben und hergeleitet 
worden sind. 

4) Die Terminologie ist leider nicht einheitlich. So werden die hier multiplikativ 
bzw. verstarkt multiplikativ genannten Funktionen in [15] als distributive bzw. multi- 
plikative Funktionen bezeichnet. 
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Satz 22’. Die Multi-Funktion F(x) ist dann und nur dann verstirkt multi- 
plikativ, wenn € in Kraft ist. 

Von den Multi-Funktionen y,(z), (xz), w—;(z), w- ole sind die beiden 
mittleren verstarkt multiplikativ, die beiden anderen nicht. 

4. An einem Beispiel werde gezeigt, wie der in der abstrakten Sphiare ent- 
wickelte Apparat im konkreten Fall funktioniert. Fir M werde die Menge der 
natiirlichen Zahlen genommen. M werde dadurch zum Verband gemacht, daB 
zy als das kleinste gemeinschaftliche Vielfache und x71 y als der gréBte 
gemeinschaftliche Teiler von x und y gedeutet wird. Der Verband ist distributiv 
und unten spitz mit e = 1. Dann und nur dann ist x 2 y, wenn z ein Vielfaches 
von y ist; dann und nur dann ist z | y, wenn z und y im iblichen Sinn 
relativ prim sind. Die abstrakten Begriffe Primarelement und Primelement 
bedeuten jetzt Primzahlpotenz und Primzahl. Die Axiome §.1, 8.2 und 3.3 
werden zu wohlbekannten Satzen der elementaren Zahlentheorie. So besagt 
jetzt 8.1: Eine Zahl, die im kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen zweier 
Zahlen aufgeht und relativ prim zu einer der beiden Zahlen ist, geht in der 
anderen auf. M ist also ein streng euklidischer Verband und, da bei dieser 
Realisierung das abstrakte Produkt xz o y in das arithmetische Produkt ry 
iibergeht, zugleich eine euklidische Semigruppe in bezug auf die gewohnliche 
Multiplikation. Bei diesem konkreten Verband la8t sich, wie aus dem folgenden 
Satz zu ersehen ist, eine Multi-Funktion konstruieren, die im Typus der 
abstrakten Funktion von Satz 16 recht ahnlich ist. 

Satz 23. Fiir die durch 


§ — 
vx(P*) <2 ("3 ') pa (k= 0, +1, +2,...) 


definierte Multi-Funktion yp, (x) gelten die Rekursionsformeln 


S ye(z) = Yeailz), Ryg(z) = ye-i(z) - 


Beweis. Am einfachsten gestaltet sich die Herleitung der zweiten Formel. 
Fir & = 1 ist 


Rysih) = (+ 5") pa a, ') pis 


A+k— A+k—2 


= ots 5 1) -2 (35; ) p-? 


a+a— 
= o+ S| Te pea (oA) 
Zusatz. Fiirk <0 und & & |k| ist 


\ ll 
vir!) = wt (1). 


rt i )= (1) ("7 


Beweis. Wegen 
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ist 


(+77 "')=0 (A > |kl +1). 
Fir & 2 |k| ist somit 


_ e —_1y || —A~ gf —|k| — 1/4) 
vel) = 3’ (—1)'(')') pt-4= pt p— 1)". 
’ A=0 


Die Parameterwerte 0, 4-1, —1 lieférn elementare zahlentheoretische 
Funktionen: Es ist yo(z) = 2 fiir alle x; y,(x) gibt die Summe der Teiler von x 
an und w_,(x) die Anzahl der zu z relativ primen Zahlen von | bis z. Von 
diesen Funktionen ist nur y,(z) verstarkt multiplikativ. 
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Zur Homotopietheorie der Kettenkomplexe 


Von 
A.BReEcut Do.p in Heidelberg 


Einleitung 


In der vorliegenden Arbeit werden einige (z. T. bekannte) Punkte aus der 
Homotopietheorie der Komplexe (= Kettenkomplexe) iiber einem beliebigen 
Ring A behandelt. Dabei wollen wir vor allem die weitgehende Analogie heraus- 
stellen, die zwischen dieser Theorie und der (stabilen) Homotopietheorie 
topologischer Raume besteht. In dieser Analogie entsprechen den beliebigen 
topologischen Raumen etwa die positiven Komplexe (wenn der Ring A end- 
liche homologische Dimension hat, ist die Einschrinkung ,,positiv“ iber- 
fliissig; vgl. die Einleitung zu § 3), den C W-Komplexen entsprechen die pro- 
jektiven (positiven) Komplexe und den Homotopiegruppen der Raume die 
Homologiemoduln der Komplexe. Die letzte, vielleicht etwas tiberraschende 
Analogie wird besonders in §§ 5—7 deutlich werden. 

Die §§ 1—2 bringen technische Vorbereitungen: Die in der Topologie wohl- 
bekannten Begriffe Einhéngung, Abbildungskegel, Abbildungsfolge werden 
iibertragen und ihre wesentlichen Eigenschaften abgeleitet. § 3 bringt u. a. das 
Analogon zum Satz von J. H. C. WaITeHEaD (s. 3.3) und Verallgemeinerungen 
davon (3.1, 3.2). Wie in der Topologie geben sie Anla8 zum Begriff der schwachen 
Homotopiedquivalenz (s. § 4). ,,Eilenberg-MacLane-Komplexe“ treten in § 5 
auf; sie stimmen im wesentlichen mit Auflésungen von Moduln iiberein. Den 
Eilenberg-MacLaneschen Gruppen H*(A,m;B) entsprechen daher die 
Gruppen Ext,(A, B). Sie hangen nicht von m ab, d. h. wir haben es hier mit 
einer (bei Einhangung) stabilen Theorie zu tun. Wie in der Topologie lassen 
sich die Cohomologieklassen der Eilenberg-MacLane-Komplexe, d.h. die 
Elemente von Ext,(A, B) auch als Cohomologieoperationen interpretieren 
(s. 6.2), oder als k-Invarianten von Komplexen mit nur zwei nicht-verschwin- 
denden Homologiemoduln (s. 7.6). Die letzte Deutung hangt eng mit der von 
YonEpa-BucHsBaUM zusammen (s. 7.9). Sie fihrt unmittelbar zum Begriff 
des ,,Postnikovsystems“, auf den wir allerdings nur oberflichlich eingehen 
(s. 7.13). Auch einige andere Punkte werden nur angedeutet oder erwahnt 
(so z. B. Produkte in 6.7 und ein Klassifikationssatz in 7.8). Gar nicht ein- 
gegangen sind wir auf die Spektralfolge von Apams [1], die nach D. Purr in 
jeder ,,stabilen Homotopietheorie“ existiert. Im letzten Paragraphen 8 geben 
wir eine Anwendung auf das Kiinnethproblem. 

Alle Ergebnisse lassen sich auf beliebige abelsche Kategorien iibertragen — 
jedenfalls wenn es darin hinreichend viele projektive Objekte gibt. 
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§ 1. Bezeichnungen ; Hom (X, Y) 


1.1. Es sei A ein fester (nicht notwendig kommutativer) Ring mit Eins- 
element. Unter einem Modul verstehen wir stets einen unitéren (Links-) Modul 
iiber A (nur in §8 kommen Rechts- und Linksmoduln gleichzeitig vor). Ein 
Komplex (= Kettenkomplex) X iiber A ist eine in beiden Richtungen unend- 
liche Folge 

r  Xqig  X qt Xn silt e 
von Moduln und Modulhomomorphismen d, mit d,d,,,,= 0. Zyklen Z(X), 
Rander B(X) und Homologie H(X) sind wie iblich definiert. 

1.2. Zur Beschreibung von Kettenabbildungen und Homotopien eignet sich 
besonders P. Cartiers Definition von Hom(X, Y): (vgl. [2], 2 oder auch 
[8], 3): Es seien X, Y Komplexe. Wir setzen 


(1.3) Hom(X, Y),= J7Hom(X,, ¥,4,), 


d.h. ein Element { ¢ Hom(X, Y), ist eine Folge von Homomorphismen 
f,: X, > Y,4,. Ferner definieren wir 


(1.4) d:Hom(X, Y),-> Hom(X, Y),_,, d(f) = d¥f + (—1)"+*fd* 


(die oberen Indizes X bzw. Y geben an, in welchem Komplex der Rand d zu 
nehmen ist). Dann ist die Folge 


os ome Hom(X, Y),~* Hom (X, Y) 437 see 


ein Komplex (iiber dem Ring der ganzen Zahlen Z), den wir mit Hom(X, Y) 
bezeichnen. , 

Hom (X, Y) ist natiirlich ein Funktor, und zwar kontravariant in X und 
kovariant in Y. , 

1.5. Ein r-Zykel in Hom(X, Y) ist eine Folge von Homomorphismen 
In: Xn > Yn,, mit df = (—1)'fd, d. h. genau das, was man sonst als Ketten- 
abbildung { : X - Y vom Grade r bezeichnet. Als r-Zykel von Hom(X, Y) ist / 
genau dann nullhomolog, wenn es eine Folge von Homomorphismen 
8: X_—> Yuirs, gibt mit f = d(s) = ds + (—1)’sd, d.h. genau dann, wenn { 
als Kettenabbildung aufgefapt nullhomotop ist, in Zeichen { ~ 0. H,Hom(X, Y) 
ist also die Gruppe der Homotopieklassen von Kettenabbildungen X + Y vom 
Grade r. Insbesondere ist 


(1.6) H,Hom(X, Y) = [X, ¥] 
die Gruppe der Homotopieklassen von Kettenabbildungen vom Grade 0, die 
wir auch als Kettenabbildungen schlechthin bezeichnen. 

1.7. Kettenabbildungen vom Grade r + 0 kénnen mit Hilfe der Einhangung 
auf gewohnliche Kettenabbildungen zuriickgefiihrt werden. Unter der Hin- 
hiingung eines Komplexes X verstehen wir den folgenden Komplex SX 

-(SX),= X,-,, d*%=—d*. 

Der Funktor S besitzt einen inversen Funktor S-' (die ,,Aushangung*), 
definiert durch SS-?X = X. 

Math. Ann. 140 20 
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Eine Kettenabbildung X -- Y vom Grade r ist dasselbe wie eine gew6hn- 
liche Kettenabbildung S’'X-- Y bzw. X ~S-*’Y. Dabei ist S* die r-mal 
iterierte Einhangung. 

Die identische Abbildung ist eine Kettenabbildung X — SX vom Grade 
+1, die einen Isomorphismus 
induziert. 


§ 2. Abbildungskegel und Abbildungsfolge 
2.1 Definition. Der Abbildungskegel Cf (=f in [6], S. 155) einer Ketten- 
abbildung / : X + Y ist der folgende Komplex 
(Cfh)n= Xn-1+ Y, (direkte Summe) 
d(z, y) = (—dz,dy +fz), w€ Xn-w y¢ Y,- 
Man iiberzeugt sich sofort, daB dd = 0 ist, also wirklich ein Komplex vorliegt. 
Die Summanden Y,, bilden offenbar einen Unterkomplex Y c C/, der Faktor- 


komplex C//Y stimmt mit der Einhangung von X iiberein, d. h. wir haben eine 
exakte Folge 


(2.2) o> ¥*+-of “+ sx-0. 


Abbildungskegel und Einhangung sind bis auf ein Vorzeichen vertauschbare 
Operationen ; genauer gilt 


(2.3) CSf = SC(—-f), 
oder auch : 
2.4. Es gibt einen Isomorphismus t: CSf~ SCf, fiir welchen das Diagramm 
Ps} Qs 


sy—~-cosj sx 


4 4 bs 


SY p77 SCf -gqy> BX 
kommutativ ist. 

Beweis. (CSf),= (SX), -1+ (S Y),.= Xn-2+ Y,-1= (SCf),= (SC(—f))n- 
Der Rand von (z, y) € X,-.+ Y,-, ist (dz,—dy + fz) in CSf und SC(—f) 
und ist (dz, —dy — fx) in SCf. Die gewiinschte Abbildung ¢ ist gegeben durch 
t(z, y) - (—z, y). 

Auch mit vielen anderen Funktoren ist Cf vertauschbar; wir erwaihnen 
nur noch 


(2.5) CHom(U, /)~ Hom(U, Cf), 
fir ieden Komplex U. 
Beweis 


(CHom(U, f)),= Hom(U, X),_,+ Hom(U, Y),= [7 Hom(U,, X,,,-;) + 
7 ITHom(U,, Yuin ITHom(U,, Xntr-at Ya+e) Vc Hom(U, Ch), . 





“srs @ 
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Der Rand von {9} + {y,} ¢ J7Hom(U,, X,.,-,) + J7Hom(U,, Y,.,) 
ist in beiden Fallen {(—d* p + (-1yr# gpd"} + {d¥ yp + (—1)r4 ya? + fy}, wie 
eine leichte Rechnung zeigt. 

In dem nun folgenden Teil dieses Paragraphen iibertragen wir die topolo- 
gischen Betrachtungen in [10], 1—2 auf Komplexe. 

2.6 Definition. Ist 


x+y 
i | 
Xx’ ad 


ein bis auf Homotopie kommutatives Diagramm von Kettenabbildungen, also 
i’ po = pf, dann heiBt (gy, y) eine Transformation von f in g. Sind gp, p beides 
Homotopiedquivalenzen, dann heiBt (gy, y) eine Homotopiedquivalenz zwischen 
f und g. 

Ist allgemeiner das Diagramm 


ee +X,-*x,-% x, . 
(2.7) m n ry 


kommutativ bis auf Homotopie, dann heiBt die Folge {q,} eine Transformation 
der ersten Zeile von 2.7 in die zweite, bzw. eine Homotopiedquivalenz zwischen 
den beiden Zeilen, wenn alle y, Homotopiedquivalenzen sind. Man sieht leicht, 
da8B Homotopiedquivalenz zwischen Abbildungen oder Folgen von Abbildungen 
eine Aquivalenzrelation ist. 

Wir werden diese Begriffe vor allem im Zusammenhang mit der Abbildungs- 
folge Af einer Kettenabbildung f : X - Y benutzen. Darunter versteht man die 
in beiden Richtungen unendliche Folge 


e 8) + S-1y ta & S-0f in BS" uke Y- Pl. 
. of-%+sx—'+sy--- 


Ist A,f der i-te Komplex und «,/ die i-te Abbildung dieser Folge (etwa A,f =X, 
af = f), dann gilt 
(2.9) Ajssf = SAif, a%43f = Saf. 


Wir beweisen die folgenden Siatze (analog zu [10], Satz 8b und 5). 

2.10 Satz. Jede Transformation (Homotopiedquivalenz) go, y, von f:X+Y 
in f': X'—+ Y’ lapt sich zu einer Transformation (Homotopiedquivalenz) {@;} 
von Af in Af’ mit der Ligenschaft p;,,=— Sp, ergénzen. 

2.11 Satz. Die Abbildungsfolge Af ist bis auf eine Homotopietiquivalenz und 
bis auf eine Indexverschiebung auch Abbildungsfolge fiir jede ihrer Abbildungen. 
20* 








282 ALBRECHT Dob: 


Genauer gibt es eine Homotopiedquivalenz {p,} zwischen A(a,f) und der um k 
verschobenen Folge Uf mit 


(2.12) Po= id, g,=id, PVi+3= (—1)* Sq, ’ 
also 


—> A_, (af) > Ao(ayf) > Ay (af) > Ag(a,f) > As (af) > 
(-1" S-? ol ul | “1 (-1 ul 


-.: A,-if A,f 7 Agail > Axial sad Axssf a 


2.13 Korollar. Jede Homotopiedquivalenz (q,, p,~,) zwischen a,f und a,’ 
lapt sich zu einer Homotopiediquivalenz {p,} (mit ~,43= Sqp,) zwischen Af und 
Af’ ergdinzen. 

Dies ist 2.10, falls k= 0 ist. Der allgemeine Fall wird mit 2.11 darauf 
zurickgefihrt. 

2.14 Satz. Die durch Af induzierte Folge von Homologiemoduln und Homo- 
morphismen 





+ H,,(A;f) > A, (Ajasf) _ H,,(A;j+ sf) tig 


stimmt mit der zu 2.2 gehdrigen Homologiefolge iiberein. Insbesondere ist sie exakt. 

Beweis. Die Ubereinstimmung mit der Homologiefolge von 2.2 ist nur fiir 
die H,, («3 ,;/) fraglich, d. h. wir haben zu zeigen, daB H,,(S/): H,(SX)— H, (SY) 
mit dem Randhomomorphismus 0,:H,(SX)—>H,-_,(¥) tbereinstimmt. 
Dies rechnet man leicht nach (vgl. auch Hilfssatz 2.18a). 

2.15 Korollar. Cf ist genau dann azyklisch, d.h. H(Cf) = 0, wenn f Iso- 
morphismen der Homologie induziert. 

Das kann man natiirlich auch leicht. direkt einsehen (vgl. [6], S. 155). 

Dem Beweis von 2.10 und 2.11 schicken wir einige Hilfsbetrachtungen 
voraus. 

2.16 Hilfssatz. Der Abbildungskegel Cf ist genau dann nullhomotop, Cf ~0, 
wenn f eine Homotopiediquivalenz ist. 

Beweis. Es sei f: X - Y eine Homotopiedquivalenz. Dann induziert f fiir 
jeden Kettenkomplex U einen Isomorphismus H Hom(U, f): HHom(U, X) = 
= HHom(U, Y). Nach 2.15 ist also CHom(U, f) = Hom(U, Cf) (s. 2.5) ein 
azyklischer Komplex. Insbesondere ist H,Hom(C/, C/) = 0, also nach 1.6 
die identische Abbildung von C/ nullhomotop, d. h. C/ ~ 0. 

Die Umkehrung kann mit einem ahnlichen SchluB gezeigt werden. Ein 
direkter Beweis dafiir findet sich in [6], S. 155. 

Insbesondere ist nach 2.16 der Abbildungskegel der identischen Abbildung 
von X nullhomotop. Wir bezeichnen ihn mit CX. Man iiberzeugt sich leicht, 
daB die Abbildung 


(2.17) 8:CX+CX, s(x, 2')=(2',0), rE X,-,, w€X, 





eine Nullhomotopie C X = 0 ist. 
2.18 Hilfssatz. Es sei 


(2.19) 0+U-+v2-w-+o 
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eine exakte Folge von Kettenabbildungen, die als Folge von Modulhomomorphismen 
zerfallt (= splits). Es gibt also Modulhomomorphismen W— V 2 U (i.a. kei- 
ne Kettenabbildungen ) mit pi’ = id, p't = id, p'i’= 0, pi = 0. 

a) O=p'di’':W+U ist eine Kettenabbildung vom Grade —1, und 
H (0): H(W) > H(U) ist der Randhomomorphismus 0, der exakten Homologie- 
folge von 2.19. 

b) Ist U =~ 0, dann zerfillt die Folge 2.19. Genauer: Ist s: U + U eine Null- 
homotopie, ds+sd=id, dann ist j=i'—isp'di’':W-+V eine Ketten- 
abbildung mit pj = id. Insbesondere ist dann p eine Homotopietiquivalenz mit 
Homotopieinversem j. 

Dual dazu gilt 

c) Ist W=~0, dann zerfallt die Folge 2.19. Ist s: W-> W eine Nullhomotopie 
von W, dann ist q= p'— p'di'sp: V+ U eine Kettenabbildung mit qi = id. 
Insbesondere ist dann i eine Homotopiedquivalenz mit Homotopieinversem q. 

Beweis. Zur Vereinfachung der Schreibweise betrachten wir U und W als 
Untermoduln von V (vermége é bzw. i’). Ferner setzen wir d'= p'd, d*= pd. 
Dann ist d = d'+ d*, d*d'= 0 (wegen d*|U = 0), d*d?= 0 (wegen pd = dp), 
also dd = d'd*+ d'd'= 0. 

Nun gilt 

a) O = d', also 

dO = dd'= d'd'= —d'd*= —@d*. 
b) j = id— sd’, also 
dj = d+ d&— d'sd'= d'+ d*— (id — sd") 
= d*+ sd'd'= d*— sd'd*= jd?. 
c) q= p'—@ sp, also 
qd = d'— d'sd*p = d'— d'(id — d*s)p 
= @(id— p) + dsp = d'p’—d'd'sp = d'q. 


Also sind @, j und gq Kettenabbildungen. Die Gleichung H(@) = 0, ergibt 
sich sofort, wenn man @ auf einen Zykel z ¢ W anwendet. Die Gleichungen 
pj = id und qi = id folgen wegen pi = 0. 

Beweis fiir 2.10. Wegen der Periodizitaét 2.9 von 2/ brauchen wir nur eine 
Abbildung 9, : Cf + Cf’ zu konstruieren, so daB das Diagramm 


y ~'.c; 2. sx 
(2.20) In ie [se 
Y’ py Cf ef SX’ 





bis auf Homotopie kommutativ ist. Nach Voraussetzung gibt es eine Homotopie 
8:X— Y’ mit ds + sd = f' y.— o,f. Wir definieren 


(2.21) P2:C{>Cf', G(x, ¥) = (Por, Piy— 2) 
fiir (x, y) € X,-,+ Y,= (Cf),. Dann ist 2.20 sogar streng kommutativ (nicht 
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nur bis auf Homotopie), und eine leichte Rechnung zeigt, daB gp, wirklich eine 
Kettenabbildung ist. 

Nehmen wir nun an, daB go», y, Homotopiedquivalenzen sind. Es geniigt 
dann zu zeigen, daB jedes gy, das 2.20 zum streng kommutativen Diagramm 
macht, ebenfalls eine Homotopieadquivalenz ist. Dies besagt gerade der 

2.22 Hilfssatz. Ist ; 

0+U--+V7+W-0 

ly h |, . 

(2.23) i } 

0+ U'=-V'>;-W'-0 
ein kommutatives Diagramm, in welchem die Zeilen exakt sind und als Folgen 
von Modulhomomorphismen zerfallen, und sind f', f'’ Homotopiedquivalenzen, 
dann auch f. 

Beweis. Das Diagramm 2.23 induziert eine kurze exakte Folge 


0+ Cf ->Cf-+C}f" +0 
t(u, u’) = (iu, tu’), xa(v, v') = (pr, p'v’), 

die ebenfalls zerfallt (als Folge von Modulhomomorphismen). Weil /’, /” 
Homotopiedquivalenzen sind, gilt Cf’ ~ 0, Cf’ ~ 0 (s. 2.16), also nach 2.18b) 
oder c) auch Cf ~ 0. Also ist f eine Homotopiedquivalenz nach 2.16. 

Der Satz 2.11 wird sich im wesentlichen aus dem folgenden Hilfssatz 
ergeben. 

2.24 Hilfssatz. Es sei 

0+U--V*+W+0 
eine Folge wie in 2.18. Dann gibt es Homotopiedquivalenzen 
u:Ci+>W und »:SU+Cp, 

so daB die Diagramme 


voi su 
(2.25 a) he r |- id 

V—>> W-6-8U 
und 

w-?-Cp*+ sv 
(2.25 b) ha \. h 





W-—° SU zaosvV 
bis auf Homotopie kommutativ sind. Dabei ist O wie in 2.18a definiert, wird 
jetzt aber als Kettenabbildung W + SU aufgefaBt (s. 1.7). 

Beweis. Wir behalten die Vereinbarungen und Bezeichnungen aus dem 
Beweis zu 2.18 bei und definieren 
u:Ci>W, p(u,v)= pr), 


vy: SU+Cp, v(u) = (u, 0), uéU,_,c V,-3, 0€ Vi. 





cresweanrsS => 


fii 


Lj 














Zur 
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Wegen p(u) = 0 folgt, daB u und vy Kettenabbildungen sind. » ist epimorph und 
ihr Kern besteht aus den Elementen (u, u’) € U,_,+ U,, d. h. Kern(u) = CU 
(s. 2.17). Entsprechend ist » monomorph und besitzt den Cokern CW. Wir 
haben also exakte Folgen 


0+CU--Ci*+W+0 
0+ SU-+Cp->W-0. 
Nun ist CU ~ 0, C W = 0, also sind yu bzw. » nach 2.18 Homotopiedquivalenzen 
und besitzen die Homotopieinversen 
y:W-Ci, y(w) = (—d'w,w), wewW, 
bzw. 
e:Cp>+SU, o(v,w)= v— p(v) + d*(w) . 
(Man braucht nur zu verifizieren, daB y und 9 Kettenabbildungen mit yu y= id, 
ov = id sind), also yu = id, vg ~id. Wir rechnen nun nach, da 
Ou = —(Qi) ypu, vO = vo(P/p) ist. Daraus folgt, daB das rechte Quadrat von 
2.25a und das linke Quadrat von 2.25b bis auf Homotopie kommutativ sind. 
Die beiden anderen Quadrate sind iiberhaupt kommutativ, wie man sich sofort 
tiberzeugt. 
a) (Qt) (u, v) = u, O(w) = d*(w) = —(Qt) y(w), also O = —(Qi) y; 
b) (Pp) (w) = (0, w), O(w) = d*(w) = e(Pp) (w), alsoO= (Pp), 4q.e.d. 


Beweis fiir 2.11. Wegen der Periodizitat 2.9 der Abbildungsfolge geniigt es, 
eine Homotopieiquivalenz g,:A,(a,/)— A,+,/ anzugeben, so daB das 
Diagramm 

A, (yf) > Ag(a,f) > As (af) 
ja \n ka» id 


Aziif > Axil > Axis 


bis auf Homotopie kommutativ wird. 

Fir k = 3 wahlen wir als g, den Isomorphismus ¢ aus 2.4; entsprechend fiir 
k = —3. In den Fallen k = 1 bzw. 2 wenden wir den Hilfssatz 2.24 mit i = P/, 
p = Qf an: wir nehmen als ¢, die Homotopiedquivalenz yu bzw. ein Homotopie- 
inverses zu y (etwa oe). Der allgemeine Fall k = 31+ m mit 0 < m <3 wird 
erledigt, indem wir zunachst |I|-mal den Fall k= +3 enwention und dann den 
Fall k = m (y,= id fiir k = 0). 


§ 3. Homotopie und Homologie 


Fir alle weiteren Betrachtungen dieser Arbeit machen wir stets eine der 
beiden folgenden Annahmen (s. Fall 1 oder 2 in [3], S. 369) 

(A) Alle vorkommenden Komplexe sind nach unten beschrankt, d. h. X,,=0 
fir hinreichend kleine n. 

(B) Der Ring A hat endliche homologische (Links-) Dimension, 
l. gl: dim (A) < cx. 








286 ALBReEcuT Do.p: 


Wir werden diese Voraussetzungen benutzen, ohne jedesmal darauf hin- 
zuweisen. 

3.1 Satz. Es sei p: X > Y eine Kettenabbildung (vom Grade 0), die Iso- 
morphismen der Homologie induziert, H(p): H(X)=~ H(Y). Dann induziert 
auch die Kettenabbildung Hom(P, ¢): Hom(P, X)> Hom(P, Y) Iso- 
morphismen der Homologiegruppen, falls P ein projektiver Komplex ist (und 
eine der Voraussetzungen A oder B erfiillt ist). 

Dieser Satz ist fast ein Spezialfall von [3], XVII, 4.3, nur wird dort der 
Funktor Hom (X, Y) mit direkten Summen statt direkten Produkten definiert. 
Der Beweis 148t sich aber ohne weiteres tibertragen. Ehe wir dazu kommen, 
ziehen wir einige Folgerungen. 

3.2 Korollar. (Analog zu Thm. 16.3 in [12].) Die Zusammensetzung mit » 
stiftet eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den a von 
Kettenabbildungen f: P+ X und g: P > Y, in Zeichen 


Dies folgt aus 1.6. 

3.3 Korollar. Sind die Komplexe X, Y aus 3.1 projektiv, dann ist p eine 
Homotopiedquivalenz. 

Dieser Satz (Analogon zu Theorem | in [14]) wird iiblicherweise unter 
scharferen Voraussetzungen formuliert (s. [6], V, 13.3). 

Beweis. Setzen wir P = Y, dann gibt es nach 3.2 eine Kettenabbildung 
y: Y+X mit py~id. Daraus folgt H(py) H(y) = id. Also ist H(y) ein 
Isomorphismus, und es gibt nach dem gleichen SchluB eine Kettenabbildung 
gy: X + Y mit yo’ ~ id. Es folgt g’ ~ (py) ¢' = p(y’) = ¢, also pe ~ id, 
d. h. @ ist eine Homotopiedquivalenz mit Homotopieinversem y. 

3.4. Wir zeigen an einem Beispiel, daB die Voraussetzung A oder B nicht 
tiberfliissig ist. Es sei A = Z,= Z/4Z und X der folgende Komplex 


° “7.7 7, 9, a. ee 
Offenbar ist X projektiv und H(X)=0. Ware X nullhomotop, dann auch 
X ® Z,, im Widerspruch zu H(X @ Z,) + 0; also ist X + 0. Unter der Vor- 
aussetzung A oder B ist ein solches Vorkommnis nach 3.3 (mit Y = 0) nicht 
moglich. 

3.5. Zum Beweis von 3.1 haben wir nach 2.15 zu zeigen, da’ 
H(CHom(P, g))=0, d.h. (s. 2.5) daB H(Hom(P,Cq))=0 ist. Wegen 
H(C ¢) = 0 und 1.5 ist dies in dem folgenden Hilfssatz enthalten. 

3.6 Hilfssatz. Ist P ein projektiver und X ein azyklischer Komplex, H (X)=0, 
dann ist jede Kettenabbildung f : P + X (von beliebigem Grad) nullhomotop. 

Unter der Voraussetzung A ist das klar: Man konstruiert die Nullhomotopie 
8: P, > X_4,-4; durch Induktion nach n (vgl. [3], V, 1.1; m. a. W. man kann X 
als ,,Auflésung des Moduls 0“ betrachten). Allgemein ergibt sich 3.6 aus den 


beiden folgenden Hilfssatzen 3.7 und 3.9, die unter der Voraussetzung A oder B 
bewiesen werden. 
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3.7 Hilfssatz. Ist {: P + X eine Kettenabbildung und P projektiv, dann gibt 
es ein kommutatives Diagramm 


P 


<7, 





mit den folgenden Eigenschaften 

(i) P’ ist projektiv. 

(ii) ¢ bildet P isomorph auf einen direkten Summanden (als Modul, nicht 
als Komplex) von P’ ab. 

(iti) f ist epimorph und induziert Isomorphismen der Homologie, 
H (f'): H(P’) = H(X). 

3.8 Korollar. Zu jedem Komplex X gibt es einen projektiven Komplex P’ 
und eine Kettenabbildung f' : P’ + X mit H(f'): H(P’)=~ H(X). 

(Man nehme P = 0 in 3.7.) 

3.9 Hilfssatz. Ist P projektiv und H(P) = 0, dann ist P nullhomotop, P = 0. 

Beweis fiir 3.6. Es geniigt den Fall r = 0 zu betrachten (s. 1.7). Wir wenden 
3.7 an. Der Komplex P’ ist projektiv und H(P’)~ H(X) = 0. Nach 3.9 ist 
dann P’ ~ 0, also auch i ~ 0 und damit f = f’é ~ 0, q. e. d. 

Beweis fiir 3.9. Unter der Voraussetzung A kann P als projektive Auf- 
lésung des Moduls 0 betrachtet werden (evtl. nach einer Dimensionsver- 
schiebung). Da je zwei projektive Auflésungen homotopiedquivalent sind 
({3], V. 1), folgt P = 0. 

Legen wir nun die Voraussetzung B zugrunde, etwa I.gl. dim(A) < &. 
Nach [7], Theorem I, 2.4.1 geniigt es zu zeigen, daB die Zyklen von P einen 
direkten Summanden bilden. Wegen der exakten Folge 





0+ Z(P) +> P+ B(P)+0 


geniigt es zu zeigen, daB B(P) projektiv ist ((3], I, 2.4). Dazu betrachten wir 
die wegen H(P) = 0 exakte Folge 


d d 
0 < B,(P)-— Pasi — Paso. ++ PrsrZnen(P) +0. 


Da P projektiv und dim(B,) < & ist, folgt ({(3], VI, 2.1): Z,4,(P) ist pro- 
jektiv. Wegen H(P) = 0 ist aber Z(P) = B(P), q. e. d. 

Beweis zu 3.7. Zunachst gibt es zu jedem X eine exakte Folge Q “+X +0 
von Kettenabbildungen, so daB Q projektiv ist und Q,=0 falls X,=0 


(vgl. [3], XVII, 1.2): Wir nehmen z. B. eine exakte Folge F,, > X,, > 0 mit 
projektivem F,,; F,, sei 0, falls X,,= 0 ist. Ist X,,_,= 0, dann. sei Q* der Kom- 
plex, der Null ist auBer in der Dimension n und der dort mit F,, ibereinstimmt. 
«’ definiert dann eine Kettenabbildung a": Q* + X, die epimorph ist in der 
Dimension n und Null sonst. Ist X,_, + 0, dann sei Q" Null auBer in den 
Dimensionen n und n — 1; die Moduln dieser Dimension seien jeweils F,, und 
der Rand von n nach n—.1 sei die identische Abbildung. Wieder haben wir 
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eine Kettenabbildung a*: Q* + X, die in der Dimension n mit «’ ibereinstimmt 
(also epimorph ist) und die Null ist auBer in den Dimensionen n und n — 1. 
Die direkte Summe 

a=Zan 


Q=- LTE **+x-+0 


liefert dann die gewiinschte Darstellung. 

Durch Iteration dieses Verfahrens erhalt man eine exakte Folge von Ketten- 
abbildungen 
(3.10) 0 XeSt* 94 pa poo pre™ pee®... 


Alle P* sind projektiv und sind null in den Dimensionen, in denen X und P 
null sind. Unter der Voraussetzung A, also etwa X,= 0, P,= 0 fiir v < 0, ist 
dann auch Pi=0 fir »<0 und alle i. Unter der Voraussetzung B, 
gl. dim(A) < k, kénnen wir P‘=0 fir i>k annehmen (man kann P* 
= Kern(a,_,) nehmen; s. [3], VI, 2.1). 

Die Moduln Pi, i => 0, mit den Homomorphismen (—1)‘d?" und «,, i > 0, 
bilden jetzt einen Doppelkomplex; P’ sei der zugehérige einfache Komplex. 
Dann haben wir offenbar das gewiinschte Diagramm 

p—"—+x - 
\ A f'|P°= a, f'|Pi=0 fir j>0, 
Mi i die Inklusion von P in P®c P’ , 





und es bleibt nur zu zeigen, daB f’ Isomorphismen der Homologie induziert. 
Dies folgt nach bekanntem Muster: Wir bezeichnen die Folge 3.10 nun mit 


(3.11) 0 + K-1<* xoe™ xie™... 


und benutzen jetzt die volle Folge zur Bildung eines Doppelkomplexes (analog 
wie oben); ist K der zugehérige einfache Komplex, dann haben wir eine exakte 


Folge 
0+8?X+-K-P’+0 


(S-*X die Aushingung von X). Der verbindende Homomorphismus 
0,: H,(P’) > H,_,(S-'X) = H,(X) stimmt mit H(f’) iberein; H(/’) ist also 
genau dann ein Isomorphismus, wenn H(K) = 0 ist. 
Nun ist K,= 5 Ki_,. Wir zeigen durch absteigende Induktion nach r, - 
- 


daB jeder Zykel in ¥’ Ki_, nullhomolog ist. Diese Gruppe ist null fir 
i 


ear 

r>n+ 1 unter der Voraussetzung A und fir r > k = gl. dim(A) unter der 
Voraussetzung B; wir haben also einen Induktionsanfang. 

Sei nun z= ¥ z,,z:¢ Ki_,, ein Zykel aus ©’ Ki_,. Da z Zykel ist, folgt 

i2r i2r 
@,-,(z,) = 0, also wegen der Exaktheit von 3.11, z,=«a,(c,) mit c,¢ K7+}. 
Dann ist aber z homolog zu z—d¥*(c,)¢ 3’ Ki,_,, also nullhomolog nach 
; i>r 

Induktionsvoraussetzung. Fiir r = —1 ergibt dieser Schlu8 H,(K) = 0, q.e.d. 
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§ 4. Schwache Homotopiedquivalenz 


4.1 Definition. Ein Paar von Kettenabbildungen X~~U-+Y heiBt 
schwache Homotopieiiquivalenz zwischen X und Y, wenn beide Abbildungen 
Isomorphismen der Homologie induzieren, H (/) : H(U)~ H(X), H(g): H(U) = 
=~ H(Y). X und ¥Y heiBen schwach homotopieiquivalent, in Zeichen X ~ Y, 
wenn es solche (/, g) gibt. 

Ist g: X— Y eine Kettenabbildung mit H(g): H(X)~ H(Y), dann ist 
x-+'" x-+¥ eine schwache Homotopiedquivalenz. Man nennt daher (miB- 
brauchlich) auch schon g selbst eine schwache Homotopiedquivalenz. 

4.2. Eine schwache Homotopieiquivalenz X-LU+Y induziert einen 
Isomorphismus der Homologiemodul 

H(g) H(f)-*: H(X)= H(Y). 

4.3. Man kann sich bei der Definition der schwachen Homotopiedquivalenz 
auf projektive U beschriinken. 

Nach 3.8 gibt es nimlich zu jedem U einen projektiven Komplex P und 
eine Abbildung 4: P+ U, die Isomorphismen der Homologie induziert. Ist 
nun X+- U-+Y eine schwache Homotopiedéquivalenz zwischen X und Y, 
dann auch X+" p+ y, 

4.4. ~ ist eine Aquivalenzrelation"). 

Reflexivitét und Symmetrie sind evident. Es seien X -u-+ Y, 











y-“y—*+Zschwache Homotopieaquivalenzen. Fiir die Transitivitat haben wir 
X ~ Z zu zeigen. Nach 4.3 kénnen wir U als projektiv voraussetzen. Nach 3.2 
mit P= U und g=g’ gibt es eine Kettenabbildung g: U > V mit g’f = g; 
insbesondere induziert g Isomorphismen der Homologie. Dann ist aber 


x--_u—"+2Z die gewiinschte schwache Homotopiedquivalenz. 

4.5. Jeder Komplex X ist einem geeigneten projektiven Komplex P schwach 
homotopiedquivalent. 

Dies folgt unmittelbar aus 3.8. 

4.6. Projektive, schwach homotopiediquivalente Komplexe sind homotopie- 
dquivalent. 

Ist X ~ Y, dann gibt es nach 4.3 eine schwache Homotopiedquivalenz 
x-_u—+Ymit projektivem U. Sind X und Y projektiv, dann sind / und g 
Homotopiedquivalenzen nach 3.3, also X = Y, q. e. d. 

Uber einem hereditéren Ring ist die Homotopietheorie der (projektiven) 
Komplexe trivial; dies driickt sich aus in dem folgenden 

4.7 Satz. Ist A ein hereditérer Ring, so sind X und Y genau dann schwach 
homotopiedquivalent, wenn ihre Homologiemoduln isomorph sind. 

Beweis. Es sei go: H(X)=H(Y). Wir haben zu zeigen X ~ Y. Dabei 
kénnen wir uns wegen 4.5 und 4.4 auf-projektive X, Y beschranken. Dann 





1) In einer abelschen Kategorie ohne hinreichend viele projektive Objekte braucht das 
nicht zu gelten; man hat es dann mit nur einer Pri-Aquivalenzrelation zu tun. 
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stimmt die Behauptung aber gerade mit Theorem 3.4 in [4] tiberein (jedenfalls 
wenn A ein Hauptidealring ist; der Beweis fiir hereditare Ringe ist derselbe). 
Der Beweis in [4] zeigt genauer, daB g durch eine schwache Homotopie- 
aquivalenz X ~ Y realisiert werden kann (im Sinne von 4.2). 


Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einer Bemerkung iiber hyper- 
homologische Invarianten. 

4.8 Satz. Es sei T ein additiver kovarianter Funktor von A-Moduln zu 
A’'-Moduln. Ist A ein A-Komplex und P ein zu A schwach homotopiedquivalenter 
projektiver A-Komplex, dann stimmen die Hyperhomologie-Moduln 2, T (A) 
(s. [3], XVII). mit H,, 7 (P) tiberein. 

Beweis. Ist X eine projektive Auflésung von A, dann ist die Erginzung 
(= Augmentation) e: X + A eine schwache Homotopiedquivalenz ([3], XVII), 
also X ~ A. Aus P ~ A ~ X folgt P ~ X,also P ~ X (s. 4.6), also T(P)~T(X) 
und schlieBlich H(7' P)~ H(TX) = LQT(A). 


Zur Bestimmung der Hyperhomologie-Moduln 27'(A) kommt man also 
mit etwas weniger als einer projektiven Auflésung von A aus. Die iibrigen 
hyperhomologischen Invarianten von 7 und A (spektrale Folge usw.) lassen 
sich allerdings nicht aus P gewinnen. 


§ 5. Komplexe vom Typ (A, m) (,,Eilenberg-MacLane-Komplexe*‘) 


5.1 Definition. Ein Komplex X heiBt vom Typ (A, n), wenn H,(X) = 0 
ist fiir i + n und H,,(X) = A?). 

Wir werden sehen, da8 diese Komplexe in der Homotopietheorie der Ketten- 
komplexe dieselbe Rolle spielen wie die Eilenberg-MacLane-Komplexe K (x, n) 
bei topologischen Raéumen. Dies zeigt, daB wirklich die Homologiemoduln der 
Kettenkomplexe den Homotopiegruppen der Raume entsprechen, wie in der 
Kinleitung: behauptet. 

Wir zeigen zunachst, daB der schwache Homotopietyp eines solchen Kom- 
plexes durch A und n bestimmt ist. Bezeichnen wir mit (A, n) den Komplex, 
der Null ist auBer in der Dimension n und der dort mit A iibereinstimmt, 
so gilt 

5.2 Satz. Ist der Komplex X vom Typ (A, n), dann gibt es eine schwache 
Homotopiediquivalenz X ~ (A,n), bei der die n-ten Homologiemoduln identisch 
abgebildet werden. 

5.3 Korollar. Sind X, Y (projektive) Komplexe vom Typ (A, n), dann gibt 
es eine schwache Homotopiediquivalenz X ~ Y (eine Homotopietiquivalenz 
X = Y), bet welcher die n-ten Homologiemoduln H,,(X) = H,(Y) identisch ab- 
gebildet werden. 

Das Korollar folgt aus 5.2 wegen 4.4—4.6. 


*) Genauer: Es ist ein Isomorphismus H,(X) = A ausgezeichnet; wir werden daher 
i. a. zwischen diesen beiden Moduln nicht unterscheiden. 
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Beweis fiir 5.2. Es sei X’ der folgende Unterkomplex von X : 


0 fir j<n 
Xj = \Z,(X) = n-Zyklen von X fir j=n 
X, fir j>n. 


Die Inklusionsabbildung +: X’ > X ist offenbar eine schwache Homotopie- 
aquivalenz. 

Ferner sei p: X’-> (A, n) die Kettenabbildung, die in der Dimension a 
mit der natiirlichen Projektion Z, (X)— H,,(X) = A tibereinstimmt. Dann ist 
X+— X’*+(A, n) die gesuchte schwache Homotopiedquivalenz. 

5.4 Korollar. Ist P ein projektiver Komplex und X vom Typ (A, n), dann ist 


H,,_,(Hom(P, X))= H"(P, A) 
(= r-te Cohomologiegruppe von P mit Koeffizienten in A). Insbesondere gilt 
(5.5) [P, X]= H"(P, A). 


Beweis. Nach 3.1 ist H,,(Hom(P, X))~ H,-,(Hom(P, (A, n))}. Diese 
Gruppe stimmt aber nach Definition der Cohomologiegruppen mit H*’(P, A) 
iiberein. 

Ist X projektiv vom Typ (A, ”), dann gibt es eine schwache Homotopie- 
aquivalenz g:X—(A,n). g,:X,~>A ist ein Cozykel, dessen Klasse 
ty € H"(X, A) die fundamentale Cohomologieklasse von X heiBt. Der Beweis 
zu 5.4 zeigt 

5.6 Korollar. Ist X ein projektiver Komplex vom Typ (A,n) und 
ty € H"(X, A) seine fundamentale Klasse, dann ist der Isomorphismus (P, X|= 
~ H"(P, A) aus 5.5 gegeben durch [f]— f*(ty), wo f: P+ X eine Ketten- 
abbildung bezeichnet. 

Projektive Komplexe vom Typ (A, 0) sind eben im wesentlichen (bis auf 
Homotopiedquivalenz) projektive Auflésungen von A, und 5.6 ist dann nichts 
anderes als [3], V, 1.2. Aus dieser Bemerkung ergibt sich 

5.7 Satz. Ist X projektiv vom Typ (A, m) und ist Y beliebig vom Typ (B, n), 
dann ist 

[X, ¥]) = H*(X, B) = Ext"-™(A, B), 


denn die Cohomologie einer projektiven Auflésung stimmt ja nach Definition 
((3]) mit Ext iiberein. 

Projektive Komplexe vom Typ (A, m) bezeichnen wir im folgenden mit 
K (A, m). 

§ 6. Cohomologieoperationen 

Die Eilenberg-MacLanesche Theorie der Cohomologieoperationen tibertragt 
sich nun ganz automatisch auf Komplexe. 

6.1 Definition. Eine Cohomologieoperation T vom Typ (A, m, B,n) ist 
eine natiirliche Transformation 7'y:H™(X, A) H*"(X, B), die definiert ist 
fiir alle projektiven Komplexe X. 
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T ist also mit Kettenabbildungen vertauschbar. Es wird nicht verlangt, 
da8 7'y ein Homomorphismus ist, aber es wird sich gleich herausstellen, daB 
das doch der Fall ist. 

Die Cohomologieoperationen beziiglich (A, m, B,n) bilden eine abelsche 
Gruppe ©(A,m, B,n) beziiglich der iiblichen Addition (= Addition der 
Funktionswerte). 

6.2 Satz. Ist K ein projektiver Komplex vom Typ (A, m) und tg¢ H™(K, A) 
seine fundamentale Klasse (s. § 5), dann stiftet die Zuordnung T + T x(t) einen 
Isomorphismus 

O(A, m, B, n) ~ Ext"-™(A, B). 
Der Beweis verlauft wegen 5.6 und 5.7 ganz genau wie in der Topologie ([{11], 28; 
[5], 1; [13], S. 44). Die Beschrankung auf projektive X bei der Definition der 
Cohomologieoperationen ist wesentlich. Die einzigen fiir alle Komplexe 
definierten Cohomologieoperationen ¢ sind die durch Koeffizientenhomo- 
morphismen induzierten (fiir diese Operationen ¢ spielt nicht mehr K (A, m), 
sondern (A, m) die Rolle des universellen Komplexes). 

6.3 Beispiele. (i) Fir n = m ist Ext",-"(A, B) = Hom,(A, B), d.h. die 
einzigen Cohomologieoperationen, die die Dimension erhalten, sind die durch 
Koeffizientenhomomorphismen induzierten. 

(ii) Fir n = m + 1 ist Ext%-™(A, B) = Ext!,(A, B) die Baersche Gruppe 
der kurzen exakten Folgen der Form (s. [3], XIV, 1) 

(6.4) 0-B-E+-A-0. 


Die zugehérige Cohomologieoperation ist der mit 6.4 verkniipfte Bockstein- 
homomorphismus §: H™(X, A) > H™+1(X, B). Die einzigen Cohomologie- 
operationen, die die Dimension um eins erhéhen, sind also die Bockstein- 
homomorphismen. 

Ist A ein hereditérer Ring, also Ext‘, = 0 fiir i > 1, dann sind damit alle 
nicht-trivialen Fille erschépft. Bei beliebigem A laBt sich zeigen, daB man alle 
Cohomologieoperationen mit n> m aus Bocksteinhomorphismen zusammen- 
setzen kann. 

Die Tatsache, daB ©(A, m, B, n) bei festem A, B nur von n — m abhangt, 
driickt aus, daB es in dieser Theorie nur ,,stabile Cohomologieoperationen“ 
gibt. Daran liegt es auch, daB der folgende Satz gilt 

6.5 Satz. Hs sei Uy:H™(X, A)xH™ (X, A’) > H"(X, B) eine Cohomologie- 
operation in zwei Variablen (analoge Definition wie bei einer Variablen). Dann ist 

Ux(x, x’) = Uy(z, 0) + Uz(0, 2’), 2¢ H™(X, A), x’ ¢ H™(X, A’), 
d. h. jede Cohomologieoperation in zwei Variablen ist Summe von Cohomologie- 
operationen in einer Variablen. 

6.6 Korollar. Jede Cohomologieoperation T ist additiv, d. h. 


Ty(z+ 2’) = Ty(z) + T(z’), 2, 2'¢ H™(X, A). 
Zunachst ist nimlich 7 y (0) = 0, weil die Cohomologie des Nullkomplexes 
null ist. Setzen wir nun Uy(z, x’) = Ty(x + 2’) — Ty(x) — T(z’), 80 folgt 
0 x(x, 0) = 0, Uy(0, 2’) = 0, also Uy= 0 nach 6.5, q.e. d. 
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Beweis fiir 6.5. Der Satz folgt daraus, daB man als universellen Komplex 
fiir Cohomologieoperationen in zwei Variablen die direkte Summe von Kom- 
plexen vom Typ (A, ) verwenden kann. Etwas genauer seien K = K(A, m), 
K'= K(A’, m’) und {:X + K, f':X — K’ Kettenabbildungen mit /* (c,) = z, 
{* (tx) = x’ (s. 5.6). Wir fassen K und K’ als Unterkomplexe der direkten 
Summe XK + K’ auf und kénnen f, f’ dann als Abbildungen in K + K’ be- 
trachten. Dann ist f* (t,x) = x, {* (¢g-) = 0, f’* (¢g) = 0, f’* (tg) = 2’, also 


U x(x, 0) = Ux(f* (tx), f* (tx) = Us x (tx, tx’) 
Ux (0, 2’) = Ux(f’* (tx), f'* (tx) = f * Us x (tx, tx’) - 
Damit folgt 


U x(x, 2’) = Ux((f + f)* (ex), (fF + £)* te) 
= (f+ PO xs wen, te) = f* 0 gs we (tx, tx) + 
+ f'* U gs x (tg, tx’) = U(x, 0) + Uz(0, 2’), g. e. d. 
6.7 Bemerkung. Die Charakterisierung 6.2 der Gruppen Ext kann dazu 
dienen, in besonders einfacher Weise Produkte 
Ext’,(A, B) x Ext*,(B, C) > Ext’,;+*(A, C) 


zu definieren (Yoneda-Produkte s. [15]), namlich durch Hintereinander- 
ausfiihren der Cohomologieoperationen. 


§ 7. Komplexe mit zwei Homologiemoduln, k-Invariante und Postnikoy-System 


7.1 Definition. Ein Komplex heiBt vom Typ (A, m, B, n), wenn H,(X) = 0 
ist fir i + m,n, H,,(X) = A, H,(X) = B), m <n. 

Wie in der Topologie ist der schwache Homotopietyp eines solchen Kom- 
plexes i. a. nicht durch (A, m, B, n) bestimmt; als weitere Invariante tritt ein 
Element k(X) € Ext”,-™+1(A, B) hinzu, zu dessen Definition wir nun kommen. 

Es sei zunachst X ein beliebiger Komplex und X* der folgende Faktor- 
komplex 


Xx; ti<r 
(7.2) Xi = )Xe4i/Ze43(X) t= r+] 
0 t>r+1; 


p" : X - X* bezeichne die natiirliche Projektion. Offenbar gilt H (p"): H,(X) = 
~ H,(X*) fairi s r, H,(X*) = 0 firi >r. 

Ist X projektiv, dann sind auch die Moduln X¢ fiir i+ r+ 1 projektiv. 
Gilt auBerdem H,(X) = H,(X*) = 0 fiir i < r, dann folgt wie beim Beweis 
zu 3.9, daB auch X},, projektiv ist, also X" ~ 0 (s. 3.9), also X ~ Kern(p’), 
insbesondere H*+1(X,C) = H*+1(Kern(p"), C). Die letztere Gruppe stimmt 
aber mit Hom(H,,,(X), C) tiberein, wie sich aus (Kern(p’)),= 0 fir is r 
ergibt, also 
(7.3) H'+1(X, C) = Hom(H,, ,(X), C). 


8) Wie in 5.1 soll das heiBen, daB Isomorphismen H,,(X) = A, H,(X) = B aus- 
gezeichnet sind. 











294 ALBRECHT Doxp: 


Es sei nun X ein projektiver Komplex vom Typ (A, m, B,n). Nach 7.3 
und 5.6 gibt es eine bis auf Homotopie eindeutig bestimmte Kettenabbildung 
a™ : X -» K(A, m), die den m-ten Homologiemodul identisch abbildet. Betrachten 
wir die Abbildungsfolge 2 2™ (s. 2.8) 


+> S\0n > X > K(A, m) ~ "> On “> 8X "+ SK(A, m) 
= K(A,m+1)+-:- 


(7.4) 


Aus der zugehérigen exakten Homologiefolge (s. 2.14) folgt H,(C2) = 0 fiir 
i+n-+ 1 und H,,,(Qz): H,4,(Cx) = H,4,(SX) = B. Der projektive Kom- 
plex C x ist also vom Typ (B, n + 1); sei tg, ¢ H*+1(C2z, B) seine fundamentale 
Klasse (s. 5.6). 

7.5 Definition. Unter der k-Invarianten von X verstehen wir das Element 


k(X) = (Px)* (ic) € H"*+1(K(A, m)) = Ext"-"+1(A, B). 


Ist X nicht projektiv, dann definiert man k(X) als k-Invariante eines zu X 
schwach homotopiedquivalenten projektiven Komplexes. 

7.6 Satz. Sind X, X’ Komplexe vom Typ (A, im, B,n), dann gibt es genau 
dann eine schwache Homotopiediquivalenz X ~ X', die die Homologiegruppen 
identisch abbildet, wenn k(X) = k(X’) ist. 

Jedes Element aus Ext"-™*1(A, B) ist k-Invariante eines geeigneten Kom- 
plexes vom Typ (A, m, B, n). 

Beweis. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kénnen wir uns auf 
projektive Komplexe beschranken. 

Ist g: X + X’ eine Homotopiedquivalenz (s. 4.6), die die Homologie- 
moduln identisch abbildet, dann ist das Diagramm 


X — K(A, m) 


o| ha 
+ + 





X’ jar K(A, m) 


kommutativ bis auf Homotopie, d.h. (g, id) ist eine Homotopiedquivalenz 
zwischen xz und z’ (s. 2.6). Nach 2.10 laBt sie sich zu einer Homotopieadquivalenz 
zwischen Ax und Az’ erginzen, die dann offenbar alle Homologiemoduln 
identisch abbildet; insbesondere ist k(X) = k(X’). 

Ist umgekehrt k(X) = k(X’), dann: sind die beiden Abbildungen 


Pa: K(A,m)~> Ca= K(B,n+ 1) und Pa’: K(A,m) > K(B,n + 1) 


homotop (s. 5.6), d. h. (id, id) ist eine Homotopiedquivalenz zwischen diesen 
beiden Abbildungen (s. 2.6), die sich nach 2.13 zu einer Homotopiedquivalenz 
zwischen %2 und %z’ ergainzen l4Bt. Insbesondere ergibt sich dabei eine 
Homotopiedquivalenz X + X’, die die Homologiemoduln identisch abbildet. 
‘+ Es sei schlieBlich a¢ Ext"-™*1(A, B) beliebig und f:K(A,m) + K(B,n+ 1) 
die bis auf Homotopie bestimmte Kettenabbildung mit f* (tg: »4+1)) = 4. 


ry 








ry 
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Die exakte Homologiefolge der Abbildungsfolge (s. 2. . 


(7.7) -» S-10¢ ~—Y K(A, m) > K(B, n + 1) 707 © 


zeigt, daB X = S-1Cf vom Typ (A, m, B, n) ist. Da 7.7 bis auf ein Vorzeichen 
auch Abbildungsfolge von 2 = S-'Qf ist (s. 2.11), folgt k(X) = —a, q.e.d. 

7.8 Bemerkung. Analog zu [5], 14 ergibt sich nun auch die Homotopie- 
klassifikation von Abbildungen eines projektiven Komplexes P in einen 
beliebigen Komplex vom Typ (A, m, B, n). Wir gehen jedoch nicht darauf ein. 

7.9 Bemerkung. Die Charakterisierung 7.6 von Ext hangt eng mit der von 
YonEpDA-Bucussavum ([{15]) zusammen (wie diese benutzt sie in der Formu- 
lierung keine injektiven oder projektiven Objekte). Um dies deutlicher heraus- 
zustellen, betrachten wir das Diagramm 


xX 
(7.10) “7 
0 +> X’ tony —P.. xym-1 9, n>™m. 


Dabei ist X vom Typ (A, m, B, n), X"~-1 ist wie in 7.2 definiert, *X, entsteht 
aus X durch Nullsetzen von X,,i > n, und B,(X); p", *p™ sind die natiirlichen 
Projektionen und X’ ist der Kern von *p™. Dann ist H ("p): H(X)=~ H(*X), 
weil H,(X) =.0 fir i > n, und es ist H(X™~-") = 0, weil H,(X) = 0 fiir i < m. 
Daher folgt H(j): H(X’) > H(*X), d.h. (j,*%p) ist eine schwache Homotopie- 
aquivalenz zwischen X und X’. Beachten wir nun da8 X;= 0 ist firi<m 
oder ¢ > n, dann kénnen wir die es 

(7.11) 0<A=H,(X')<Xi,~ Xn o> * weg (X’) = B<0 
bilden, und diese Folge ist exakt, weil X’ vom Typ (A, m, B,n) ist. Die 
Definition von YonEpa-BucuspauM fuBt aber gerade auf solchen Folgen, 
mit anderen Worten: In 7.6 (und der Definition der schwachen Homotopie- 
aiquivalenz) werden beliebige Komplexe vom Typ (A,.m, B, n) zugelassen, bei 
YonEDA-BucusBavoM nur solche, die null sind unterhalb der Dimension m und 
oberhalb der Dimension n. Man kann leicht direkt einsehen (iiber die Konstruk- 
tion 7.10-—7.11), daB die beiden Methoden zum gleichen Ergebnis fiihren. 

7.12 Bemerkung. Wie in der Topologie ist 7.6 nur ein Spezialfall eines 
allgemeineren Satzes tiber die Klassifikation von ,,Faserbiindeln“; wir be- 
schranken uns auf eii.ge Andeutungen zu diesem Punkt. 

C und F seien fest gewahlte Komplexe. Ein Komplex X heiBt vom Typ 
(C, F), wenn es eine exakte Folge 0 > F’ + X’ + 0’ + 0 gibt, so daB F’ ~ F, 
C’ ~ CO, X’ ~ X& (fir C = (A, m), F = (B, n) ergibt das die Definition 7.1). Die 
Klassen schwach homotopiedquivalenter*) Komplexe vom Typ (C, F) ent- 
sprechen dann umkehrbar eindeutig den Elementen der Gruppe [C, SF’, falls 
C projektiv ist. 

Dies gestattet es, Postnikov-Systeme von Komplexen mit analogen Eigen- 
schaften wie in der Topologie zu definieren. Wir erwahnen in diesem Zu- 

*) mit einer Nebenbedingung analog zu der in 7.6, daB die Homologte identisch 
abgebildet wird. 


Math. Ann. 140 21 
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sammenhang nur das natiirliche Postnikov-System (s. 7.13) eines Komplexes, 
sowie den Fall des trivialen Postnikov-Systems (s. 7.15). 

7.13 Definition. (vgl. [9], 2.8). Es sei X ein Komplex, X™ der in 7.2 
definierte Faktorkomplex und p™: X" + X™~-! die natiirliche Projektion. Der 
Kern K™ von p™ ist vom Typ (H,,(X), m). Das System von kurzen exakten 
Folgen 
(7.14) 0+ K+ X"—> X"-!>0 
heiBt das natiirliche Postnikovsystem von X. 

Der schwache Homotopietyp von X™ ist bestimmt durch den von X™"~! 
und durch eine Cohomologieklasse k™+!¢ H™+1(X’™-!, H,,(X)), die (m—1)-te 
k-Invariante des Systems; dabei ist X’"~-! ein zu X™~-' schwach homotopie- 
aquivalenter projektiver Komplex. 

7.15 Definition. Wir sagen, der schwache Homotopietyp des Komplexes X 
zerfalle, wenn X schwach homotopiedquivalent ist zur direkten Summe 
> K(H,,(X), m) (das ist genau dann der Fall, wenn alle k-Invarianten des 


Postnikovsystems von X null sind). 

Aus 3.2 und 5.5 folgt 

7.16 Satz. Ist P ein projektiver Komplex und X ein Komplex mit zer- 
fallendem schwachem Homotopietyp, dann gibt es einen Isomorphismus 


[P, X)~ [7 H™(P, H,,(X)). 


Es ist jedoch zu beachten, daB dieser Isomorphismus im Gegensatz zu 5.5 
nicht kanohisch ist; er hangt von der Auswahl der schwachen Homotopie- 
aquivalenz X ~ ¥ K(H,,(X), m) ab. 

Aus 4.7 folgt 

7.17 Satz. Uber einem hereditéren Ring A zerfillt der schwache Homotopiet yp 
jedes Komplexes X. 

Als weitere Anwendung der Definition 7.15 wird sich im folgenden Para- 
graphen ein Zusammenhang mit den Kiinnethformeln ergeben. 


§ 8. Kiinneth-Relationen 

In diesem Paragraphen treten Rechts- und Linksmoduln gleichzeitig auf. 
Entsprechend ist die Voraussetzung B aus § 3 wie folgt zu modifizieren 

(B’) Der Ring A hat endliche Rechts- und Linksdimension, 

L.gl.dim(A)<oo, r.gl.dim(A)<o. 

Unter dieser Voraussetzung oder unter der Voraussetzung A aus §3 
existieren fiir die Homologie des Tensorprodukts X @, Y zweier Komplexe 
(von Links- bzw. Rechtsmoduln) zwei (funktorielle) Kiinneth-Spektralfolgen 


(8.1) H,(Tord(X, Y)) >> 2.(X @4 Y) 


(8.2) “ Tor (H,(X), H,(Y)) > 2,(X @4 Y) 

itj=p 
(s. 3a und 4a in [3], XVII, 3). Wir zeigen nun, daB die Folge 8.2 trivial wird 
und die zugehérige Filterung von 2,(X @, Y) zerfallt (= splits), wenn X, Y 
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Komplexe mit zerfallendem schwachen Homotopietyp sind. Daraus ergeben 
sich dann die folgenden Kiinnethformeln. 

8.3 Satz. Hs seien X, Y Komplexe mit zerfallendem schwachem Homotopie- 
typ, und es gelte H (Tor{(X, Y) = 0 fiir i> 0. Dann gibt es eine Filterung F von 
A, (X @a Y), 80 daf 


n F,H,=0, U F,H,= H, 
und 


(8.4) F,H,(X@,Y)/F,-,H,(X®, Y) = im Torf (H,(X), H,(Y)). 


Uberdies zerfallt die Filterung F, also 
H,(X @aY)= J F,H,(X @,¥)/F,-,H,(X ®, Y) 
k 
= JD  Torf (A,(X), H;(Y)). 


it+j+k=n 


(8.5) 


Dabei ist allerdings zu beachten, daB der Isomorphismus 8.5 im Gegensatz 
zu 8.4 und der Filterung F nicht natiirlich (= mit Kettenabbildungen ver- 
tauschbar) ist. - 

Die Beschrankung auf den Funktor @, ist unwesentlich und geschieht nur 
aus Bequemlichkeitsgriinden ; es diirfte ziemlich klar sein und aus dem Beweis 
hervorgehen, wie die Verallgemeinerung auf beliebige Funktoren aussieht. 

Beweis. Die Voraussetzung HTor{{(X, Y) = 0 fir i > 0 bewirkt, daB die 
erste Kinneth-Spektralfolge 8.1 entartet und zum Isomorphismus 2, (X @, Y) 
= H,(X @, Y) wird. Der Satz ist also bewiesen, wenn wir wie angekiindigt 
zeigen, da8 8.2 trivial wird und die zugehérige Filterung F von 2,(X @, Y) 
zerfallt, falls X und Y zerfallenden schwachen Homotopietyp haben. 

Dazu betrachten wir Kettenabbildungen {/: P+ X, g:Q— Y mit pro- 
jektiven Komplexen P,Q und A(f):H(P)~H(X), H(g): H(Q)~ AY) 
(s. 3.8). Sie induzieren eine Abbildung der Spektralfolge 8.2 fiir (P, Q) in die fir 
(X, Y), und weil die Terme EZ, dabei,isomorph abgebildet werden, gilt dasselbe 
fiir die ganze spektrale Folge, einschlieBlich der gefilterten Gruppe 2, (X @, Y). 
Wir brauchen die Behauptung also nur fir P, Q:zu beweisen, mit anderen 
Worten, wir kénnen X, Y als projektiv voraussetzen. Dann ist aber X bis auf 
Homotopieadquivalenz eine direkte Summe von Komplexen K(A, m) (s. 4.6), 
ebenso Y. Weil 8.2 mit direkten Summen vertauschbar ist*), brauchen wir 
also nur den Fall X = K(A,l), Y = K(B,m) zu betrachten. Dann kommt 
aber in 8.2 nur der Komplementargrad p = 1 + m vor; diese Folge entartet 
also, und der Satz ist bewiesen. 

Wir schlieBen mit einer leichten Verscharfung von [3], XVII, 5.2a. 


8.6 Satz. Ist A ein hereditirer Ring” und sind X, Y Komplexe mit 
H,(Torf(X, Y))=0 fir k=n—1,n, dann haben wir eine (funktorielle) 


5) Wegen der Voraussetzung A oder B’ kann man sogar annehmen, daB jedes X,, 
und Y,, eine endliche direkte Summe ist. Dieser SchluB ist also nicht auf den Funktor @ 
beschrankt. 


21* 
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exakte Folge 
O> SY H,(X) @,H,(Y)> H,(X @, Y) 
(8.7) site 
> J Torf(A,(X), H,(¥))>0, 
p+q=n-1 


und diese Folge zerfallt. 

Beweis. Setzen wir H,(Tor{(X, Y)) = 0 fiir alle k voraus, dann wird: 8.6 
ein Korollar zu 8.3, weil tiber einem hereditiéren Ring alle Komplexe zer- 
fallenden schwachen Homotopietyp haben und weil dann Tor/ = 0 ist fir 
i > 1. Auf alle Fille folgt aber wie oben, daB die Spektralfolge 8.2 trivial wird 
und die zugehdérige Filterung in 2,,(X @, Y) zerfallt. Letzteres zeigt, daB die 
erste Zeile im Diagramm (2) aus [3], XVII, 5 eine zerfallende exakte Folge ist 
(man hat RN durch @ zu ersetzen und die Pfeile umzukehren). Sie stimmt aber 
mit 8.7 iiberein (so verliuft gerade der Beweis in [3]). 
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Uber eine Klasse von Folgen natiirlicher Zahlen 
Von 


PrTer FLor in Heidelberg 


Eine Folge natiirlicher Zahlen {a,}, n= 1,2,... soll Pisotfolge erster 
bzw. zweiter Art genannt werden, wenn a,< a, und die weiteren Glieder ein- 
deutig durch 








3 l 

(1) ~FSG.- Ze <5 
bzw. 

’ 1 2 1 

(1’) —F<S1-—Z SF 


bestimmt sind. 

Diese Folgen wurden erstmalig von Pisor ((2], [3]) eingefiihrt und unter- 
sucht. Dabei zeigte sich, daB viele dieser Folgen rekurrent sind. Prsot konnte 
dies fiir alle Folgen mit a,= 2 und a,= 3 nachweisen. Seine Untersuchungen 
beschrinken sich zwar auf Folgen zweiter Art, doch gelingt der Nachweis fiir 
Folgen erster Art auf ahnliche Weise. Die Frage, ob alle Pisotfolgen rekurrent 
sind, ist meines Wissens bisher ungelést. Hier soll von rekurrenten Folgen 
ausgegangen werden. Wir wollen untersuchen, unter welchen Bedingungen sie 
Pisotfolgen sein kénnen. 

Wenn die Folge {a,,} der Relation 


k 
(2) On+h= p HiGnip-g, +O 
i=1 


fiir alle hinreichend groBen Werte von n geniigt, dann bezeichnen wir das 
Polynom 
(3) P(x) = ~F a2 t= IT (2— py, Bs B, fir j + 1 

i=1 j=1 
als erzeugendes Polynom der Folge {a,,}. Die Menge aller Polynome, die sich von 
erzeugenden Polynomen einer gegebenen Folge héchstens um konstante 
Faktoren unterscheiden, bildet ein Ideal. Daher ist zu jeder rekurrenten Zahl- 
folge das erzeugende Polynom niedrigsten Grades eindeutig bestimmt und 
werde als Minimalpolynom der Folge bezeichnet. Besteht die Folge {a,} aus 
ganzrationalen Zahlen, dann sind nach einem bekannten Satz von Farou die 
Koeffizienten des Minimalpolynoms der Folge ganzrational, seine Nullstellen 
also ganzalgebraisch. (Fiir den Beweis siehe etwa [4], VIII. Abschnitt, Auf- 
gabe 156.) Falls (3) das Minimalpolynom der Folge {a,,} ist, gilt fiir alle n mit 
héchstens endlich vielen aarti eine Darstellung 


(4) a,= a 'S ayn Bj, Ax, - as#O0 (F=1,2,...,m). 


j=1 i=0 
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Pisor [1] zeigte, daB die Elemente jeder Pisotfolge monoton nach Unendlich 
streben und daB £ = lim “*** existiert. Offenbar ist # = 1. Falls die Folge 


n—>0o Ly 


rekurrent ist, muB # auch unter den Nullstellen ihres Minimalpolynoms vor- 
kommen. Wir werden daher die Symbole £ und £, gleichbedeutend verwenden. 

Satz 1: Wenn {a,} Pisotfolge ist und B = 1, dann ist {a,} rekurrent mit dem 
Minimalpolynom P(x) = (x—1)*. {a,} ist also eine arithmetische Folge, ‘und 
zwar vom ersten Element an. Dies tritt bei einer Pisotfolge erster Art genau dann 
ein, wenn 


a 
(5) a<a+V%, 
bet einer Pisotfolge zweiter Art genau dann, wenn 
(5’) a, < a,+ V+ 


Beweis: Die Uberlegungen fiir die beiden Arten von Pisotfolgen verlaufen 
genau analog, und wir beschrinken uns auf die Betrachtung von Pisotfolgen 
zweiter Art. Fiir diese bewies Pisot [2], daB aus (5’) die Rekurrenz mit 
P(x) = (x— 1)? folgt. Es geniigt also nachzuweisen, daB f > 1, falls 


(6) a2a+/%. 
Wenn wir die Bezeichnung einfiihren 


in 2 
(7) Gos OF tH, h, ganz, —~F<%&<F, 
dann kénnen wir an Stelle von (6) auch schreiben: 
h21. 
Pisot bewies ([2], p. 240): 
Aus h, = 1 folgt h,., > hy. 
Wir wissen daher, da8 unter der Voraussetzung (6) fiir alle n gilt: 
h,21. 
Aus (1/) und (7) folgt ferner: 
(8) Tig = Gn + g— 20y4,4+ ay. 
Setzen wir (6) voraus und nehmen zunachst an, es sei h,, = 1 fiir alle n. Dann ist 
wegen (8) 


n*— 3n 





a, = ——y — + (@,—4,)n —a,+ 2a,+ 1, 
2 
Oy + 1% —1— 2 = — 5 + O(n’), 
a? 
@44— 2 =—1 + ofl) 


a, —1 

im Widerspruch zu (1’). Also muB einmal h, = 2 eintreten. Wegen der Mono- 
tonie der h,, kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daB 
h, = 2 fir alle n gilt. Daraus folgt wegen (8) 


a, = a, + (a4,—4,) (n— 1) + n®—3n + 2 > a, + (n—1)?. 
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Es ist also 
= Coen ond (“2 =~ ) 
B = a, “s +2, On @e-a ¢ 
S lps lita 1 F_1 
a, 2 ~, a, =a ¢ $$ ww, at 


Fir die zuletzt auftretende Summe ist aus der Partialbruchentwicklung des 
hyperbolischen Kotangens eine explizite Formel bekannt, welche die Ab- 


schatzung liefert: 
a, 1 





(9) B> an r We —— Cotx Va, . 
Nun gilt bekanntlich e* = 1 + 2 fiir alle reellen x. Daraus folgt 
e+] 2+ 22 1 
Cotz= 2-7 S oz =-l+—. 





Dies in (9) eingesetzt ergibt 
a, 1 a 1 a, >* _y/ 3 
—- Gees a. EES ee ee — = 
p> a, t 4a, 4 Va, 4a, a, — We 2a, ™ 1, 


da ja vorausgesetzt war, daB h, = 2, also a, > a,+ ) = . Damit ist Satz 1- 


bewiesen. 
Satz 2: Ist {a,} Pisotfolge und rekurrent und ist B > 1, dann sind alle Null- 
stellen des Minimalpolynoms einfach, und es gilt 


\B,| S$ 1 G+1). 
Wir beweisen zunachst zwei Hilfssatze. 
Hilfssatz 1: Sei 





k ' 
(10) f(x) =) (c, cosy,x +d,sing,;z), O05 O< 4,52 


Dann gilt 


c= lim 22) ¥ f(r) cosr g, 
d,= lim seo ¥ fr) sinr g; , 
n-—>oo r=1 
wobei 5(p) = 1 fiir p = 0(modz), 5(y) = 2 sonst. 

Schreibt man (10) und (11) exponentiell und setzt die rechte Seite von (10) 
in (11) ein, so ergibt sich der Beweis des Hilfssatzes durch unm'ttelbare 
Rechnung, wenn man beriicksichtigt, daB g, + g;+#0 (mod2z) fir i+). 

Hilfssatz 2: Sei 


I 
(12) g(2) = & fila) 2", 


wo die f,(x) von der Gestalt (10) sind. Gilt dann lim g(n) = 0, wo n die natiirlichen 


n-- 2 


Zahlen durchliiuft, so verschwindet g(x) identisch. 








302 Perer For: 


Da die f;(z) von der Gestalt (10) sind, sind sie beschrinkt. Wiirde /,(n) 
nicht gegen Null streben, so gabe es eine Folge natiirlicher Zahlen n,; mit 
lim f,(n;) = a + 0. Nun ist aber wegen der Beschranktheit der /,(z) 


jwo 
g(x) — f,(x) > 2'= o(2"') . 
Also g(n;) = an} + o(n}) im Widerspruch zu lim g(n) = 0. Daher muB /,(n) 


n->oco 

gegen Null streben, also auch /,(n) cos(nq) und /,(n) sin(ng) fiir jedes ¢. 
Da das arithmetische Mittel der ersten n Glieder einer Nullfolge mit wachsen- 
dem n selbst gegen Null strebt, folgt somit aus Hilfssatz 1, daB alle Koeffi- 
zienten in der Darstellung (10) von /,(z) verschwinden. Daher verschwindet 
f,(x) identisch, also auch g(x), wie behauptet. 

Nun kénnen wir Satz 2 beweisen. Heben wir in (4) das Glied hervor, 
welches die 8; mit maximalem Betrag enthalt, so ergibt sich 


(13) a,,= g(n) Bo + o( Bo) , 


wo g(n) von der Gestalt (12) ist und £8,= max|£,}. 
Die Forderung, daB {a,,} Pisotfolge sei, werden wir nur in der folgenden 
abgeschwachten Form benutzen: 


(14) On +1%-1— 4% = O(a, -;) - 
Setzt man (13) darin ein, so ergibt sich 
(15) g(n + 1) g(n— 1) — [g(n) ? = O( 85") = o(1) . 


Mit g(n) ist auch die linke Seite von (15) ein Ausdruck von der Gestalt (12). 
Nach Hilfssatz 2 muB daher fiir alle n gelten: 


g(n + 1) g(n— 1) = [g(n)F. 
Daraus folgt 
g(n) = Acn. 

Da g(n) von der Gestalt (12) ist und daher nicht exponentiell anwachsen kann, 
ist |c| < 1 und wegen Hilfssatz 2 sogar |c| = 1. 
Nimmt man in (13) auf beiden Seiten die Imaginarteile, so haben wir 

3 (c") = o(1). F(c") ist aber bei |c| = 1 eine Funktion von n der Gestalt (10). 
Es muB also 3(c) = 0, also c = 1 oder c = —1 sein. Der zweite Fall ist aus- 
geschlossen, da sonst wegen (13) die a, fiir hinreichend groBes n alternierende 
Vorzeichen hatten, wihrend wir doch wissen, daB sie alle positiv sind. g(n) ist 
also konstant, mit anderen Worten: die Nullstelle maximalen Betrages von 
P (zx) ist eindeutig bestimmt, einfach und positiv. An Stelle von (13) kann man 
nun etwas ausfiihrlicher schreiben: 


(16) a, = AB" + g,(n) "+ o(y") , 

wo g,(x) wieder von der Gestalt (12) ist. Dabei ist y = max|f,| < f. Setzt 
j+1 , 

man die rechte Seite von (16) in (14) ein, so erhalt man: 


(17) ABr-* y"-*[2 B yg, (n) — y2g,(n + 1) — BP g,(n — 1)] = 0(8" y*) + O(B). 
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Wire y > 1, so miBte nach Hilfssatz 2 fir alle n gelten: 


(18) Ygi(m + 1)—2B yg,(m) + f*g,(n—1) = 0. 
Die allgemeine Lésung dieser linearen Differenzengleichung lautet : 


a(n) = (n+ Ayn) (£) 


Doch g,(n) ist von der Gestalt (12) und kann daher nicht exponentiell an- 
wachsen. Die Annahme y > | fiihrt also auf einen Widerspruch. 
Ist y = 1, so folgt aus (17) 


(19) 2B ygi(m) — y*gy(m + 1) — B¥g,(n — 1) = O(1). 
Schreibt man g, (xz) als Polynom in der Form (12), so kann der Koeffizient der 
héchsten auftretenden Potenz von z die Differenzengleichung (18) nicht be- 
friedigen, da er beschrankt ist. Daher tritt dieselbe Potenz von z auch in der 
linken Seite von (19) mit nicht identisch verschwindendem Koeffizienten auf. 
Wegen (19) und (11) muB diese Potenz die nullte sein. Dies bedeutet, daB auch 
alle Nullstellen von P(x), die auf dem Einheitskreise liegen, einfach sind. Die 
noch verbleibenden Nullstellen im Inneren des Einheitskreises miissen zu f, 
konjugiert sein, da sonst ihre Norm kleiner als 1 wire. Sie sind daher ebenfalls 
einfach. 

Damit ist Satz 2 vollstandig bewiesen. 

Dieser Satz gestattet uns, an Stelle von (4) einfacher zu schreiben: 


k 
(20) a,= SA ph, As+0,j=—1,...,k. 
j=1 


Daraus folgt 
On+1%-1—-G2= 2 AA (B— B)*(6: 8)", 


1si<jsk 


(21) ay 2 Qn-1 
An +4 — = xe Me B;)* Bf -*+ o(1), 
"rd 





G+ 


da fiir 1 < i<j: (B,;B,;)"-*= O(1) = 0(f*-*). 

Satz 2 gibt eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer rekurrenten 
Pisotfolge zu einem vorgegebenem Polynom als Minimalpolynom. Nun sollen 
einige hinreichende Bedingungen formuliert werden. 

Satz 3: Hin normiertes Polynom P(x) mit ganzrationalen Koeffizienten ist 
sicher dann erzeugendes Polynom einer Pisotfolge, wenn entweder 

a) P(x) irreduzibel ist und B, > 1, |B;| < 1,7+1 
oder 

b) P(x) = (x— &) Q(x), wo e=1 oder e=—1, Q(x) die Bedingung a) 
erfillt und 
(22) (Bi—e)*< 5 IQ). 

Im Falle b) ist (22) nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig fiir die 
Existenz einer Pisotfolge mit P(x) als Minimalpolynom. 

Wir beginnen gleich mit dem Beweis von b); die Behauptung zu a) wird 

sich nebenbei mit ergeben. 
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In Uberlegungen, die rekurrente Folgen betreffen, erweist sich manchmal 
folgende Bezeichnungsweise als bequem: 


Sei A = {a,} eine (beliebige) Folge, F(x) = z c,z' ein Polynom. Dann 
we wir mit FA oder F{a,} die Folge {6,} hiekdam, in welcher 


b= P C;4,4;- Die Rekurslonsbenishung (2) schreibt sich in dieser Bezeich- 


iniapercinn einfach : PA= 0. 

Sei nun ein Polynom Q(x) gegeben, das der Bedingung a) geniigt, und sei 
fiir dessen gréBte Nullstelle (22) erfiillt. Wir bilden eine Folge B = {b,} mit 
QB=0 und 


(23) b, = e"(mod |Q(e))) - 


Um einzusehen, daB dies méglich ist, wahlen wir zuerst },, b,, . . ., b, so, daB 
sie (23) erfiillen. k ist dabei der Grad von Q(x). Durch die Wahl dieser Zahlen 
ist die ganze Folge B eindeutig bestimmt. Ebenso ist die Folge der Rest- 
klassen von b, mod|Q(e)| durch die Angabe der ersten k Restklassen und die 
Rekursion QB=0(mod|Q(e)|) eindeutig bestimmt. Ferner gilt Q{e"} 
= {e" Q(e)} = 0 (mod|Q(e)|). Damit ist gezeigt, daB bei der getroffenen Wahl 
der ersten k Elemente die Kongruenz (23) allgemein gilt. 

Aus QB = 0 folgt, daB fiir 6, eine Darstellung der Form (20) existiert, 
wenn jetzt die Nullstellen von Q(z) mit 8; bezeichnet werden. Durch Weg- 
lassen endlich vieler Glieder und eventuelle Anderung des Vorzeichens kann 
man erreichen, daB alle 6, natiirliche Zahlen sind und daB die Folge B monoton 
anwachst. Wegen (23) ist 

b,— «" 
On = 10) 
wieder eine natiirliche Zahl. Die Folge der a,, ist rekurrent mit dem Minimal- 
polynom P(x). Wir finden 





Oy + 12_—1— Oy = ur [bn +15 —1— 0% — e*-1 (by 4: — Zeb, + €b,-,)] 
1 
bay ee) [bn +15,-1— b2 — e"-1b, _1 (8 — e)*] = o(b,-,) 
1 1 
= Ge (Dn +10, —1— 53) — Tere o*an-1(B — e+ 0(a,-3) , 
also 


(24) (B—e? | 1 


i@@l * 1@el 





n 
Anti oo = 











by 
bn41— i-| +l). 


Das erste Glied der rechten Seite ist wegen (22) kleiner als . . Es bleibt zu 
zeigen, daB wir durch geeignete Auswahl der Folge das zweite Glied gleich- 
maBig in n beliebig klein machen kénnen. 

Die Bedingung Q B = 0 hat zur Folge, daB B durch 6,, b,, . . ., 6, umkehrbar 
eindeutig bestimmt ist. Wir reprasentieren die Folgen B also durch ganz- 
zahlige Vektoren des Raumes R*. Wegen (23) bilden die zulassigen Vektoren 





eil 
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eine Restklasse nach dem Gitter 6; = 0 (mod|Q(e)|). Um zu erreichen, daB 
baaa— 52 Klein ist, geniigt nach (21), alle |A,|,-fiir welche |8,| = 1, klein 
zu machen. — 

Nach (20) lassen sich die A; linear und homogen durch ),, by, . . ., 6, aus- 
driicken, da die Vandermondesche Determinante der 8, nicht verschwindet. 
Zu jedem j, fiir welches '8,| = 1, gibt es ein i, so daB B,= B;, also auch A,;= 7;. 
Wir betrachten daher an Stelle des Systems der A, das System der Real- und 
Imaginarteile dieser Zahlen. Das ist ein System reeller Linearformen auf dem R*. 
Nach dem Kroneckerschen Approximationssatz wird ein solches System auf 
jeder Restklasse nach einem Gitter beliebig klein, wenn es keine Linear- 
kombination von Formen des Systems mit nicht simtlich verschwindenden 


Koeffizienten gibt, die auf dem Gitter nur ganzzahlige Werte annimmt. 
Die Formen — ; Gi tea ,j=1,...,; bilden eine Basis der Menge aller Linear- 


formen, die auf dem Gitter ganzwertig sind. Wollen wir also den Kronecker- 
schen Satz anwenden, so miissen wir untersuchen, ob eine Beziehung 


fa 

uf 2 bs (ud + i,A;) = oui ~ 955; 
mit ganzrationalen g; bestehen kann. Da auf pa linken Seite A, nicht vor- 
kommt und die A;, i= 1,...,% tiber den 5; linear unabhangig sind, ver- 
schwindet die linke Seite im Pufikte b;= 6’, j= 1,...,k%. Denn in diesem 


Falle ist ja nach (20), da die A; durch die b; eindeutig bestimmt sind, A,= 1, 
A;= 0 (j = 1). Die rechte Seite kann aber in diesem Punkte nicht verschwinden, 
da dann f einer algebraischen Gleichung vom Grade k— 1 geniigen wiirde, 
wahrend doch laut Voraussetzung Q(x) irreduzibel, 8 also vom k-ten Grade ist. 
Nun ergibt der Satz von KronEcKER die Existenz einer Folge B mit Q B = 0, 
welche (23) erfillt und fiir welche die |A,| (j + 1) einen beliebig vorgegebenen 
positiven Betrag nicht tiberschreiten. Man kann also —— daB die rechte 


Seite von (24) fiir hinreichend or: n hisiner als 3 wird, da ja ihr erstes 


Glied wegen (22) kleiner als | 5 ist. Damit ist die Existenz einer Pisotfolge 


mit P(x) als Minimalpolynom sowohl im Falle a) wie im Falle b) bewiesen. Im 
Falle a) nehme man einfach die eben konstruierte Folge B. Ihre ersten k Ele- 
mente geniigen, wie wir gesehen haben, noch einer beliebig vorgeschriebenen 
Kongruenz. 

Wir haben noch die Notwendig.:eit von ( 
eine Pisotfolge, deren Minimalpolynom P(x 
kann man schreiben 
(25) A=B+ {Age"}, QB=0, b,>~. 
Dann ist 


22) nachzuweisen. Sei A = {a,} 
) = (x—e) Q(x) ist. Nach (20) 


a; ae bn + 1b, 1— 8+ a 1(bn+1— 2eb, + e*b, - -1) 


a. — = 
n+1 Sion ees i Age*—? 


4 + Age"-1(B — e)*+ of). 
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Also ist fiir jedes h > 0 
2 
(26) bets — Ge + Age (Be < oth 


2 
fir hinreichend groBes n. Setzen wir },.,— — = d,, so entnehmen wir 


aus (21), daB d,, asymptotisch gleich einem Ausdruck der Gestalt (10) ist, wobei 
noch g,;+ 0, z, da ja 8;=e'” nicht 1 oder —1 sein kann, weil Q(z) als 
irreduzibel vorausgesetzt wurde. Nach Hilfssatz 1 hat daher e*-'d,, den Mittel- 
wert 0. Somit folgt aus (26): 
1 

(27) lay(B—e)'| < 2. 
Wie man leicht nachrechnet, ist nach (25) 

QA = {Age" Qc} - 
Also ist A, Q(¢) ganzrational, daher 


(28) le Q(e)| = 1, 
da Q(z) irreduzibel ist. Aus (27) und (28) folgt 
(29) (B—e)? < + 1Qle)| 


Es bleibt noch zu zeigen, daB in (29) das Gleichheitszeichen nicht eintreten 
kann. Ware dies der Fall, so wiirde folgen 


2 P?— 4e B + 2e*— |Q(e)| = 0. 


Diese Gleichung muB bis auf einen Zahlfaktor mit Q(B) = 0 tibereinstimmen, 
da Q(z) irreduzibel und mindestens vom zweiten Grad ist. Da ferner Q(z) 
normiert ist, gilt 


Q(x) = 2°—2ex+ et |Q(e)| , 
Q(e) = —¥ ete)! , 


Q(e) = 0: 
Das widerspricht der Irreduzibilitét von Q(x). Damit ist Satz 3 vollstandig 
bewiesen. 

Die Aussage b) von Satz 3 ist nicht leer; sowohl fiir e = 1 wie fiir e = —1 
gibt es Polynome Q(z), die a) und (22) erfiillen. In [1] und [5] wird gezeigt, 
daB die Polynome 
z*?(z*9— zx—1)+1 

z—1l1 


z*?(z*— x— 1)—1 

z+1 
die Bedingung a) erfiillen. Nun ist P,,(1)=—2p+1, P,,(—1)= —2p—3. Die 
gréBte Nullstelle der einzelnen Polynome beider Folgen strebt bei p > oo gegen 
1+)5 








P2,(z) = und P,,(z) - 





g — 3 die Menge der £ ist also beschrinkt. Daher ist fiir hinreichend groBes p 
sowohl mit ¢ = 1 und Q(x) = P,,(z) als auch mit e = —1 und Q(x) = P,,(z) 
die Bedingung (22) erfiillt. 
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Linear Differential Equations and Functional Analysis, V 
By 
Juan Jorge ScHAFFER in Montevideo 


1. Introduction 


This paper is to be regarded as a sequel to [2], to be quoted henceforth 
as IV. In that paper J. L. Massera and the present author considered the 
relationship between properties of the differential equation 


(1.1) &+ A(t)x = f(t) 


(t € J = [0, +00), x, f(é) in a Banach space X) such as the admissibility of a 
pair (B, D) of Banach function spaces, and the behaviour of the solutions of the 
corresponding homogeneous equation 


(1.2) £+A(t)e=0. 


(A pair (B, D) is admissible with respect to (1.1) if for every / € B equation (1.1) 
has a solution x € D (IV, Section 2).) We were, and are, mainly concerned with 
the case in which (B, D) (or, to be precise, (B(X), D(X)) [((B[X], D(X))]}) is a 
TF -pair, i.e., one in which B ¢ 7 [or € Z°] and D ¢ 7 * (IV, Section 3). The 
most conspicuous types of behaviour of the solutions of (1.2) were called 
dichotomies and exponential dichotomies (IV, Sections 5, 8, 9). 

The purpose of this paper is to elucidate some points which were not 
considered in IV and which centre in a general way on questions concerning the 
structure of the set of admissible 7-pairs, such as: Given B ¢€ 7 [€ 7°], and 
assuming that (B, D) is admissible for some D ¢ 7 *, does a strongest D exist 
with this property ? Given D ¢ 7 * and assuming that (B, D) is admissible for 
some B ¢ 7 [¢ 7°] (which implies that D is weaker than T, cf. IV, Section 3), 
does a weakest B exist with this property ? Partial answers are given to these 
questions in Theorems 3.2, 3.4, 3.5. It will be seen that these questions are 
related to the properties of the linear manifolds Xp of the values at t = 0 of 
the D-solutions of (1.2), and several results are given in this connection, 
e.g., Theorem 3.3. 

When there exists a dichotomy of the solutions of (1.2), or when A € M(X), 
a much more precise description of the set of admissible 7 -pairs is available. 
Sections 4, 5 and 6 deal with these situations. 

In an Appendix (Section 7) we give a couple of isolated theorems which 
provide a sufficient condition for Xo, and for X95, to be closed. These results 
are of course significant only for infinite-dimensional X. 

The author is indebted to J. L. Massera for an important share in the 
contents and shaping of this paper. 
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Notation and terminology of IV will be freely used, including references to 
papers [1] and [3] as I and F, respectively, sometimes without further ex- 
planation. References will be made as, e.g., Theorem IV, 6.1, formula F (2.1). . 

The theory of the classes 7, 7 *, J° of function spaces described in IV, 
Section 3 is given in full in F. We shall merely add one further definition; 
the corresponding theory is developed in detail in [5], but the following remarks 
are sufficient for our present purposes. 

If F is any space in 7, we define fF as the set of all »¢ L such that 
Mio. Y €F for all tr [>0, with sup|yio,.) g]p < 00, with the norm |g)p 


t20 
= sup|zto,« Ple= lim [x0 Pr (since |x1o,.1¢|e is non-decreasing with 1). 


It is easy to see that this is indeed a norm, that fF ¢ 7 with F <fF < lcF, 
and that ffF = fF. Further, if F ¢ 7 * then fF ¢ 7 *, and if F is a Banach 
space then so is fF. If £(F(X)) is similarly defined it turns out that it coincides 
with (fF) (X), and parentheses may therefore be omitted. 

A space F ¢ 7 such that fF = F shall be termed full (at oo). Obviously 
every locally closed space in 7 is full. A space in JZ which is norm-equivalent 
to a full space (in particular, a quasi locally closed space) shall be termed 
quasi full (at co). The same terminology applies to the corresponding spaces 
F(X). 


2. General results on admissibility 


Throughout the paper we consider equations (1.1) and (1.2) under the 
assumption that A ¢ L(X), ¢ € L(X) (cf. I, Section 2). 

Theorem 2.1. Let D be a given Banach space stronger than L(X). Let B be a 
non-void class of Banach spaces stronger than L(X) (i.e., a subclass of B(L(X))) 
such that: (1): there exists a Banach space B,, stronger than L(X) and weaker 
than every B € @; (2): (B, D) is admissible with respect to (1.1) for every B « &. 
Then there exists a Banach space By stronger than L(X) and weaker than every 
B ¢€ B such that (Bo, D) is admissible with respect to (1.1). More precisely, there 
exists for every B€ @ a number Ag > 0 such that F = V{AgB: B ¢« B} exists 
and B,= bF (the operation b, defined in F, Section 2.4, is taken with respect 
to L(X)). 

Proof. For each B¢ @, let Kg= Kg,p(A) be the constant defined in 
Theorem IV, 2.2 (Remark 2). Since B is stronger than B,, we may choose Ag 
so small that Ag Ky <1 and A,B <B,. The last condition ensures the 
existence of F as defined in the statement. Then B,= bF is indeed a Banach 
space stronger than L(X), and for every B, A,B S F < B,, so that B, is 
weaker than B. It remains to prove that (By, D) is admissible. 

Let { € F be given. There exists a finite set B,,..., B,¢ @ and functions 


hy + +> fas fe€ B, for i= 1,..., n, such that f = 3) f, and DY’ Ag} |file, <= 2|/le. 
I I 


say. Since (B,, D) is admissible, there exists, by Theorem IV, 2.2, a D-solution 
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n 
i=1,...,”. But then a= 2% is a D-solution of (1.1) with |z|p < 


< Zk, |p s 25 dnt de, <4\fle- 


It is known ([5)) that every element of B,= bF is the L(X)-limit of an 
ri Cauchy sequence in F. nied given f € By we may therefore find a sequence 


the} in F such that lim, By },;=f and » Ifnle << cc. By the argument of the 
I 


nc 1 


preceding paragraph, there exists for every n a D-solution x, of Z,+ A (t)z, 
=f,(t) with |aJyo <4[fale, m= 1,2,.... Since D falp <4 |fale< 0 
1 1 


and D is a Banach space stronger than L(X), the series >” z, converges in D, 


1 
and a fortiori in L(X), to a function z € D. By Lemma IV. 2.1, z is a solution 
of (1.1) and therefore (By, D) is admissible, as claimed. 

We do not by far have a result as general as Theorem 2.1 for the situation 
in which B is given and a strongest D compatible with the admissibility of 
(B, D) is sought. In particular, our knowlegde concerning the case in which 
Xop is not closed (cf. IV, Section 2) is highly unsatisfactory (this is of course 
no problem if X is finite-dimensional). We shall say that a pair (B, D) of Banach 
spaces stronger than L(X) is regularly admissible (with respect to (1.1)) if it is 
admissible and Xyp is closed (i.e., a subspace of X). Thus regular admissibility 
coincides with admissibility for finite-dimensional X. The following rather weak 
result will, however, be quite sufficient in order to deal with fairly general 
cases concerning 7 -pairs. 

Theorem 2.2. Let B be a given Banach space stronger than L(X). Let D be a 
non-void class of Banach spaces stronger than L(X) such that: (1): Xovp,,p,) 
= Xop, for any D,,D,€ D; (2): (B, D) is regularly admissible with respect to 
(1.1) for every D € D. Then there exists a Banach space D, stronger (than L(X) 
and) than every D€ QD, such that Xyp.= Xoy for every D €D and such that 
(B, D,) is regularly admissible with respect to (1.1). More precisely, there exists 
for every D € Da number Ay > 0 such that Dyo= A {Ap D : D € 9}. 

Proof. On account of assumption (1) there exists a linear manifold Y c X 
_ such that Xy)= Y for all D € 9; on account of (2), Y is a subspace. 

Let D,, D,¢ @ be arbitrary. For f ¢ B, let z,, x, be solutions of (1.1) with 
z,€ D,, i= 1, 2. Then z,— z,¢€ D, v D,, and since z,— 2z, is a solution of (1.2) 
we have x,(0)— 2,(0) € Xo~p,.p)= Xop,= Y. Therefore z,— z,¢€ D,, so that 
z,¢€ D,, and similarly z,¢ D,. For given f ¢ B the set of D-solutions of (1.1) for 
D ¢€ @ is therefore independent of D: we shall call these solutions Z-solutions. 

We shall consider the case Y + {0}, and choose y fixed, 0< y< 1. For 
each D € 2 we set Ay = max{Sp, Kp + Kp y*}, where Sp, Kyp= Kg, p(A), Kp 
are the constants defined in Theorems IV. 2.1, IV. 2.2, IV. 2.3, respectively. 
We now put D,.= A{ApD: D € 9}, a Banach space stronger (than L(X) and) 
than every D € 9, since Dy < ApD. 





rw %& 


re, 
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Since D, is stronger than every D € 9 we have Xyp,c Y. Conversely, let y 
be any solution of (1.2) with y(0) € Y (a D-solution). By Theorem IV. 2.1, 
Jp lylo < An’ Spy) S y(0)| for every D¢@, so that y¢€D,. Hence 
Y c Xop,, and equality holds. 

For a given f € B, let z be a 9-solution of (1.1). If x(0) € Y, we consider 
the solution y of (1.2) which satisfies y(0) = x(0) (a D-solution) ; then z= z—y 
is a Z-solution of (1.1) with z(0) = 0. If z(0) <’ Y we may, by Lemma IV. 2.6, 
find a solution y of (1.2) with y(0) € Y (a Z-solution) such that the D-solution 
z= x—y of (1.1) satisfies y[Y,z(0)] = y. By Theorem IV. 2.3 we have in 
either case Ap' |z|p < Ap’ (Kp + Kp y~*) [fle < [fp for all D ¢ 9, so that z ¢ D, 
and (B, D,) is admissible. Since Xyp,= Y is closed, the pair is regularly 
admissible. 

The case Y = {0} is treated similarly, using Corollary IV. 2.1 instead of 
Theorem IV. 2.3, but is much simpler. 

The following example shows that assumption (1) may not be replaced in 
general by ,,Xop,= Xop, for any D,, D,« 9“. 

Example 2.1. Let g be any non-negative continuous, continuously diffe- 
rentiable, unbounded function in L', such that g(0) = 0. Consider for (1.1) 
the real scalar equation 


t—(1+ o())"*p@)x =f). 


The general solution of the homogeneous equation is z(t) = (1 + @(t)) x(0). 
We consider D, = L”(X), D,= I(X); then Xp = Xop,= {0}, Xow,.py= X- 
For B we take the set of continuous functions /(t) = A(1 + p(t))-!(t), A real, 
with |/|p= |4|. For such / the inhomogeneous equation has the general solution 


y(t) = Ap(t) + y(0) (1 + eit). 


For y(0) = 0, y € D,; for y(0) = —A, y € D,; thus both (B, D,) and (B, D,) 
are (regularly) admissible; but clearly there is no solution in D, ~ D,, hence 
no solution in any space stronger than both D,. D,. 

Remark. In Example 2.1, both D, and D, are in 7 *(X), while B is not in 
TJ (X) or in Z°[X]. It may be conjectured that for 7 -pairs no such counter- 
example exists — i.e., that assumption (1) in Theorem 2.2 may in that case 
be replaced as mentioned above: proof or disproof of the conjecture remains 
an open question. 


3. Admissibility of 7 -pairs 


We again consider equations (1.1) and (1.2). We shall deal exclusively with 
7 -pairs as defined in IV, Section 3. We begin with a refinement of Theorem IV. 
2.4. 

Theorem 3.1. Assume that the 7 -pair (B,D) is admissible. If there exists 
a subspace Y of X such that Y C Xyp and such that the quotient space X/Y is 
reflexive (in particular, if X itself is reflexive or if Xop is closed and X/Xoy 
is reflexive) then (IcB, £D) is also admissible. 


Math. Ann. 140 22 
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Proof. Given f¢€leB(X), the proof of Theorem IV. 2.4 provides the 
construction of a sequence {g,} in B(X) which converges in L(X) to /, and a 
corresponding sequence {z,} of D-solutions of 2,+ A(t)z,=g,(¢), which is 
bounded in D(X) — say |z,]) < for all n — and which converges in L(X) 
to a solution z of (1.1). Now by Lemma IV. 2.1 the sequence {z,,} converges 
to x uniformly on every bounded interval. Since D contains the characteristic 
function of every bounded interval we have, for every t 20 and every n, 


[zto. lo <|xto. 0 2nln + [xt0.1(% — 20) fv S eal + (mexieh— n(6)l) Ixto. alo; 


letting n tend to co we obtain |yio,.;2|p <; since this holds for all r 2 0, 
it follows that z ¢ £D(X). 

Remark. The Remark after Theorem IV. 2.4 applies to this theorem. 
Example IV. 2.3 is illustrative if we replace C, by L?¢ 7 * and recall the 
obvious fact that fL = L”. 

We next consider the application of Theorem 2.1 to the case of 7 -pairs. 

Theorem 3.2. Let the Banach space D ¢ 7 * be given.-If the set of the Banach 
spaces B ¢ J * such that (B, D) is admissible is not void, there exists a weakest 
such space B,, and (B, D) with B¢ 7 * a Banach space, is admissible if and 
only if B is stronger than B,. 

Proof. If the set mentioned in the statement is not void, we can apply 
Theorem 2.1 to the set of the corresponding spaces B(X), since: (1): every space 
in 7 * is stronger than M (Corollary F. 4.4); (2): the mapping F + F(X) 
preserves the join operation and the operation b; and (3): the class 7 * is 
closed with respect to joins and the operation b (see F, Sections 3.2 and 4.1). 

Remark 1. If D is given and there exists a Banach space B € 7 such that 
(B, D) is admissible, there exists another Banach space, this time in 7 *, with 
the same property. Indeed, there exists a bounded measurable set Z Cc J and 
a number t = 0 such that O, T, is stronger than B (Theorem F. 4.12); if (B, D) 
is admissible, so is (O, Tg, D); by Lemma IV. 3.3, (Tz, D) is also admissible, 
and T, is a Banach space in 7 *. 

Remark 2. B, is obviously determined uniquely up to norm-equivalences. 

Theorem 3.2 says nothing about those 7 -pairs (B, D) for which B is not 
in 7 *, The following corollary contains some information on this point. 

Corollary 3.1. In addition to the assumptions of Theorem 3.2, suppose that D 
is quasi full, and that there exists a subspace Y c X as specified in the assump- 
tions of Theorem 3.1. Then, if By is as defined by Theorem 3.2, By is quasi 
locally closed and the 7 -pair (B, D) is admissible if and only if B is stronger 
than B,. 

Proof. Assume that the 7-pair (B, D) is admissible. Since by assumption 
D and fD have the same elements, Theorem 3.1 implies that (lcB, D) is admis- 
sible. In particular, (lc B,, D) is admissible, so that, by Theorem 3.2, lcB, must 
be stronger than B,, and therefore B, is quasi locally closed. Continuing with 
the general case, lcB ¢ Z (Theorem F.4.4 or, Theorem F. 6.5) and 
IcB = 0,(+(IcB)) for a certain 6 = 6(IcB) (Theorem F. 4.7), where +(IcB) 
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is a locally closed space in 7 *. By Lemma IV. 3.3, ((leB), D) is admissible; 
by Theorem 3.2, +(IcB), and a fortiori B itself, is stronger than B,. 

We now turn to some results concerning regular admissibility of 7 -pairs 
and including applications of Theorem 2.2. 

Theorem 3.3. If the 7 -pair (B,D) is regularly admissible, then Xoyx,C Xop 
and Xorp= Xouyp= Xom (regardless of whether any of these linear manifolds, 
except Xo, is closed or not). 

Proof. Let x be a given solution of (1.2) with z(0) ¢’ Xon- By Theorem IV. 
5.1 we have, with an appropriate constant x > 0, 


(3.1) f ‘12(w)h du >x|xi0,a%[p forall t 20; 
t 


since the second member is non-decreasing and + 0 for ¢t 2 0, it follows that 
z €’ M,(X) so that indeed Xpy,Cc Xop. 

Let z be a given solutian of (1.2) such that 2 ¢’ £{D(X), whence a fortiori 
x(0) €’ Xp. Since in (3.1) the second member is unbounded as t + oo (otherwise 
x € £D(X)) it follows that the first is also unbounded, whence z ¢’ M(X). Thus 
XomC Xorp, and the theorem is proved, since {DPD < 1lcD and IcD stronger 
than M together imply Xorp< Xorn C Xom- 

Corollary 3.2. If the 7 -pair (B, D) is regularly admissible and D is quasi 
full — a fortiori if D is quasi locally closed — then Xypn = Xoy. 

Proof. Immediate by Theorem 3.3. 

Lemma 3.1. If there exists some regularly admissible J -pair which is not 
weaker than (L+, L>), and if (B,D) is any regularly admissible 7 -pair, then 
Xom.= Xop= Xom- 

Proof. Immediate by Theorem IV. 6.2 (as applied to the special 7 -pair 
which is not weaker than (L’, L>)) and Theorem 3.3. 

Theorem 3.4. Let the Banach space B¢€ ZT (or € J*) be given. If the set of 
the full [locally closed] Banach spaces D ¢ J * such that (B,D) is regularly 
admissible is not void, then there exists a strongest such space Dy, and (B, D), 
with D ¢ 7 * a full (locally closed] Banach space, is regularly admissible if and 
only if D is weaker than D,. 

Proof. If the set mentioned in the statement is not void, we can apply 
Theorem 2.2 to the set of the corresponding spaces D(X), since: (1): if D,, D, 
belong to the set ,D, v D,¢ 7 *, hence is stronger than M, and Corollary 3.2 
implies Xop,C Xow,vp,)C Xom= Xop,, 80 that equality holds throughout; 
(2): the mapping F «+ F(X) preserves the meet operation; (3): the meet of full 
[locally closed] spaces is full [locally closed]; (4): the class 7 * is closed with 
respect to meets which are + {0} — and D,(X) + {0} since (B, D,) is admissible 
and B + {0}. (Cf. F, Sections 2.3, 3.2, 4.1 and [5).) 

Remark. The condition that D be full [locally closed] may be replaced 
by the condition that D be quasi full [quasi locally closed], since then D and 
£D [lcD] have the same elements. 

Theorem 3.5. Let the Banach space BETZ (or €F7*) be given. If there 
exists some regularly admissible 7 -pair which is not weaker than (I, LS) and 
22* 
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if the set of the Banach spaces D « J * such that (B,D) is regularly admissible 
is not void, then there exists a strongest such space D,, and (B, D), with D « 7 * 
a Banach space, is regularly admissible if and only if D is weaker than Dy. 

Proof. Same proof as for Theorem 3.4, using Lemma 3.1 instead of Corol- 
lary 3.2. 


4. The case of an ordinary dichotomy 


In this section we shall consider equations (1.1) and (1.2) when there 
exists a subspace Y C X which induces a dichotomy of the solutions of (1.2). 
The basic result is the following theorem, which is akin in its statement to 
Theorem IV. 9.1. 

Theorem 4.1. If there exists a subspace Y of X which induces a dichotomy, 
and if the 7 -pair (B, D) is regularly admissible, then Xp also induces a dicho- 
tomy, and either Xon= Xo or Xgpn= Xoo, according as D is or is not weaker 
than L”. 

Proof. By Lemma IV. 4.5 we have either Xyy= Xq or XopnC Xoo, ac- 
cording as D is or is not weaker than L”. In the former case the result follows 
at once from Corollary IV. 8.1. In the latter, we have X99C Xoy,C Xop 
(Theorem 3.3 and the fact that L> < M,), so that Xyp= Xoo, and it remains 
to prove that Xo. induces a dichotomy. 

By Lemma IV. 4.5, Xo,c Y. If Xoo were of finite co-dimension with 
respect to Y, Lemma IV. 4.6 would imply the result; the proof in the general 
case is modelled upon the proof of that lemma. We shall assume X9.+ Y (in 
particular, Y + {0}), since otherwise there is nothing to prove. We choose 
y,0< y< 1/3, arbitrarily. By Lemma IV. 4.1 there exist positive constants 
No, No, Yo such that (Di), (Dii), (Diii) hold for this y. 

Assume that X,.+ {0} and let x(t) be a solution of (1.2) with x(0) ¢ Y, 
x(0) <’ Xoo, y[Xoo, x(0)] = y; by (Di) and Theorem IV. 6.1, (ii) we have, 
for a certain Mj = M,(1, y) > 9, 


lz(o] = Nor f [e(u)l du = MeNG* f'Ix(w)l du = MoNo*l x(t) 
for allt >t, >1.1f0 <¢ <I,t > fy, I (2.1) implies 
l2(0 = MoNG* f lx(w] du = Mss 2U6) exp(— f 1400] du). 
Thus condition (Div) of Lemma IV. 4.6 is satisfied, with Nj 9= M)N5' x 
< min {Ro exp (— fi | A (u)|} au)}. If, in addition, z),(t) is a non-trivial 
solution of (1.2) with Zoo(0) € Xoo, we have (cf. proof of Theorem I. 5.6), 


using (Di), 
| Zoo (t) x (t) 





[Tee (fell eval S Novell), 2(40)] forall ¢ 4 20; 
now, lim 299(t) = 0; hence, using (Div), Noo <= No y[oolto), (to)] for all 
t+ 
t, 20, so that condition (Dv) of Lemma IV. 4.6 holds, with yg = NooNo'. 
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If Xoo= {0}, a similar argument shows that condition (Div,) of Lemma IV. 
4.6 holds. 

The remainder of the proof is identical with that of Lemma IV. 4.6. 

We are now in a position to describe the regularly admissible 7 -pairs 
when there exists a dichotomy. 

Theorem 4.2, Assume that there exists a subspace Y of X which induces 
a dichotomy sbut not an exponential dichotomy. Then a 7 -pair (B, D) is regularly 
admissible precisely in the following cases: 

(1): if Xo ts not closed and Xo. does not induce a dichotomy: never ; 

(2): if Xq ts closed and X,, does not induce a dichotomy: if and only if (B, D) 
is weaker than (L1, L®) (and then X, induces a dichotomy) ; 

(3): tf Xq is not closed and Xo, induces a dichotomy: if and only if (B, D) 
is weaker than (L’, L®) and not weaker than (L', L™); / 

(4): if Xq is closed and Xo, induces a dichotomy: if and only if (B, D) is 
weaker than (L*, L>°) (and then X, also induces a dichotomy ). 

Proof. The statement concerning case (1) follows at once from Theorem 4.1. 
Assume case (2): by Theorem 4.1, any regularly admissible 7-pair (B, D) 
must have X9py= Xo, whence D must be weaker than L”; if B were not 
stronger than L’, Theorem IV. 9.1 would imply that the dichotomy was 
exponential. Conversely, if a 7 -pair (B, D) is weaker than (L’, L®), it is admis- 
sible (Theorem IV. 8.3), and Xpp= X,_ (Lemma IV. 4.5), which is closed; 
hence (B, D) is regularly admissible. 

Assume case (3): if (B, D) were regularly admissible and not weaker than 
(L’, L>°), Theorem IV. 9.1 would imply that the dichotomy was exponential; 
if (B, D) were weaker than (L?, L®), then D would be weaker than L” and we 
should have X,= Xp (Lemma IV. 4.5), which is closed, and this would 
contradict the assumption. Conversely, if the 7-pair is weaker than (L’, L>) 
it is admissible (Theorem IV. 8.3); if, in addition, (B, D) is not weaker than 
(L*, L™), then D (which is already weaker than L>) is not weaker than L™, 
since by the previous assumption B is stronger than L; thus Xppn= Xoo 
(Lemma IV. 4.5), which is closed; hence (B, D) is regularly admissible. 

Assume case (4): as in case (3), if (B, D) is regularly admissible, it must 
be weaker than (L*, L>). Conversely, if (B, D) is weaker than (L’, L>) it is 
admissible (Theorem IV. 8.3), and since D is weaker than L>, Xyp= Xq or 
Xop= Xoq (Lemma IV. 4.5), and both of these are closed; hence (B, D) is 
regularly admissible. 

In cases (2) and (4), X, induces a dichotomy on account of Corollary IV.8.1. 

Remark 1. If Xo, has finite co-diménsion with respect to Y, LemmalIV.4.6 
implies that either case (3) or case (4) must obtain. If X is finite-dimensional 
it follows that case (4) always obtains. 

Remark 2. Case (4) is illustrated, e.g., by equations (1.1), (1.2) with A = 0. 
Examples IV. 8.1 (I. 5.6) and IV. 8.2 (I. 4.2) illustrate cases (2) and (3), 
respectively, with X a separable Hilbert space and A(t) continuous and 
bounded (and represented by a diagonal matrix for a suitable orthonormal 
basis of X). The following combination of these examples illustrates case (1): 
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Example 4.1. Let X be the direct product X® x X®@ of two copies of the 
(real or complex) separable Hilbert space of square-summable sequences of 
(real or complex) numbers: each element of X is a pair (x, x), where 


x= {2} € XO, i= 1,2, and we set (xz, x@)| = (z (\2? + er) 
Then X is itself a separable Hilbert space. Let equation (1.1) be the system 
(4.1) 20) + AM (t)2@ = f(t) 

(4.2) #® + A® (t)x@ — f(t), 


where (4.1) is the equation of Example IV. 8.1 (I. 5.6) and (4.2) that of 
Example IV. 8.2 (I. 4.2). Thus A®/(é), A®/(t) are both continuous, with 
|A® (é)] constant, i = 1, 2. 

We claim that Y= Y,= X® x {0} (which has the closed orthogonal 
complement Y,= {0} x X®) induces a dichotomy. Indeed, this follows, by 
Lemma IV. 4.2, from the fact that X@[{0}] induces a dichotomy of the 
solutions of the homogeneous equation corresponding to (4.1) [(4.2)], and 
from the remark that a solution of the homogeneous system that starts from 
either of the subspaces Y,, i = 0, 1, remains in that subspace. 

Now obviously X,= X{? x X= X® x X® (where X{° is used instead 
of X, for each equation (4.1), i = 1, 2) and this is not closed, since X‘ is not 
closed in X®. This shows, incidentally, that the dichotomy cannot be ex- 
ponential, and rules out cases (2) and (4) of Theorem 4.2. If we were in case (3), 
the 7-pair (L', LS) would be admissible; but this pair is not admissible for 
(4.1) (Example IV. 8.1), let alone for the system as a whole. Therefore we must 
be in case (1). 


5. The case of an exponential dichotomy 


If there exists a subspace Y of X which induces an exponential dichotomy, 
we remark to begin with that every admissible 7-pair is also regularly 
admissible (Lemma IV. 4.4). We have the following result: 

’ Theorem 5.1. I} there exists a subspace Y of X which induces an exponential 
dichotomy, and if a Banach space B € FT (or € T°) is given, there exists a Banach 
space D,¢ 7 * such that a J -pair (B,D) is (regularly) admissible if and only 
if D is weaker than D,. Further, D, is stronger than L”. 

Proof. By Theorem IV. 9.3, the 7-pair (M, L™) is (regularly) admissible ; 
hence so is the weaker 7-pair (B, L®). Since (M, L®) is not weaker than 
(L*, Ly), we may apply Theorem 3.5 to obtain the desired conclusion (a direct 
proof, similar to that of Theorem 3.5, is simpler). 

Theorem IV. 9.3 provides more detailed information concerning the space 
D,: thus, if B is stronger than L/, then D,= T up to a norm-equivalence. We 
intend to prove a more general form of Theorem IV. 9.3; we require a lemma 
which contains essentially the method of proof of Lemmas I. 3.1, IV. 9.1, 
IV. 9.2, IV. 9.3. 
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Lemma 5.1. Let the Banach space D ¢ 7 * be given. For any positive real 
numbers A, A and any function p € L, p = 0, set 


t+4 


Ps) =f ou) du; H(t = f H—9 ou) de ©; (t) = f e469 9(u) du; 


then if any of the functions ®,, ,, D;; belongs to D, the other two also belong 
to D (in particular, Dy is finite). 

Proof. If D does not contain the characteristic function of any interval, 
it contains no non-trivial continuous function and the lemma is trivial. We 
therefore assume that D contains the characteristic function of every bounded 
interval (i.e., is weaker than T). 

Assume chat ®,¢ D. Set 


t t 
W(t) = f p(w) dw = T45,(t) + %0,4)(¢) f p(u) du; 
t= 
then ¥Y ,¢ D and 
(5.1) Palo = |Psfo + PO) [xo,2\)0 - 


For any ¢ 2 0 we have, choosing the non-negative integer n in such a way 
that nA St< (n+ 1)4, 


t-—(G-1)4 t-nA 
n 
%;(t)= J / eMog (udu | et o(u) du s 

j=1 

hy t-—(j-1)4 t—nA 
seme f sonia s 24 y(u) du 
j=1 

t-—ja 


=e sasqy, P(t). 
i=0 
Now e-/44 77,7 ,€D, with 3 fe 47%, °--. dX e1*4 [Ply < ©; since D 
=0 
is a Banach space it follows that ®,¢D. 
Under the same assumption, 


t+(j+1)4 t+G+1)4 


%; (t)= 5 e*4—D o(u) du < Se-i*4 p(u)du 
Vea A t+j4 
= De 4T 7494 (t); 
j=0 


the same argument as above (but with |77,®,]p < |®,|p) then shows that 
Oe D 
Conversely, assume that ®, ¢ D. Then 


t+4 +4 
® ,(t) </ e*—9 o(u) du = e*4 f e~**4-M a (u) du < ce? 4D, (t + A); 
é i 
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thus ®, < e'475@}, and hence ®,¢ D. The proof that O7 ¢ D implies ®,¢ D 
is similar. 

We note for reference that the above computations show that 
e*41D 4p < [Plo = (L—e-*4)*' [Pal 
e~*41D |p <= |Pilo SL — e747) [Pap - 

Theorem 5.2. Assume that there exists a subspace Y of X which induces an 
exponential dichotomy. In order that a 7 -pair (B, D) be (regularly) admissible 
it is sufficient, and if A ¢M(X) also necessary, that it satisfy the following 
condition: 


(5.2) 


(5.3) y € B implies D ¢ D, where Dit) inf \o(u)| du (t 20). 
é 


Proof. The condition is sufficient: same proof as Theorem IV. 9.3, using 
Lemma 5.1 instead of Lemma IV. 9.3. 

If A € M(X), the condition is necessary: we set |A]y—= L and assume that 
(B, D) is a (regularly) admissible 7-pair. We begin with the case in which 
Y + {0}; then condition (Ei) holds with appropriate v, N. Let x(t) be any 
fixed non-trivial solution of (1.2) with 2(0) ¢ Y, and let » € B be arbitrary. 

t 


The function y(t) = x(t) f |p(u)| |x(u)|-!du is a solution of (1.1) for f(t) 
0 
= |@(t)| x(t) + x(t); since | f|| = |p| [and f(¢) is continuous if p(¢) is continuous}, 
. t 
we have / € B(X) [¢ B[X]]. By (Ei) we have ||y(t)| < N f e~’*-™ |p(u)| du; 
0 


since g € M this implies that y(t) is bounded (Lemma 5.1 or Lemma I. 3.1), 
hence an M-solution of (1.1). Since (B, D) is admissible and Xypp= Xoy= Y, 
it follows (as in the proof of Theorem 2.2) that y is also a D-solution of (1.1). 


t 
However, by I (2.1), 0 < u < ¢ implies ||z(¢)|| > | x(u)|| exp (-J | A (v)| ae) = 
u 


> |x (u)je-2¢-“ +», Thus 


feHt-olp(u)| du < ety] 
0 . 


for all t > 0, so that the function in the left-hand member also belongs to D. 
Lemma 5.1 then implies that (5.3) is satisfied. 


If Y = {0}, let x(t) be any fixed non-trivial solution of (1.2), and let g ¢ B 
be arbitrary. The function y(t) = x(t) [ |p(u)| ||x(u)|-du is a solution of (1.1) 
é 


(provided that the integral converges) for f(t) = —|g(t)| ||x(¢)|-* x(t), which 
again satisfies f ¢ B(X) [¢ B[X]]. Now by condition (Eii,) we have | y(t) < 


< N’-!f e-" “-|@(u)| du, and since » ¢€M the integral converges (which 
t 


implies the existence of y(t)) and y(t) is bounded (Lemma 5.1 or Lemma I. 3.1), 
hence y is the unique M-solution of (1.1); since (B, D) is admissible, y(t) is also 





—_ &. 
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the unique D-solution of (1.1). The remainder of the proof follows as above. 

Remark 1. It is obvious that a 7 -pair (M, D) [(M,, D)] satisfies (5.3) if and 
only if D is weaker than L” (L>); and that a 7-pair (B, T) [(B, L5°)) satisfies 
(5.3) if and only if B is stronger than L/ [M,). If B is a locally closed space in 
I *, the method of Lemma IV. 9.3 or (avoiding the use of the concept of 
associate space) an adaptation of the method of [4] shows that (B, B) satisfies 
(5.3). We have thus recovered all the cases of Theorem IV. 9.3 and, for A ¢ M(X), 
improved very slightly the restrictions illustrated by Example IV. 9.1. 

Remark 2. In Theorem IV. 10.2 we have described a one-dimensional 
equation for which X induces an exponential dichotomy, and such that any 
given 7 -pair (B, T) is admissible, provided B is not weaker than L’; since B 
may very well be not stronger than L’, this shows that, even with one-dimen- 
sional X, condition (5.3) is not necessary in general if A ¢<’ M(X). 


6. The equation with A « M(X) 


Theorems 4.2 and 5.2 allow us to give a complete description of the set of 
regularly admissible 7 -pairs for an equation with A ¢ M(X): 

Theorem 6.1. I/ A €M(X), then one of the following mutually exclusive 
cases holds: 

(1): the set of regularly admissible 7 -pairs is void; either: (1'): there does 
not exist a subspace Y of X which induces a dichotomy; or: (1''): X is infinite- 
dimensional, there exists such a subspace Y, X, is not closed and Xo has infinite 
co-dimension with respect to Y and does not induce a dichotomy; 

(2): a J-pair is regularly admissible if and only if it is weaker than (L', L*); 
X is infinite-dimensional, X, is closed and induces a dichotomy, and Xo. has 
infinite co-dimension with respect to X, and does not induce a dichotomy; 

(3): a 7 -pair is regularly admissible if and only if it is weaker than (L', L° 
and not weaker than (L’, L®); X is infinite-dimensional, X, is not closed, and 
Xoo induces a dichotomy; 

(4): a 7 -pair is regularly admissible if and only if it is weaker than (L’, L>); 
X, is closed, and both X, and Xo. induce dichotomies ; 

(5): a J -pair (B, » is (regularly) admissible if and only if ~ € B implies 


® € D, where O(t) = J ‘\@(u)) du (t = 0); there exists a subspace Y of X which 


induces an enjenential dichotomy (this does not occur in cases (1), (2), (3), (4)). 

Proof. If the set of regularly admissible 7-pairs is not void, there exists 
a subspace of X which induces a dichotomy (Theorem IV. 8.2); the statement 
then follows from Theorems 4.2 (including Remark 1) and 5.2. 

Remark 1. If X is finite-dimensional, cases (1"’), (2), (3) are excluded and 
we may state: if A ¢M(X) and X is finite-dimensional, the set of admissible 
TJ -pairs is either void (case (1')) or coincides with that for the equation # = | (t) 
(case (4)) or that for the equation # + x = f(t) or #— x = f(t) (case (5)). 

Remark 2. All cases described in Theorem 6,1 actually occur: for those 
which do not require infinite-dimensional X we have the following one- 
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dimensional examples: for case (4), the equation # = f(t); for case (5), the 
equation #+ «= f(t) or £— x= f(t); for case (1’), we have Example 6.1 
below; obviously no real one-dimensional example for this case can have A (t) 
constant, but Example 6.2 is an instance of a real two-dimensional system with 
constant A(t) (which may be taken as a complex one-dimensional equation) 
that is in case (1’). 

For the other cases we have the following examples in separable Hilbert 
space, with A(t) continuous and bounded (and representable by a diagonal 
matrix for a suitable orthonormal basis of X): for case (1"’), Example 4.1; 
for case (2), Example IV. 8.1 (I. 5.6); for case (3): Example IV. 8.2 (I. 4.2). 

Example 6.1. Consider Example I. 5.3 (which has A(t) continuous and 
bounded). It is shown in that example that the 7 -pair (L!, L®) is not admissible. 
Therefore cases (4) and (5) are ruled out and we must be in case (1’). A direct 
proof that there is no dichotomy is not difficult. 

Example 6.2. Consider the real second-order system # = /{(t), ¥ — x = g(t) 
(Example I. 5.7). It was proved in that example that X, does not induce 
a dichotomy ; therefore cases (4) and (5) are ruled out and we must be in case 
(1’) (it is explicitly shown in that example that (L’, L®) is not admissible). 


7. Appendix. Closedness of X, and Xx; 


Theorem 7.1. If Xoq9= Xo, then X, is closed. 

Proof. Assume that X, is not closed, and let x(t) be a solution of (1.2) 
such that z(0) ¢’ X, but x(0) € cl X, (the closure of X,), whence x(0) € cl Xgp. 
We choose the sequence {z,}, z, a non-zero solution of (1.2) with x, (0) € Xo, 
as follows: 


Assume 2,,...,2,-, chosen. Since 2;¢ L(X), j=1,...,n—1, there 
n-1 

exists T,, > O such that ¥’-|z,J-"||z,(t)| < 2--» for allt = 7, (we set T= 0). 

Since in particular |x,(7,,)| < 2--»|z,| for all n we conclude lim T,,= ~. 


n—> co 


Set M,,= max |x(t)|. Since z is unbounded, there exists 7", (= 7',) such 
OStsT, 


that |2z(7',)| = 2"+1M,. Since x(0) €'cl Xoo, we may choose the solution z,, 
of (1.2), z,(0) € Xoo, in such a way that max |x, (t) — x(t)| < M,. Now 
O<St< Ts 


(7.1) [zal = len(Ta)l = h2(Ts)| — 2m (Ta)— 2(7,)| = (241) M, = 2M, 
(7.2) jal) <Jx()] + Jzn()— x(t] <2M, for 0<t<7,. 


In particular, |z,|-*||x, (0) < 2--» for all n, so that the series YY |z,|-* 2, (0) 
I 


converges. Consequently, y= ¥ |z,|~', is a solution of (1.2). We claim that 
1 


y(0) € Xo, y(0) <’ Xoo, which contradicts the assumption 





0 teehee, bos Oo 
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m 
We prove by induction that ¥ |z,[-*|2,(¢)| <2—2--» for all ¢. 
I 


Indeed, |z,|-*|, (¢)| < 1 = 2— 2° for all t;.assume the inequality true for m; 
then, by (7.1), (7.2), 


E bead *29(0 7. JZ me + af? 2m +2 (8) Ss 


2—2-(™-D)+ 2-"—2—2-" if O<t<sT,,, 
s Q-m™11<2—2-™ if 5 Sta * 


It follows that |y(t)| < XY |z,[-*||z,(¢)| <2 for all t, so that y is bounded, 
I 


ie., y(0) € Xo. 

On the other hand, since x, ¢ Ly} (X) for all n, there exists ¢,, > 0 such that 
|x, (t,)|| = Ja]. Now for 0 <t < 7, we have, by (7.1), (7.2), oF 2, (t)| < 
<2-“-Y)<1 (for n>1); for ¢ 27,4, we have j|z,}-"|z,(¢)| < 


< 2 jz,J-? 2, <2-"< 1. Therefore, 7,,<t,<7,4,; im particular, 


lim t, = lim T,,= oo. Now, for every m 2 3, 


nun ox n-—> 


m-—1 . co 
|y (toad = eal" em (tm) — 27 i i 


> 1 — 2-@-)y_ Fo )= 1] —2-(-2 > 1/2. 


m+ 
Therefore y ¢’ L?(X), i-e., y(0) €’ Xoo, and our claim is proved. 
Theorem 7.2. If Xoy,= Xoy, then X, om 10 Comet 


Proof. Same as for Theorem 7.1, using f ‘|x(u)h du instead of ||x(t)|, ete. 

In proving the existence of y we have |z,]yq ‘f |x, (u)|| du < 2-@—» for all n, 

whence, by IV (2.2), |an[m'||z, (0) < 2-@-» o(/ ||.A (u)|) au), and the series 
0 


» |aalat x, (0) converges. 
1 
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Addendum to 
“An Example Concerning Polynomial Convexity” 


By 
Joun WERMER in Providence, Rhode Island 


By a Runge Domain in C* one means a domain of holomorphy in C" which 
enjoys the following property: if f is any analytic function in the domain then f 
can be approximated uniformly on compact subsets of the domain by poly- 
norhials in the coordinates. Let us call two domains in C* “analytically equi- 
valent” if there exists an analytic homeomorphism carrying one domain on the 
other. 

The polycylinder |z,| << 1, i = 1, 2,..., is a Runge domain. The question 
arises whether every domain analytically equivalent to the polycylinder is 
again a Runge domain. Making use of the construction given in the paper “‘An 
example concerning polynomial convexity’’, Math. Ann. 139, 147—150 we can 
show the following: 

Theorem: There exists a bounded domain of holomorphy in C® which is 
analytically equivalent to the polycylinder |z,|< 1, i = 1, 2,3 but which is not a 
Runge domain. 

Proof: Let F be the map of C? into itself defined by 


F(z, w, t) = (z, zw + t, zw®@— w + 2tw). 
Denote by J the Jacobian of F. Then 
J (z, w,t) = 1— 2¢. 


Let C be any compact set in the space of the two variables z, w. We claim that 
for sufficiently small positive e, F is one-to-one on the set: p in C, |t| < e. 
Suppose the contrary. Then we can find pairs (p,,, t,,), (p;,, t;,) of distinct points 
with p,, p, in C, lim ¢, = lim t), = 0, such that F(p,, t,) = F(p;,, t),). Since C is 


n-> co n-> co 


compact, we can choose a subsequence of this sequence of pairs along which p, 
converges to p and p;, converges to p’, where p, p’ are in C. Then F(p, 0) 
= F(p’, 0). It at once follows from this that p = p’. In every neighborhood of 
(p, 0), then, we find distinct points which F maps into the same image point. 
Hence J (p, 0) = 0. But by the above, J(z, w, 0) = 1. From this contradiction 
we may conclude that there exists an e > 0 such that F is one-to-one in the set 
defined by (z, w) in C, |t| < e. 

Let now K be the image of the bicylinder |z| < 1, |w| < 1 under the map 
(z, vw’) into (z, zw, zw*— w). As we noted in “‘An example concerning polynomial 
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convexity“, the plane: z, = 1, z, = 0 meets K in the circle I’: |z,| = 1, z, = 1, 
z, = 0. Clearly F maps the set: z = ef, w = e~ #9, t= 0, 05 0 < 22, onto. 

For each 6 > 0, let D, denote the region: |z| < 1-+ b, |w| < 1 + B, |t| < 6. 
We can choose b such that the following occurs: F is one-to-one on D, and F(D,) 
contains K but fails to contain the point (0; 1, 0). We assert that F(D,) is the 
domain that was to be constructed. For by its definition, F(D,) is a bounded 
domain of holomorphy analytically equivalent to the tricylinder. Also F(D,) 
is not convex with respect to the class of polynomials, for the circle I" lies in 
F(D,), while the interior of this circle on the plane: z, = 1, z, = 0, lies partly 
outside F(D,). But it is known (cf. H. Benwxe and P. Tauxzen, Theorie der 
Funktionen Mehrerer Komplexer Veranderlichen, Chapter VI) that a Runge 
domain is convex with respect to polynomials. Thus F(D,) is not a Runge 
Domain, and we are done. 


(Received December 18, 1959) 
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On Rings in which a*®=a 
By 
Irvine SussMAN in Santa Clara, California 
and Aurrep L. Foster in Berkeley, California 


1. Introduction * 


We consider the class of rings R in which every element a (a + 0, 1) satisfies 
the relation a*= a for some least positive integer n = 2. It is not required 
that n be fixed, nor even bounded. 

These rings, with identity element assumed, are called simply periodic 
rings. They are a subclass of a more general class of rings, not treated in this 
communication, which we call power-periodic rings and which are characterized 
by a relation a*+*= a” (k, h natural numbers). Rings of the latter class do not, 
in general, have zero radical ; in fact, it may be shown that if nilpotent elements 
fail to exist then the power-periodic ring is simply periodic i.e. h = 1. 

The class of simply periodic rings form a generalization of p-rings and 
p*-rings (generalized Boolean rings; see [3], [4], [5], [6]) and are a subclass, in 
turn, of regular rings (see [7]). Therefore, simply periodic rings are associate 
rings (see [1], [2]). The structure of simply periodic rings as subdirect sums of 
fields (necessarily of prime characteristic) is therefore clear, and the theory 
developed in [1] and [2] for associate rings applies to them and will be used 
freely in what follows. Commutativity of simply periodic rings was shown 
in [8]. Also, it is clear that these rings possess no properly nilpotent elements. 

In this paper we explore some additional properties of simply periodic 
rings which are a consequence of the “periodicity” property and obtain for 
them refinements of their structure. 


2. Preliminary Results 


Although we shall hereafter assume that the simply periodic ring has an 
identity, there is independent interest in stating conditions for the existence 
of an identity in rings in which a*= a. 

2.1. Theorem. A ring R in which a* “) = a, (n(a) >1 and least), has an identity 
if and only if it possesses a non-0-divisor. If a is a non-0-divisor of R then a (*)-1 
is the identity of R. 

Proof. Let a be a non-0-divisor of R, where a*+1= a (k = 1 and least). 
If b (+ 0) is arbitrary in R, write a*b — b = c; then a*+1b — ab = ab — ab=ace. 
Since 0 = ac and a is a non-zero divisor, c = 0, whence a*b = b. 


*) This paper is a generalized extension of unpublished results of A. L. Foster. 
See Bibliography [4]. 
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2.2. Corollary. A Boolean ring has at most one non-0-divisor, which is the 
identity. 

2.3. Corollary. The non-0-divisors of a simply periodic ring are units 
(i.e. have inverses). 

We recall from [1] the concepts of enclosure (a < 6 if ab = a*) and com- 
patibility (a ~ 6 if a*b = ab*). The following theorem is in essence equivalent 
to 2.1, and its proof is straightforward. (It is noted that these rings necessarily 
have idempotent elements, for if a*+'=a where k>1, then necessarily 
(a*)?= a*-1. gk ti= qg*¥-1-qa= a*.) 

2.4. Theorem. A simply periodic ring R has an identity if and only if the 
set J of idempotent elements of R has a maximal element under <. This is then the 
ring identity. 

It will be shown (2.11) that finite rings without proper nilpotent elements 
are simply periodic rings. The idempotent set of such a finite ring has a uni- 
element (see [1]); in fact, the lattice join of all the idempotent elements. Hence 
we have a confirmation of the well-known fact that finite rings with zero 
(Noetherian) radical have an identity. A direct application, then, of 2.3 
confirms that finite integral domains are necessarily fields. 

Simply periodic rings will hereafter be indicated by the abbreviation 
SP-ring. If a*+!= a in an SP-ring, where k is least, we shall call k + 1 the 
order of a. 

2.5. Lemma. If k + 1 is the order of an element a of a SP-ring then a* is the 
(essentially unique) associated idempotent of a. 

Proof. If k = 1, then a is idempotent and forms its own associated idem- 
potent. Let k > 1. It is necessary to show (see [1]) that 

(i) a* is idempotent 

(ii) a-a*=a 

(iii) a + 1 — a* is a non-0-divisor. 

(i) and (ii) are straightforward. If (a + 1— a*)b = 0, (6+ 0), thenab+b=a*b, 
or a*b + ab = ab, whence a?b = 0, or ab = 0. Then 0 + b— a*b=0, which 
implies the contradiction 6 = 0. q. e. d. 

The following lemma, which may be readily proved, clarifies the situation 
with regard to the fact that an infinite number of powers of an element are 
the “same” element. 

2.6. Lemma. Jf a (+ 0) is an element of order k + 1 of a SP-ring, then 
a™ = a" if and only if m = n (modulo k). 

It is an immediate specialization that if a*+!=u, then for all integers 
n = 0, a**+1— a. It follows that there exists “essentially” one, and only one, 
power of an element which is idempotent; for if (a")?= a’, then r = mk for 
some m, whence a’ = a*. We designate the associated idempotent a* of a by a®, 
as in [1]. The “usual” rules for exponentiation are fulfilled, except that a® is 
not necessarily defined to be the identity, and negative exponents are not 
defined. 

2.7. Lemma. The associated idempotent of any power of an element a 
is the same element as the associated idempotent of a. 
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2.8. Lemma. An element of R is a unit if and only.éf its associated idempotent 
is the identity of R. 

2.9. Lemma. In a SP-ring if a ~ b and if h + 1 and k + 1 are, respectively, 
the orders of a and b, and if q = lem (h, k), then 

(i) at= a®; b¢= 5°; (ab)*= a°b°= (ab)° 

(ii) (@ Ub)*= a® U b°= (a UD), and 

(a 7\ b)*=.a° 7, b°= (ar b)®. 

Proof. All these identities are readily verified — for example, the first 

equation of (ii): 


(a b)*= (a + b—a%b)*= [a + (1 —a®)}¢ 
= 
=at+ 5 (2) ae-ror(1 — ay + be(1 — a)" 
r=1 


Since a ~ b, a*-*b'= a°b*= a°b®; and since 1—a® is idempotent, (1—a®)’ 
= 1—a®. Therefore the summation portion of the expansion is seen to vanish 
and so 
(a U b)*= at+ 6*(1 — a®) = a® + 6°(1 — a) 
= a°Ub°. 

2.10. Theorem. An arbitrary ring R, with identity, and not having nilpotent 
elements, is a simply periodic ring if, and only if, some power of every element is 
idempotent. 

Proof. The necessity of the condition has already been shown inasmuch as 
every element of a simply periodic ring has an associated idempotent, which 
is a power of the element. 

Conversely, suppose, for a+ 0 in R, (a‘)?= at. If t= 1, then a?= a. For 
t > 1, consider 


t-1 
(at+1— a)t= (at+})'= ( . ) (at+1)*-1qi + at. 
i=1 \* 

In view of the idempotency of a‘, (a‘t')'= (a‘)'t!= a‘. Similarly, 
(a*+1)*-*. af— (at)*-*+1. qt= at. Therefore, we may write: 

(at +1— a)t= a‘(1—t F a feee yg 1). 
(We note that the “identification” of the identity of R with the integer 1 is 
justifiable here; in fact, this is merely an abbreviated way of writing 
a’— (a*+ -+++at)+—->--, ete.) 

The series factor on the right of the expansion is the sum of the binomial 
coefficients, which vanishes. Accordingly, (a‘+!—a)*= 0. Since R has, by 
hypothesis, no proper nilpotent element, we necessarily have: a*+!= a. That 
is, R is a simply periodic ring. q. e. d. 

2.11. Corollary. Hvery finite ring without nilpotent elements is a simply 
periodic ring. (If a*+*= a*, then a** is idempotent.) 

2.12. Corollary. The ring of residues of integers modulo m is a SP-ring if, 
and only if, m is the product of non-repeated prime factors. 








(Um 
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2.13. Counter-example for semigroups. It is a surprising fact that theo- 
rem 2.10, in spite of its exclusive concern with the multiplication of the ring, 
does not hold for multiplicative semigroups! The following example (which has 
been checked for associativity) points this out. 


x0123 465 (2%)2= 22 
ss a ee -™ 
0000000 ah 
101283465 
2024042 (5*)?= 5? 
3030303 

404404 4 (commutative) 
56052341 


This semigroup (commutative) has an identity, contains no nilpotent 
elements, and a power of each element is idempotent. However, there is no 
integer n > 1 such that 2"= 2. 

It would follow, then, that this semigroup could not possibly form the 
multiplicative system of a ring. We can, in fact, verify this directly. Assume 
that an addition exists so as to make the semigroup the multiplicative part of a 
ring. Since (2?)?= 2*, we have 2#(2— 1) = 0, or 4(4— 1) = 0. By reference 
to the multiplication table, either 4—1=0, or else 4—1 = 3. However, 
4—1+ 0, since 4+ 1, hence necessarily, 4— 1 = 3, and so 1 + 3 = 4. But 
then 4 = 2.4 = 2(1 + 3) = 2.14 23 = 2+ 0= 2. This says that 4 = 2 in the 
ring, which is a contradiction. 


3. The Decomposition Theorems for SP-Rings 


The periodicity restriction of SP-rings adds little essential to the maximal 
compatible set analysis which has been developed for associative rings in [1]. 
It is noted, as incidental, that all of those theorems could have been developed 
for SP-rings without any recourse whatsoever to the subdirect structure. 

The theory regarding decomposition of the ring by the local semigroup 
domains (m-domains) takes on some elegance in the case of SP-rings by virtue 
of the fact that, as might be surmised, the m-domains turn out to be multipli- 
cative groups. There is some gain, however, in defining these sets differently, 
ab initio, for the SP-ring, and then showing their identification later. 

3.1. Definition. Local group (m-group). A proper subset G of elements 
of the SP-ring R which independently fulfils the group postulates, and which 
is a maximal set (in the sense that no additional elements of R can be adjoined 
to it so as to form an over-group of @ having the same local identity) is called 
a local group (or m-group) of R. Its identity is called a local identity, or m- 
identity. It is accepted that a SP-ring contains such m-groups, since each 
idempotent by itself forms a group, which must be contained in a maximal 
such group. 

3.2. Theorem. Jf G, is a m-group, with e as local identity, in a SP-ring R, 
then G, contains precisely those elements, a € R, such that a°= e; and conversely, 
these elements form a m-group with identity e. 
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Proof. We show the converse first. Let {a} be the totality of elements of R 
such that a°= e, for a given nonzero idempotent e. The set {a} is not vacuous, 
since ¢ itself belongs to it. We show that each element has an inverse in {a} 
with respect to e as local identity. If a has order A + 1, then a®°= a*-!-a=e. 
By lemma 2.7, a*-1¢€ {a}. The set {a} is closed, inasmuch as (ab)®= a°b°= e? =e. 
The existence of identity, and associativity, were a priori. Therefore {a} forms 
a multiplicative group with identity e. Write {a} = G,. 

If @’ 2 G, is an encompassing group, and if c € G’, then, since the cancella- 
tion law holds (with respect to e as identity, it must be remembered), 
e = ce°= ce implies that c°= e, whence c ¢ G,. 

In the reverse direction, if b € G,, then if k + 1 is the order of b, b°= b* € G,. 
Since G, contains (as a group) only one idempotent, it follows that 6°= e. 
Therefore, all the elements of G, have e as their associated idempotent. The 
maximality of G, assures that all such elements are included. q. e. d. 

We note, therefore, that the so-called local groups (m-groups) are precisely 
the counterparts of the m-domains of the more general theory. We know, then, 
that each idempotent element e of a SP-ring R is uniquely associated with one 
m-group, whose identity it forms, and, moreover, G,= eU, where U is the set 
of units of R. Also, from the more general theory, these m-groups are disjoint, 
and so effect a decomposition of R into mutually disjoint m-groups. 


3.3. Counter-example for rings with nilpotents. A simple example will show 
that such a decomposition is not available for rings having nilpotent elements, 
even if they are finite rings (hence “periodic” but not simply periodic). Con- 
sider the ring of integers modulo 12: the idempotents of (12) are: 0, 1, 4, 9. 
There are four “local groups”’, as follows: 


G,= {1, 5, 7, 11}; Gy= {4, 8}; G,= {9, 3}; G= {0}. 


This is not a decomposition of (12), since the elements 2, 6 and 10 are not 
represented. In fact, it may easily be shown that, for example, 2 could not 
belong to any local group; for then, 4 and 8 would belong to the group; but, 
2.2 = 2.8, where 2 + 8, hence the cancellation law would not hold. 

3.4. Example SP-ring. The ring of residues modulo 30 is a SP-ring 
(see 2.11. Corollary). It is readily verified that a°= a for all elements, although 
some have lesser order. The unit elements are, of course, the positive integers 
<30 which are relatively prime to 30. (@ (30) of them, where 9 is the so- 
called “Euler function”:) We will note that the elements 6, 10, 15 are atoms 
of the Boolean algebra formed by J; and also that these particular elements 
are precisely those which generate idem-ideals in the m-groups. We note, also, 
that not every idempotent element is associated with a non-idempotent; 
e.g. 15. 

Ring of residues modulo 30. 

Units: 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 = U 
Idempotents: 0, 1, 6, 10, 15, 16, 21, 25 = J 
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Maximal sets uJ = M 


M= 0, 1, 6,10, 15, 16, 21, 25 
M= 0, 7, 12, 10, 15, 22, 27, 25 
M= 0,11, 6, 20, 15, 26,21, 5 
M= 0,13, 18, 10, 15, 28, 3, 25 
M= 0,17, 12, 20,15, 2,27, 5 
M= 0,19, 24, 10,15, 4, 9, 25 
M= 0, 23, 18, 20,15, 8, 3, 5 
M= 0, 29, 24, 20,15,14, 9, 5 
(the arrangement has been made so as to obtain the local groups by reading 


down the ‘“‘columns’’) 
m-groups (local groups): eU = G 


G= 0 

G= 1, 7,11, 13, 17, 19, 23, 29 
G= 6,12, 18, 24 

G = 10, 20 

G=15 


G= 2, 4, 8, 14, 16, 22, 26, 28 
G= 3, 9, 21,27 
G= 5,25 


The various verifications of theorems may be made from the above display. 
Resi iue class rings are not, of course, the only finite rings which are SP-rings. 
Any direct sum of a finite number of finite fields may be taken; and, as we 
shall see, any subdirect sum. 

3.5. Theorem. The decomposition of the SP-ring R into disjoint multi- 
plicative groups ts unique. 

Proof. Consider a decomposition of R, R= U ,G, (where U is logical join) 
into disjoint multiplicative groups. If zero belongs to one of these groups, it is a 
trivial appendage, there being no proper zero divisors; hence we shall under- 
stand that none of the groups G, contains 0. 

If a particular group G, of the given join is not “maximal” (i.e. not a 
m-group), then there exists a local G, in R which properly contains it: G,c G,. 
By hypothesis, U ,G, covers all the elements of R, and so there exists at least 
one group of this join, say G, («+ y), which has a non-empty intersection 
with G,; ie. GN G, is not vacuous. 

Now, the non-empty set G, G, is a simply periodic semigroup (multi- 
plicative counterpart of a SP-ring), and contains at least one idempotent 
element e. Since G, and G,, as groups, must each contain precisely one idem- 
potent element, the element e must belong both to G, and G,. But e must 
belong also to G,, which is contained in G,. This implies that G, and G@, are not 
disjoint, which is a contradiction of hypothesis. Therefore, each group of the 
given join is necessarily a local (m-) group. 

Let R = U,G,= U,,G, be two decompositions of R into disjoint m-groups. 
Then if G, is an m-group on the left, with local identity e, this idempotent 
23* 
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. belongs to precisely one m-group on the right, and uniquely determines that 
m-group — and conversely. q. e. d. 

3.6. Corollary. The necessary and sufficient conditions that a SP-ring be a 
field is that 0 and | are the only idempotents of R. 


4. Structure Theorems 


We now look more closely into the particular structure, ideal-theoretic and 
subdirect, of SP-rings. We already know, as has been stated, that they are 
subdirect sums of fields of finite characteristic. However, we wish to see, as we 
did in the general case of associate rings, how the ring itself may be used to 
turn out suitable component fields. 

4.1. Lemma. In a SP-ring, every principal ideal is generated by an idem- 
potent element (i.e. all principal ideals are idem-ideals ). 

Proof. Let (a) be a principal ideal generated by the element a R. If 
a*+1— a, then a*= a® belongs to (a), and so (a°) ¢ (a). But it is clear that 
a(= a- a) belongs to (a°), and so (a) ¢ (a°). Therefore, (a) = (a°). 

4.2. Theorem. I/ M is a minimal ideal of a SP-ring R, then (i) M is a sub- 
field of R; (ii) M less 0 coincides with one of the m-groups G of R in the local 
group decomposition of R (i.e. M is an idem-ideal ). 

Proof. Let a€¢M. Since M is an ideal in R, the set Mac M. Also, 
R(Ma) C Ma, and r,m,a— r,m,a = (r,m,— r,m,)a € Ma (7,6 R; me M). 

Thus, Ma is an ideal in R, and because of the minimality of M, either 
Ma = (0), or else Ma = M. However, if a+ 0, and M+ (0), Ma + (0), since 
a€M, and a? + 0. 

Since then Ma = M, the equation xa = b is solvable for x in M, (a, b, 
arbitrary, a + 0, in M). Therefore, the ideal M forms a group under multiplica- 
tion. Since a°(= a*, where a*+!= a) belongs to M and is idempotent (+ 0), 
this idempotent is perforce the identity of M. However, a(+ 0) was chosen 
arbitrarily in M, hence all the elements of IM have the same associated idem- 
potent (= a°), and no other nonzero idempotent belongs to M. 

If M’ is a multiplicative group containing MN; M’ 2M; then M’ contains 
the same (idempotent) identity e as M. If x’ € M’, then since e € M, z’e= x EM, 
so that M’ c M, whence M = M’. That is, M forms a maximal group (m-group) 
in R. 

Therefore, every minimal ideal of R (less 0) is an m-group of R, and clearly 
is an idem-ideal. q. e. d. 

Note. It is obvious that the converse proposition need not hold: i.e. it is not. 
necessarily true that the m-group of R are fields, and examples already given 
show that an m-group is not, in general, even additively closed. The actual 
existence of minimal ideals in R has not been implied; conditions for their 
existence is an open question. 

We define the additive order of an element a to be the least integer m such 
that the sum a + a + --- + a@=0, where there are m terms in the summand. 
We denote this summation by writing ma = 0. If n is not least, but na = 0, 
we simply call n an additive order for a. 
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The following theorem has been already proved by Jacoxpson [8] for a 
similar type of ring not necessarily having an identity. The proof here is, of 
course, very much simplified. 

4.3. Theorem. Every element a of a SP-ring R has a finite additive order, 
which may be fixed for all elements. 

Proof. If, for some integer m, it is known that m - 1 = 0, we are done, for 
plainly m -a= 0, for all a¢ R. Assume that z= 1 + 1+ 0. Since, for some 
natural number r, z*+!= z, we have z"+!— z = 0, whici: implies that 1 has a 
finite additive order, say m. q. e. d. 

4.4. Corollary. The integer m which serves as the additive order for the 
identity of R, is a product of non-repeated primes. 

Proof. The ring of residues modulo m is isomorphic to a subring of R, and 
is not simply periodic unless m is a product of non-repeated primes. q.e.d. 

The following theorem is merely the extension of a theorem of [2] to the 
SP-rings, plus direct application of theorem 4.2. 

4.5. Theorem. A principal ideal (idem-ideal), (e), is a field in R if, and 
only if, (e) contains precisely the one nonzero idempotent e; it is then an ideal- 
field of R and a minimal ideal in R. 

4.6. Theorem. A principal (idem-) ideal (f) in a SP-ring is maximal if, 
and only if, it is of form (1 — e), where (e) is an ideal-field. 

Proof. Let ({) be maximal in R. Since (f) is the annihilator of a principal 
ideal (e), we may write (f) = (1 —e) (= A(e)) (see [2]). We show that (e) 
contains only the one (nonzero) idempotent, e itself. 

Assume that g (+ 0) € (e), where g is idempotent. We know that eg = g 
(lemma of [2]). Because of the assumed maximality of the ideal (1 — e), there 
exist x, y € R such that [1 —e]z + gy = 1. ((e) + (l—e) = R). Since g = eg, 
g annihilates (1 — e), hence g[l1 —e]a+gy=0+gy=g. 

But also, e[1—e]zx+egy=0+ gy =g. 

Therefore, g = e. 

Conversely, we know that (e) + (l—e) = R, and (1 — e) 4 (e) = (0). Let 
b (+ 0) be an element of R not in the ideal (1 — e). Then (6°) ¢ (1 — e), since 
b € (b°). Consider the ideal sum: 

(A) (1—e) + (6) = (L—e) + (6°). 

If 6°= e, this sum is R. If b° + e, then b° ¢ (e), sirce (e) contains no other 
distinct nonzero idempotent than e. (Also, since b + 0, b° + 0.) 

Consider the idempotent element b°%e. Since b%e ¢€ (e), it follows that either 
b%e = e, or else that b%e = 0. In the latter case, b°e = 0 implies that be = 0, 
whence } belongs to the annihilator 2(e) = (1— e). This is a contradiction. 
Hence, it must be concluded that b%e = e. 

Now, the element 1 — e + b°e of the ideal sum (A) equals 1, and so (1 — e) + 
+ (b) = R. Since b was arbitrarily chosen as any element not in (1 — e), the 
ideal (1 — e) is maximal in R. q. e. d. 

Specializing the results of the general case, (see [2]) we know that the 
totality E of elements e which yield the ideal-field (e) in a SP-ring are precisely 
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_ the atoms of the Boolean subalgebra (J, +, #) = (J, <), and under the com- 
plete atomistic condition on J, we have that a SP-ring is a subdirect sum of the 
ideal-fields of R. 

4.7. Definition. A simply periodic bounded ring (denoted by SPB ring) 
is a SP ring in which there is an upper bound for the exponents k for which 
a*+1— a (k least). The generalized Boolean rings (p and p* rings) are, of course, 
in this category. The following refinement for the subdirect structure of such 
rings is possible. 

4.8. Theorem. A SPB ring is a subdirect sum of finite fields F;, of charac- 
teristic p,, where the p,; are bounded. Conversely, if. the multiplicative order of the 
component fields is bounded, the class of SPB rings is coextensive with the class 
of such subdirect sums of finite fields. 

Proof. By 3.7, the identity of R has a finite additive order m, which 
requires that each component field F, of the subdirect sum be of finite charac- 
teristic and have additive order which is a prime divisor of m. 

Let N be a bound for the exponents of elements of R; i.e. all exponents k 
such that a**+!= a (k least) are such that k< N. Every non-zero element a; 
of F, has the property that for some (least) k, a§+1= 1, inasmuch as a, will 
appear in this i-component for some a in R (where a*+!= a). Since F, is a field, 
a* = 1. There can exist in F; at most k solutions for the equation z*= 1. 
Moreover, since there exist at most a finite number of elements a; of F; satis- 
fying equations of form a* = 1 (there being a finite number of integers k < N), 
and since every element of F; must satisfy such an equation, F, is necessarily 
a finite field. 

Given a direct sum 5” of finite fields, even where the characteristics are 
bounded by the integer m, it is not necessarily true that >* contains only 
elements which are periodic. The fact that a finite field has prime characteristic p, 
for example, tells us that the multiplicative order of its elements is p*, but k is 
not qualified; ie., k may be unbounded if we have an infinite number of 
component fields, and hence a given element of the direct sum may fail to be 
periodic. However, if there is a bound for the multiplicative orders of the 
component fields, then it is seen that every element of the direct sum — and 
so of every subdirect sum — is a periodic element. q. e. d. 

By theorem 3.6, we have seen that the minimal ideals of a SP ring R are 
subfields of R. Therefore, we may revise the ideal-domain condition of 3.8 to 
the ideal-field condition: every iden.-ideol contains a minimal idem-ideal. This 
minimal ideal, as a field, can contain only one non-zero idempotent, and hence 
is an ideal-field. Under this ccadition, a SP ring becomes a cubdirect sum of 
its ideal-fields [2]. We have 

4.9. Theorem. If the ideal-field condition holds in a SPB ring R, then if R 
contains onl: a finite number of idempotent elements, R is a finite ring. In 
particular, a SPB ring with one, and only one, non-zero idempotent is a finite 
jield. 

Proof. There can exist only a finite number of ideal fields in the subdirect 
sum representation of R in terms of its ideal-field components; hence, R is a 
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t subdirect sum of a finite number of finite fields, and so is finite. For the final 
statement, R is a subdirect sum (hence isomorphic to) precisely one finite 
field. q. e. d. 
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Periodenrelationen ausgearteter komplexer Periodentori 
Von 


Kiats KoprerMaANn in Minster (Westf.) 


§ 0. Einleitung 


0.1. Die Theorie der im €* meromorphen Funktionen mit 2” reell unabhan- 
gigen Perioden entstand aus dem Umkehrproblem von Jacosr. RrEMANN und 
Weterstrass verdanken wir die Loslésung dieser Theorie vom Umkehr- 
problem. Sie formulierten bereits die Periodenrelationen, aber erst spater 
gelang der Beweis, daB diese Relationen notwendig und hinreichend fiir die 
Existenz von n algebraisch unabhangigen, meromorphen Funktionen mit diesen 
Perioden sind. Porncar&é und Picarp bewiesen, daB aus der Existenz solcher 
Funktionen die Periodenrelationen folgen. Insbesondere zeigte Porncar£, daB 
jede im (* meromorphe Funktion als Quotient zweier lokal teilerfremden 
intermediaren Funktionen darstellbar ist. WirTincER konnte mit Hilfe der 
Theorie der Thetareihen zeigen, da3 die Periodenrelationen fiir die Existenz 
solcher algebraisch unabhangigen Funktionen hinreichen. 

Damit war der Beweis vollstandig. Spater wurden weitere Beweise ent- 
wickelt. Hier interessieren insbesondere systematische Beweisverfahren, die 
von der Theorie der meromorphen Funktionen mit 2n reell unabhangigen 
Perioden ausgehen und direkt tiber Quotientendarstellungen mittels inter- 
mediarer Funktionen zu den Periodenrelationen fiihren. APPELL [1] schuf fiir 
n = 2 als erster mit Hilfe von Ergebnissen von Fropentvus [5] eine solche 
Theorie. Sie wurde spaéter von Conrorto [3, 4] und Srecet [7] auf beliebige 
Dimensionen tibertragen. 

0.2. Die meromorphen Funktionen mit 2n reell unabhangigen Perioden 
kann man auffassen als meromorphe Funktionen iiber einem Torus, den man 
erhalt, indem man entsprechende Randpunkte des durch die 2n Perioden 
aufgespannten Parallelotops identifiziert. 

Allgemein ist ein Torus 7* eine komplex n-dimensionale, komplexe 
Mannigfaltigkeit, die topologisch durch das 2n-fache Produkt der 1-Sphiare 
gegeben ist. 

Spezielle Tori sind die Periodentori. Ein Periodentorus 7" ist ein 
Torus 7", der durch den Quotienten des €* nach einem diskreten, durch 
2n reell unabhangigen Vektoren p,, . . ., p,, aufgespannten Gitter i gegeben 
ist. Die A erzeugenden Vektoren p,, . . ., P2, faBt man zu der Periodenmatrix 
P:= (p,,.--, Pen) zusammen — die Vektoren p,, 1 < j < 2n, werden dabei 
als Spaltenvektoren geschrieben — und nennt jedes Element des durch sie 
bestimmten Gitters A im (* eine Periode. Man sagt, das Gitter A oder die 
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Perioden p,;, 1 S j S 2n, oder die Periodenmatrix P erzeugen den Perioden- 
torus 7*= (*/A. 

Man kann zeigen, daB die Periodentori genau die Tori mit Kahlerscher 
Metrik sind. Man wei8, daB fiir n = 1, 2 jeder Torus eine Kahlersche Metrik 
besitzt. Man hat eine vollstandige Ubersicht iiber die iniquivalenten Kahler- 
schen Tori vermége der Darstellung 7" = (*/A. 

Der Kérper der meromorphen Funktionen eines Torus 7” ist nach einem 
Satz von CHow und RemMeERT [2,6] iiber beliebige kompakte komplexe 
Raume isomorph einer einfachen algebraischen Erweiterung eines Korpers in 
héchstens n Unbestimmten itiber dem Kérper € der komplexen Zahien. 

Man nennt einen Torus nichtausgeartet, wenn der Transzendenzgrad 
seines Funktionenk6érpers mit seiner komplexen Dimension tibereinstimmt. Ist 
der Transzendenzgrad kleiner, so hei®Bt der Torus ausgeartet. Reduziert sich 
der Funktionenkérper auf die Konstanten, so heiB®t der Torus vollig ausgeartet. 

Eindimensionale Tori sind immer nichtausgeartet. Mehrdimensionale Tori 
kénnen vollig ausgeartet sein (s. das Beispiel von Srecet [7, 8. 104] und die 
Beispielserie am Ende dieser Arbeit). 

0.3. Man kann den erzeugenden Perioden bereits ansehen, ob der zugeh6rige 
Torus nichtausgeartet ist. Notwendig und hinreichend dafir sind die so- 
genannten Periodenrelationen. Es gilt bekanntlich der Satz: 


Satz 1: Der durch die Periodenmatrix P erzeugte Torus T” ist genau dann 
nichtausgeartet, wenn es eine positiv definite Hermitesche Matrix I gibt, so dag 
Im P* I’ P ganz ist"). 

In der vorliegenden Arbeit sollen Periodenrelationen fir beliebige kom- 
plexe Periodentori aufgestellt werden. Ist L eine Hermitesche Matrix, so bedeute 
L> 0, daB L positiv definit ist, Z = 0, daB L positiv semidefinit ist. Dann 
14Bt sich der angekiindigte Satz formulieren: 

Satz 2: J” sei ein Periodentorus, erzeugt im ©" durch die Perioden der 
Periodenmatrix P, K(T") sei sein meromorpher Funktionenkérper, Tgd K (7) 
sei der Transzendenzgrad von K(T™) iiber dem Korper der komplexen Zahlen C. 
Dann ist Tgd K (7) = — (I = 0 und Im PI’ P ganz). 


0.4. In §1 wird me von ConFrorto [3,4] und Srecer [7] ausgebaute 
Beweisverfahren von Satz 1 skizziert. In § 2 wird Satz 2 bewiesen. § 3 bringt 
cinfache Anwendungen des Satzes 2. 

Wenn im folgenden von Tori die Rede ist, sollen immer Periodentori 
gemeint sein. 


Herrn Professor Dr. H. Bennke und den Herren Dozenten Dr. H. Gravert und 
Dr. R. Remmert méchte ich fiir ihre Anregungen und Ratschlige danken. 

:) Men — leicht zeigen, daB dieser Satz aquivalent ist mit folgendem 
Satz: Der durch die Perioden der Periodenmatrix P erzeugte Torus T” ist genau dann nicht- 
ausgeurtet, wenn eine reguldre, ganzzahlige 2n-Matriz R existiert, so daB R'= —R, PRP'=0 
und i PR P' negativ definit ist. 

Zum Beweise setze man nur R:= k(Im PI’ P)-', wo k eine hinreichend groBe natiir- 
liche Zahl ist, bzw. I”: = (—i PR P*)-'. 
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§ 1. Ein Beweis von Satz 1 

Der Beweis von Satz 1 ist nicht einfach. 

Im Laufe der Zeit sind mehrere Beweise entwickelt worden. Hier soll nur 
eine Beweisskizze der Verfahren von Conrorto [3, 4] und Srecet [7] gebracht 
werden, soweit sie im folgenden gebraucht wird. 

Sehr haufig braucht man in dieser Theorie den Begriff der intermediaren 
oder Jacobischen Funktion oder Thetafunktion. 

Definition (intermedidre Funktion): Eine im (* definierte, komplexwertige 
Funktion p : ("+ C', holomorph, heiBt intermedidr beziiglich des Gitters A, wenn 
fiir alle Perioden p € A eine lineare Funktion |, ezxistiert, so daB 


plz + p) = "© oz) 
ist. p: ("+ C heift iniermedidr, wenn ein Gitter A existiert, beziiglich dessen 
y intermediar ist. 

Fir die das Gitter A aufspannenden Perioden 7,, ..., p., kann man auch 

schreiben 

(Zz + Pa) = C2 7*(CZ +9 H(z) h=1,...,2n. 
Hierbei ist e, der h-te Spalteneinheitsvektor mit 2n Elementen, Q eine komplex- 
wertige (n, 2n)-Matrix und a ein 2n-Spaltenvektor. Q nennt man die zu (g, P) 
gehorige 2. Periodenmatrix. 

Nach einem Satz von Porncars kann man jede im (* meromorphe Funktion 
als Quotienten zweier lokal teilerfremden, holomorphen Funktionen darstellen. 

Fir Funktionen / ¢ K(€*/A) gilt dariiber hinaus (s. etwa Conrorto [4, 
S. 55)): 

Satz 3: Jede Funktion f ¢ K(C"/A) ist darstellbar als Quotient zweier lokal 
teilerfremden beziiglich A intermediiren Funktionen go, wy: f= re Endlich 
viele Funktionen },,...,f/,< K(€"/A) sind simultan darstellbar als Quotienten 
von r + 1 nicht notwendig lokal icilerfremden, beziiglich A intermedidren Funk- 
tionen gy, und wp: fp=~ ,i=1,...,1. 

Sei nun eine solche Quotientendarstellung gegeben, so gilt (s. Sreceu [7, 
S. 60)): 

Satz 4: Ist @ eine beziiglich der Periodenmatrix P (erzeugt A!) intermediére 
Funktion, so existieren eine quadratische, holomorphe Funktion q, eine reelle 
Konstante k und eine Hermitesche Matrix H, so daf fiir alle z € (* gilt: 

le ee" < ket BF. 
Stammen endlich viele, beziiglich der Periodenmatrix P intermedidre Funktionen 
aus einer Simulltanquotientendarstellung von Funktionen aus K(C*/A), so kann 
man fiir alle Abschitzungen die gleiche Funktion q, die gleiche Konstante k und 
die gleiche Matrix H nehmen. 

Zusatz: Die zur sogenannten groBen Periodenmatriz (5) gehérige inverse 


Matriz lépt sich in der Form (GG) schreiben. Dann gelten wegen ( a (GG) = Ee, 
die Gleichungen PG = E,, PG = O,. Nun kann man nach der klassischen Theorie 
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eine schiefsymmetrische, ganzzahlige Matrix N finden, so dap H = iG‘ N G wird. 
Ist Q die 2. Periodenmatrixz von (p, P), so gilt dariiber hinaus P'Q— Q' P = N. 
Offenbar ist dann H = iG'NG =iGtP'*QG—i@'Q' PG =iQG. 

Ist nun K(C*/A) nichtausgeartet, so existiert eine Funktion f ¢ K(C*/A), 
die genau die Perioden des Gitters A besitzt und keine weiteren. Fiir eine solche, 
sogenannte nichtausgeartete Funktion aus K (€"/A) ist die Matrix H, die in der 
Abschatzung nach Satz 4 fiir eine in der Quotientendarstellung von f nach 
Satz 3 existierenden intermediéren Funktion vorkommt, positiv definit. 
Wegen dieser Eigenschaft erhalt man sofort die Periodenrelationen des Satzes 1. 

Sind umgekehrt die Periodenrelationen des Satzes 1 mit einer positiv 
definiten Matrix J" erfillt, so kann man die Periodenmatrix P mit einer uni- 
modularen Matrix M und einer reguliren Matrix A in *P:= APM = (E, T) 
transformieren. Aus der Giiltigkeit der Periodenrelationen folgt mit Hilfe eines 
Matrizensatzes von FRoBENtIus die Existenz einer Diagonalmatrix 


d, 
a:-(" via ) d,/.../d,+0, 
d,, 


derart da8 A T symmetrisch und Im A T positiv definit ist. Jetzt kann man n 
algebraisch unabhangige Funktionen mit den Perioden * P konstruieren, denn 
es gilt (s. etwa Conrorto [4, 1. Kap., Abschn. ITI]) der 

Satz 5: Existiert zur Periodenmatriz *P = (E, T) eine Diagonalmatriz 


qd, 
a:-(" ' ne d,/.°*d,/+0, 


so daB AT symmetrisch und ImAT > 0 ist, so existieren n algebraisch un- 
abhingige meromorphe Funktionen mit den Perioden * P. 

Satz 5 wird bewiesen, indem man zu *P mittels Thetareihen intermediare 
Funktionen konstruiert und anschlieBend zwei geeignete intermediére Funk- 
tionen durcheinander dividiert. Man erhalt so eine meromorphe Funktion mit 
genau den Perioden aus dem Gitter, das durch *P aufgespannt wird. Hierzu 
erhalt man sofort n algebraisch unabhangige meromorphe Funktionen. 

Um zum SchluB n algebraisch unabhangige Funktionen mit den PeriodenP 
zu bekommen, braucht man nur die regulére Variablentransformation 
z*= A-'zauszufihren. Dann erhalt man némlich Funktionen mit den Perioden 
A-1*P = PM und damit auch mit den Perioden P, da die Multiplikation mit 
einer unimodularen Matrix M das durch P aufgespannte Gitter invariant laBt. 

Im folgenden werden nur die Satze 3, 4, 5 und der Zusatz von Satz 4 benutzt. 


§ 2. Beweis von Satz 2 
A. Zunichst wird die Existenz einer Matrix J" bewiesen mit 
I= 0, RgI = Tgd K (C*/A), Im P* IP ganzzahlig. 


Dazu dient der folgende Hilfssatz : 
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Hilfssatz a: Sei f,,...,f,€ K(€*/A) eine Transzendenzbasis von K (€"/A), 


i, = _ eine Quotientendarstellung der f, (i=1,...,t) mittels der inter- 
medidren Funktionen 9; (j = 1,...,¢+ 1) (nach Satz 3), |p,(z)et| < ke*#* 
eine Abschitzung der Funktionen ; (j = 1, ...,¢ + 1) (nach Satz 4). 

Dann ist 1a. H = 0 und 2a. Tgd K(C*/A) = t < RgH. 

Beweis: la. Da die Abschaitzungen der intermediiren Funktionen 9; 
(j= 1,...,¢+ 1) erhalten bleiben, wenn man die Variablen z einer regularen 
Variablentransformation z*= Az des (" unterwirft (dabei wird H regular 
kongruent transformiert), nehme man 0.B.d.A. an, die Hermitesche Matrix 
H sei bereits auf Hauptachsen transformiert. Es gelte also 





|p; (z)e* | < kelset ap Br be—2r4a2rgi—"*'— Late) 


Die holomorphen Funktionen. g,e* sind also in den Variablen z,,,, .. ., z, 
beschrankt, mithin konstant. Das gilt also auch fiir die Funktionen der Tran- 
szendenzbasis /,,...,/, und damit fir simtliche Funktionen des Kérpers 
K(C"/A), wie man sofort sieht. K(C*/A) l4Bt sich also als Kérper von 
Funktionen iiber einem r-dimensionalen Unterraum des (" auffassen. 


Angenommen, es sei r < s. Man wahle 2, . . ., 2 so, daB eine der Funk- 
tionen g; (j= 1,...,¢+ 1) an dieser Stelle von 0 verschieden ist, etwa 
Pio (2, ..., 2, .. .) + 0. Halt man auch noch die ibrigen Variablen bis auf 


2-4, fest, so erhalt man dafiir die Abschitzung e*+:*+:<c¢ mit einer 
positiven Konstanten c. Das ist offenbar ein Widerspruch. Mithin ist r = s, 
d.h. H = 0, q.e.d. 


2a. Nach Srecet [7, S. 101]*) sind die Funktionen aus K (C*/A) Funktionen 
auf einem nichtausgearteten Torus, der im (€" durch 2q reell unabhangige 
Vektoren aufgespannt wird. Im Restraum sind die Funktionen konstant. Da die 
Funktionen aber héchstens in einem r-dimensionalen Unterraum nicht konstant 
sein kénnen, ist Tgd K(C*/A) < q 5 r=s= RgH, q.e.d. 

Der Hilfssatz garantiert also die Existenz einer Hermiteschen Matrix H mit 
H2=0O und TgdK (C/A) <= RgH. Setzt man nun I’:= 2H, so ist [= 0, 
Tgd K (C*/A) < Rg'undIm P'[’P = 21m P'H P=2Re P*QG P=2Re NG P=N, 
also ganzzahlig, man benutze nur der Reihe nach die Relationen (s. Zusatz zu 
Satz 4) [=2H, H=iQG, P*Q=N+Q'‘P und beachte, daB wegen 


GP + GP = E der ReNGP = + N ist. 

Damit ist Teil A des Beweises erledigt. 

B. Um den Hauptsatz zu beweisen, geniigt es nun zu zeigen, da8 fir alle 
Hermiteschen Matrizen [12> 0, fir. die ImP'I’P ganzzahlig ist, gilt 
RgI' <= Tgd K(C*/A). Hierzu dient der Hilfssatz : 

Hilfssatz b: Sei [> 0 (Rg I =:r), ImP'I’P =: N ganzzablig, dann gibt 
es eine unimodulare Matrix M und eine regulire Matrix A, so daB 


*) Man kann den Beweis auch ohne den Satz von Srecet fiihren. Das ist fiir eine ein- 
heitliche Theorie zweckmaBiger. Die Uberlegungen sind nur ein wenig subtiler. 
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1b. die Matrizen *N := M'‘NM,*P:= APM die Gestalt 


*N = (° re und *P = (E, 7) 
bekommen, wobei 
d, 0 
A= 4. , d|.../d,-+0, 
0 0 
2b. A T symmetrisch und ImAT 2 0 ist. 

Beweis: 1b. N = Im P'IJ’P ist schiefsymmetrisch und ganzzahlig, und es 
gilt, da P aus 2n reell unabhangigen Spalten besteht,, Rg Im P'I’P 
= 2RgI’=2r. Nach einem Lemma von Fropenius kann man deshalb N 
unimodular kongruent auf die Matrix 

d 0 
7 0 —A ‘. A, 0 : 
*N = MiNM, = () 9) mit A =(¢ ) an =( eda «Me 0 
transformieren. Nun wahle man eine regulaire Matrix A,, so daB 
_ (‘E, 0 
I, := (Az")'T'Az*= (9) 
wird, was wegen J’ > 0 und RgJ'= r immer méglich ist. 
Sei P,:= A, PM,, dann ist *N = Im P({I, P,. Setzt man voriibergehend 
am @ Pui Pis Pas Pris 
Pi=:(pi. pat Pa Pa 
wobei P,,, P;, r-reihig und P,,, P,, »—r-reihig sind, so ist P,, regular. Das 
folgt so: 

Sei H,:=4 Ty, so ist *N = ImP\I,P,=—i(P,H, P,— PiH, P,). Ist 

(G,G,) die zu =) reziproke Matrix, so ist P,G,= E, P,G,= 0, also G,*N G, 
1 = 
= —iH,= G*N*N*NG, mit 


da *N*N*N =*N ist. Wegen *NG,=—iP{H,, *NG,=iP(H, erhalt man 
H,=—iH,P,*N P{H,. Rechnet man diese Gleichung aus, indem man die 
Matrizen H,, P,, *N explizit einfihrt, so bekommt man 


E,= —i(P,, 471 Pis— P,,4;? Pi) . 


Angenommen, P,, sei singulir, so gibe es einen r-Vektor u+0, so daB 
u‘ P,,= 0 wird. Dann ware aber i‘ Z,u = 0, und das ist ein Widerspruch. Also 
ist P,, regular. 

Ebenso beweist man, daB P,, regular ist. — 

Bisher wei8 man also, daB eine regulére Matrix A, und eine unimodulare 
Matrix M, existieren, so daB *N := M{ NM, ist und die Untermatrizen P,, 
und P,, von P,:= A, PM, regular sind. 
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Sei M, eine unimodulare Permutationsmatrix, die bei Multiplikation mit P, 
von rechts die r + l-te bis n-te oder n + r + 1-te bis 2n-te Spalte von P, 
beliebig untereinander permutiert, so bleibt *N = M‘*NM,, da in den 
betreffenden Zeilen und Spalten von *N nur Nullen stehen. 

Sei M, eine unimodulare Permutationsmatrix, die bei Multiplikation mit P, 
von rechts die k-te mit der n + k-ten (1 = k < r) Spalte von P, vertauscht und 
anschlieBend die k-te Spalte mit —1 multipliziert, so bleibt *N = M}*N M,, 
wie man sofort sieht. 

Es gilt nun der folgende Hilfssatz : 

Hilfssatz ec: Es existiert eine endliche Rethe j,, . . .,j, der Indizes a, b, so daB 
M,:= M,, .. . M;, die Eigenschaft hat: 1e. *N = M$*NM,, 2c. Die n-Unter- 
matrix P; von P’ := (P; P3):= P,M, ist regulér. 

Beweis: 1c. ist trivial, da diese Relation fiir M, und M, anstelle von M, gilt. 

2e. Der Beweis wird durch Induktion iiber die Dimension n gefiihrt. 

Fir n = 1 ist der Satz trivial. Angenommen, er sei fiir alle natiirlichen m < n 
bewiesen. Dann kann man ihn fiir n zeigen, wenn man P, auf geeignete Normal- 
formen transformiert. Auf den elementaren Beweis soll hier verzichtet werden. 

Sei nun A,:= P;~—', so ist A,P’=(#,T)=:*P in der gewiinschten 
Gestalt. Setzt man A:= A,A, und M:= M,M,, so ist *N = M‘NM und 
*P = APM. Damit ist Teil 1 des Hilfssatzes b erwiesen. 

2b. Sei Re 7 =: 7’, ImT =: T”, also T = T’ + iT”. Da die Spalten von 
*P reell unabhangig sind, ist 7” regular. Bildet man die zu *P gehdrige 
Matrix *G mit 


(sp) (*G*G) =z, 

so sieht man, daB 1; p pens 
*G — 2 

1 pes 


ist. Aus *H := i*G'*N*G und 2Im*P'*H*P=*N folgt die Symmetrie 
von AT, und es ergibt sich *H = + AT” -. Da *H = 0 ist, ist es auch 
27"'*H'T” = AT", q.e.d. 

Um die Behauptung B des Beweises fiir die Periodenrelationen zu zeigen, 
geniigt es o. B. d. A. zu zeigen, daB man mindestens r algebraisch unabhangige 
meromorphe Funktionen zu der nach dem Hilfssatz transformierten Perioden- 
matrix *P = (ZT) konstruieren kann. Hat man namlich solche Funktionen 
erhalten, so kann man ebenso viele algebraisch unabhingige zur Perioden- 
matrix P bekommen, wenn man die Variablen im €" mit A-! transformiert, 
da dann die neuen Funktionen in A~!*P = PM periodisch sind. Dann sind 
sie es auch in P, da PM dasselbe Gitter aufspannt wie P. 

Sei also 


d. 0) 
0—A 4, 0 iy in 
*P:= (ET), *N:=(/ q)> 4:= (9 o)- dem ( P J) d,/.../d, +0, 
AT symmetrisch, T’’ regular, 4 T’’ = 0. 
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Sei ferner 


— (Tn rie 
T=:(7 Ts)? 


wobei 7’,, r-reihig und 7',, n — r-reihig ist, so bedeutet die Symmetrie von A 7, 
daB 7,,= 0 und A,7,, symmetrisch ist. Aus 


AT" = (9 7") = 0 und 4, 7%; regulir folgt A,7y, > 0. 

Da also 
E,0 17,0 
*P=(6 E,-, Ts, r.) 


A,7,, symmetrisch, 4,7}; > 0 ist, so kann man nach Satz 5 r algebraisch 
unabhangige meromorphe Funktionen konstruieren, die in den Variablen 
2,43 - ++» Z, konstant sind und in den Variablen z,, . . ., z, die Perioden (Z,7’,,) 
besitzen. Diese Funktionen haben auch die Perioden * P, q. e. d. 


§ 3. Anwendungen von Satz 2 


3.1. Eine Berechnung des Transzendenzgrades des Funktionenkérpers 
eines Periodentorus ist nach Satz 2 meistens umstandlich. Es ist zweckmaBig, 
die Periodenmatrizen geeignet zu klassifizieren und dann nur mit geeigneten 
Reprasentanten zu rechnen. Hierzu dienen die beiden Definitionen: 

Definition (Agquivalenzklassen von Periodenmatrizen): Zwei Perioden- 
matrizen P,, P, heiBen dquivalent (~), wenn eine regulire, komplexwertige 
Matriz A und eine unimodulare Matrix M existieren, so daB P,= AP,M ist. 
Die durch ~ induzierten Aquivalenzklassen heiBen Aquivelenzklassen von 
Periodenmatrizen. 

Definition (Normalformmatriz): Eine Periodenmatrixz 


p =(* 0 Ty 0 
Ne"N\0 Bye, Tu Ts 


heiBt A,-Normalformmatriz, wenn 1. A, eine reguliire Diagonalmatrix mit den 
Diagonalelementen d,,...,d, ist, wobei d,/.../d,, 2. 4,7, symmetrisch, 
Im4,7,, positiv definit ist, 3. alle meromorphen Funktionen mit den Perioden 
Py in den letzten n — r Variablen konstant sind. 

Py heift r-Normalformmatriz oder Normalformmatriz, wenn eine Matrix A, 
existiert, so dap 1, 2, 3 erfiillt sind. 

Jetzt lassen sich unmittelbar aus dem Beweis zu Satz 2 folgende Korollare 
zu Satz 2 formulieren: 

Korollar 1: In jeder Aquivalenzklasse von Periodenmatrizen liegt eine 
Tgd K (C*/A)-Normalformmatriz. 

Jede r-Normaljormmatriz erzeugt einen Torus, dessen Funktionenkdrper den 
Transzendenzgrad r hat. 

Korollar 2: Sémtliche Funktionen auf einem Torus 0"/A(r:= Tgd K (O*/A)) 
sind im (* konstant auf einer Schar zueinander paralleler n — r-dimensionaler 
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Ebenen. Der Quotientenraum des (* nach dieser Ebenenschar ergibt einen nicht- 
ausgearteten Torus (s. auch Srecex [7, 8. 101)). 

3.2. Eine besondere Rolle spielen die in einen nichtausgearteten und einen 
vollig ausgearteten Torus faktorisierbaren Tori. Es gilt, wie man sofort sieht, der 

Satz: Jeder Torus (€*/A ist faktorisierbar in einen nichtausgearteten und 
einen vollig ausgearteten Torus genau dann, wenn eine Tgd K (€*/A)-Normal- 
formmatrix der Art 

E 0 T, 0 
Py= (5 Rae <0 ?) 

existiert, die ("/A erzeugt. 

Es gibt Matrizen, dic nicht in der angegebenen Art faktorisierbar sind, 
z. B. ein 2-dimensionaler Torus 7 mit Tgd K(7') = 1. DaB es solch einen Torus 
gibt, zeigt das 

Beispiel der Periodenmatriz 


P:=(0) i at 


01/2 i 
die einen Torus T erzeugt mit Tgd K(T) = 1. 

Beweis: Es ist sicherlich 1 < TgdK(T) < 2, da einerseits Funktionen 
f(z, 22) € K(T') existieren, die in z, konstant sind und in z, die Perioden (1, #) 
besitzen, und andererseits dim, 7' = 2 ist. 

Angenommen, 7' sei nichtausgeartet, so existiert eine positiv definite 
Matrix I", so daB Im PIP ganz ist. Da J’ Hermitesch ist, kann man 


r= ( Yu sa) 
\Yia Yoo 
setzen. Dann ist 
0 vm v2 V2 —yn — ia 
- 0 —y; —¥; 
Im P' TP = _ A. 2 
0 Yn — y2 Y22 
pyre 0 
ganzzahlig und schiefsymmetrisch. 


Ist 752+ 0, so muB y2 rational sein. 

Ist 32= 0, so kann J" nicht positiv definit sein. 

Jede der beiden Folgerungen ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also 
ist Tgd K(T7') = 1. 

3.3. Nach diesem Beispiel erhebt sich die Frage, welche Transzendenzgrade 
die meromorphen Funktionenkérper auf Periodentori haben kénnen. Im ein- 
dimensionalen Fall gibt es nur nichtausgeartete Tori, denn zu zwei reell 
unabhangigen Perioden gibt es immer eine doppelperiodische, nicht konstante, 
meromorphe Funktion. Fiir héhere Dimensionen gilt: 

Satz: Fiir allen >2 und r mit 0 < r < n existieren Tori T, so daB 
dimg T = n und Tgd K(T) = r ist. 
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Beweis: Seien 


J 10 ¢ 0 

Pp" := (E, iE,), Py:= (04 ys i) 
__ fio sé pr (100 8 o 
Pes (orye): po-(otoyee aa 


*, 7, T3, T, seien die durch P?, P,, Ps, P, resp. erzeugten Tori. Dann ist 7} 
fiir beliebiges n nichtausgeartet, Tgd K(7,) = 1, und 7;, 7, sind vdllig aus- 
geartet. Das rechnet man sofort wie im Beispiel aus 3.2 nach. Nun kann man 
offenbar fiir alle n > 2 und r mit 0 < r < n durch Produktbildung geeigneter 
T?, T,, T;, T, einen Torus T mit dimg T = nund Tgd K (7) = r bilden. Z. B. hat 
fir n = 3 und r = 2 der Torus 7 := T} x 7, die verlangten Eigenschaften. 
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Uber die Existenz eines singularitatenfreien Modells 
einer algebraischen Kurve 


Von 
RaFAaEt MALLOL in Barcelona 


In der vorliegenden Arbeit wird eine notwendige und hinreichende Bedin- 
gung angegeben, damit eine unteilbare und separable A-algebraische Kurve 
des n-dimensionalen projektiven Raumes ein 4-birationales Bild mit nur 
absolut einfachen Punkten besitzt, wo A einen beliebigen kommutativen Kér- 
per darstellt. 

Der Beweis ist konstruktiv und benutzt hauptsachlich Ergebnisse von 
F. K. Scumipr [5], die im nachsten Paragraph 1 zusammengefaBt werden. 
Wenn der Konstantenkérper 4 vollkommen ist, erhalt man als Folge des Be- 
weises ein bekanntes Resultat von W. L. CHow [2]. 

Zu besonderem Dank bin ich Herrn Prof. B. L. vaN DER WAERDEN ver- 
pflichtet, der diese Arbeit durch entscheidende Hinweise geférdert hat. 


§ 1. Vorbereitungen 

Es sei A ein beliebiger kommutativer Kérper, 2 ein Universalbereich fiir 4, 
é ein iiber A transzendentes Element von 2 und K eine solche endliche alge- 
braische Erweiterung von A (&), daB A in K algebraisch abgeschlossen ist. 

Es sei ferner R der Ring der Elemente r = /(&)/g(&) von 4 (&), fiir die 

Grad /(£) < Grad g(€) , 
S der Ring der iiber R ganzen Elemente von K und £ der Ring der iiber A [&] 
ganzen Elemente von K. 

Wir gehen hier von der Arbeit von F. K. Scumiprt [5] aus und betrachten 
mit jedem von Null verschiedenen Element u von K die gréBte ganze Zahl 
o(u), so daB u&e™ in S liegt. 

Die Funktion u — o(u) hat folgende Eigenschaften: 

a) o(uv) > o(u) + o(v); far u € A(E) ist o(uv) = o(u).+ e(v); 

b) e(u + v) = Min (e(u), e(v)); 

ce) Ist uw = f(&)/g(&), wobei {(&) und g(é) Polynome sind, so ist 

o(u) = Grad g(£) — Grad /(é) . 

Definition 1. Hine Basis u,,...,u,, von K iiber A(E) heiBt normal, wenn 
Uso), ., Up 2m) eine Modulbasis von S iiber R ist. 

Satz 1. Ist u,,..., u,, eine. Normalbasis-von K iiber A(é), 80 gilt 


o(u) = Min (9(¢,u,)), wobei u = 2 Pittir Yi € A(E). 


Fir.den Beweis siehe F. K. Scumipt [5], Satz 9. 
Aus der zitierten Arbeit von F. K. Scumipt folgt auBerdem 
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Satz 2. Es sei [K:A(&)] = m. Es seien e,, .. ., €,, tiber A (&) linear unabhiingige 
Elemente von E, 80 ausgewahlt, daB die folgende Bedingung erfiillt ist: 

Ist e€ E und o(e) > e(e;), 80 ist e linear abhiingig von ¢,,..., e;, tiber 
A(é); e, € A. 

Unter diesen Voraussetzungen gilt 

1. €;, .. «5 €m 08st eine Normalbasis von K iiber A(&). 

2. €),. «+ Cm ost eine Modulbasis von E iiber A [E}. 

3. Ist g das Geschlecht von K, so gilt 


m 
9= — 2, e(e:)—m + _ 
i= 


Unter den Voraussetzungen des Satzes 2 gilt ferner 
Satz 3. Ist F der Ring der iiber A[E-"] ganzen Elemente von K, so ist e, &¢,), 
. sy Cm €2 Cm) eine Modulbasis von F iiber A ([E-*). 
Beweis. Da ¢,,...,€m ganze Elemente iiber A[é] sind, so folgt, daB 
8, = e,€¢),i= 1,..., m, ganze Elemente iiber A [é-*] sind. Fs sei s ein iiber 
A[&-*] ganzes Element von KX, dann gibt es eine nicht negative ganze Zahl h, 
so daB s&* « E gilt. Nach der Behauptung 2. des Satzes 2 folgt 


m 
(1) s&*= J’ f,e,, wobei f, ¢ A[E). 
i=1 
Nach Behauptung 1. des Satzes 2, Satz 1, und den Eigenschaften a) und c) gilt 
o(s)—h < — Grad f, + e(e,). 
Es ist aber s € S und folglich o(s) = 0, also ist 
(2) h = Grad f; — e(e,) : 
Aus (1) und (2) folgt schlieBlich 
m 
s= J 9,8, wobei g,¢€ A[E-], 
i=1 
und da s,,..., 8, linear unabhangig tiber A (&) sind, so folgt, daB die s,,.. ., 8,, 
eine Modulbasis von F tiber A [&-"] bilden. 

Satz 4. Es sei F der Ring der iiber A[E-'] ganzen Elemente von K. Es set 
€;,-++5€_ eine Modulbasis von E iiber A[E)}, so da e,&), .. ., &,, 2m) eine 
Modulbasis von F iiber A[§-*] ist. Die e;, seien so angeordnet, daB o(e;) > e(e;) 
fiirj < i. Dann erfiillen die Elemente e,, . . ., €,, alle Voraussetzungen des Satzes 2. 


Beweis. Jedes Element e ¢ FE kann man als e = 5’ f,e, mit f, € A [£] schrei- 
i=1 
ben. Wir werden zunachst beweisen, daB 


(3) o(e) = w = Min (0(f,e;)) 

gilt. Nach b) ist o(e) } yu; es geniigt also zu zeigen, daB e &*+! nicht zu F gehort. 
Zu dem Zwecke sei pu = e(f,¢,). Nach a) und c) gilt « =— Grad /, + o(e,). 
Dann kann man e£“+! so schreiben 


e- &e+1 -3h ° ge +1—e (e,) ° (e, Fed) « 
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Aber es ist klar, daB f, - &+!-e(,) nicht zu A [&-*] und daher e - +! nicht zu 
F gehért. 
Es sei x der letzte Index i, so daB /, + 0. Nach a), c) und (3) gilt 
e(e) = Min (0(f,¢,)) = — Grad f, + o(e,) < o(e,) . 
Daraus folgt: Ist e linear unabhangig von ¢,, . . ., e;_, tiber 4(&), so ist x => j 
und daher o(e) = e(e,). 


§ 2. Ein Hilfssatz 

Ist L ein kommutativer Kérper, so bezeichnen wir mit L, den Kérper der 
tiber ZL algebraischen und separablen Elemente im Universalkérper Q. 

Lemma. Es sei Y Cc 2 eine Erweiterung von A. Es seien w,,..., w,, Ele- 
mente von 2, so daB Dim, (a), . . ., @,) = Dimy (a, . . ., w,). Dann gilt 

Z (a4, « - -» Wn) A {4 (a, . . ., Wa)}, = (2M A,) (@y, « - «, Wa) - 

Beweis. Man beweist das Lemma rekursiv. Es geniigt also, die Behauptung 
fiir n = 1, wm, = w zu beweisen. Dabei sind folgende Fille méglich 

A. w ist transzendent iiber 2. 

B. w ist algebraisch iiber A. 

Im Fall A. folgt die Behauptung aus [11], Lemma 2. 

Fall B.: Es sei £ € 2(w)  {A(m)},. Es geniigt, € € (2 > A,) (w) zu zeigen. 
Wir betrachten die Erweiterung (2 \ 4,) (w, ¢). Da ¢ tiber A(w) separabel ist, 
ist € auch tiber (2 7) A,) (w) separabel, es ist also 
(4) (2 Ay) (w, £) = (27 Ay) (9) . 

Es sei g die Potenz der Charakteristik p von A mit kleinstem positiven 
Exponenten, so daB w* iiber A separabel ist; dann ist auch ¢* separabel iiber 
A(@") und folglich iber 4; dann ist g ebenso die Potenz von p mit kleinstem 
positiven Exponenten, so daB @* tiber A separabel ist. Daraus folgt 
(5) (2) A,) (w):(2 1-1 A,) (w*) = g = (2/1 A,) (0):(2 FT A,) (O) - 

Anderseits ist (nach [11], Lemma 1) 

2(w"): J = (LN A,) (@*): TN A, 
2 (6): F = (LN A,) (@): TNA, . 
Es ist aber 2 (wm) = 2(0), also 2 (w*) = 2(6*), und da 
(Ln A,) (w*) ¢ (27 A,) (6°) > 
so folgt 
(6) (2) A,) (w*) = (2 Nr A,) (O*) . 
Aus (5), (6) und (4) folgt schlieBlich 
(2 A,) (@) = (2 A,) (0) = (2 A,) (@, 0) 
und insbesondere 
(7) Ce(2n4A,) (w). 
Bemerkung. Hat A die Charakteristik Null, so gilt 
2 (w): Zz: (27 A,) (w): Zr A, 


(8) ¥ (0): 2 =(LZAA) (0): ZA, 








rs 2. 


A 


= OQ. 
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also ist (7) unmittelbare Folge von (4), (8) und 2 (w) = Z (6). 

Satz 5. 2 (a@,,...,@,) und {A (a,,...,@,)}, sind linear disjunkt iiber 
(ZA A,) (@4, « « «5 @n)- 

Beweis. Unmittelbare Folgerung aus dem Lemma und [11], Teorema 2. 


§ 3. Der Hauptsatz 


Es sei C eine unteilbare und separable A-algebraische Kurve des n-dimen- 
sionalen projektiven Raumes P,,(2). Es sei cine Erweiterung von 4, so daB 
22 Universalbereich fiir 2 ist, und (¢5,...,¢,) ein normierter allgemeiner 
Punkt von C iiber 2; dann ist Xin 2 (Cy, .. ., ¢,,) algebraisch abgeschlossen. 

Definition 2. Das 2-Geschlecht von C ist das Geschlecht des Kérpers 
L (Co, -- +» Sn) im Sinne von F. K. Scumuprt [5]. 

Unter einem A-singularitétenfreien Modell von C verstehen wir ein 
A-birationales Bild von C mit nur absolut-einfachen Punkten. Nun gilt 

Satz 6. Hine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB C ein 
A-singularititenfreies projektives Modell besitzt, ist, daB das A-Geschlecht von C 
bei Erweiterungen von A invariant bleibt. 

Beweis. 1. Die Bedingung ist hinreichend. 

* Es sei (&,..., &,) eim normierter allgemeiner Punkt von C iiber 4. Wir 
kénnen &= 1 und A(é,,..., &,) als algebraisch und separabel tiber A(é,) 
annehmen. Es sei A’ die kleinste vollkommene Erweiterung von A. Dann ist 
(1, &,,..., &,) allgemeiner Punkt von C iiber A’. 

Nun sei ¢,,...,¢, eine Basis von A(é,,..., &,) tiber 4(é,), die den Vor- 
aussetzungen des Satzes 2 geniigt. Dann gilt 


gt 2S eR — 0 +1, 


tel 
wobei g das A-Geschlecht von C ist. 

Da A(é,,..., &n) © {4(&)},, sind A’(é,) und A(é,, ..., &,) linear disjunkt 
iiber (4’ -\ A,) (&,) = 4(€,) (nach Satz 5). Also sind e,,..., é,, linear unabhin- 
gig tiber A’(&,) und bilden daher eine Basis von A’(é,,..., &,) tiber A’(&,). 
Daraus folgt 

A'(&,, weg &,,):A’ (&) =m. 


Fir alle u aus A’(&,,..., &,) ist o’(u) definiert. Liegt u in A(é,,..., &,), 
80 ist o’(u) = e(u). Insbesondere ist op’ (e,;) = e(e,). 

Nun sei ej, ..., €, eine Basis von A’(&,,..., &,) tiber A’(&,), die den Vor- 
aussetzungen des Satzes 2 geniigt. Dann gilt 


g=— J o'(ei)—m+1, 
i=l 


wobei g’ das A’-Geschlecht von C ist. 

Wir wollen jetzt zeigen, daB o'(e;) 2 o(e,), i= 1,..., m gilt. Wir kénnen 
annehmen, ¢; = ¢, = 1 und fiihren den Beweis indirekt. Dazu sei j > 1 der erste 
Index, fiir den 9’ (e;) < @(e,) = e' (e,). Dann ist e, linear abhingig von ¢}, . . .,¢)4 
iber A’(é,). Wegen o(e,) 2 o(e,)*** 2 efe,) gilt dasselbe fiir ¢,,..., & 4. 
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Also hat man j-1 
(9) ee -2 Priei (kK=1,...,9) mit y, € A’ (EG), 


das widerspricht aber der linearen Unabhangigkeit von e,, . . ., e; tiber A’ (é,). 

Nun ist jag = g’. Daher ist o(e;) = 0’ (e;),4 = 1, . . ., m, also bildene,, . . .,e,, 
eine Basis von A’(é,,..., &,) tiber A’(&,), die die Voraussetzungen des Sat- 
zes 2 (in bezug auf A’) erfiillt. 

Daraus folgt 

a,) Der Ring v, = A’ [&,, e,,.-.,@m] ist in seinem Quotientenkérper ganz 
abgeschlossen. (Nach Behauptung 2. des Satzes 2.) 

B,) Der Ring v= A’ [Ej", e, G2, ..., e, E2™)] ist in seinem Quotienten- 
kérper ganz abgeschlossen. (Nach Satz 3.) 

Wir werden jetzt ein 4-singularitatenfreies projektives Modell von C kon- 
struieren. Dazu setzen wir 

&= Alp, ie e, ge (¢=1,...,m), @ = O(€m) 
und betrachten die A-algebraische irreduzible Kurve C’ des (2 m + 1)-dimen- 
sionalen projektiven Raumes P,,, ,, (2), die den Punkt 
M= (A-¢-1 p, Ap? -}, wey, . . ., UP, APB, - . «, A-%Bp) 
als allgemeinen Punkt hat. Die Kurve C’ ist offenbar ein 4-birationales Bild 
von C. Wir behaupten, daB C’ keinen singuléren Punkt besitzt. 

Zu dem Zwecke betrachten wir die folgenden normierten Koordinaten- 
systeme von M 

M= (f°, &,, &,.. +, Om, ETS, . . -, ET°Sm) fir u=1 

M az (E5*, Gt, Bey, .. .. ens MH, - + +> Sn) fir A = 1, 
die v, bzw. v, als zugeordnete Koordinatenringe haben. Da A’ vollkommen ist, 
erhalt man aus a,) und £,): Wenn C’ einen singuliren Punkt Q hat, muB Q 
im linearen Raum 

10) z,=0 

lm+2= 0 
liegen. Aber es ist klar, daB C’ und der lineare Raum (10) keinen gemeinsamen 
Punkt haben. 

Bemerkung. Wie man aus dem Beweis sieht, kénnen wir uns darauf be- 
schranken, nur Erweiterungen von A innerhalb A’ zu betrachten. Daraus folgt 
insbesondere das bekannte Resultat von W. L. Cuow [2]. 

Ist A vollkommen, so hat jede unteilbare A-algebraische Kurve des n-dimensio- 
nalen projektiven Raumes ein A-singularititenfreies projektives Modell. 

Il. Die Bedingung ist notwendig. 

Es sei C’ ein A-singularitatenfreies projektives Modell von C. Die Kurve C’ 
ist auch unteilbar und separabel. Es sei 2 eine Erweiterung von A, so daB Q 
Universalbereich fiir 2 ist, und (7%, ...,%,) ein allgemeiner Punkt von C’ 
iiber 2. Man beachte, daB L [mq 771, . . ., 4, ni?) fir i = 0, 1, ..., & in seinem 
Quotientenkérper ganz abgeschlossen ist). 

1) Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kénnen wir », transzendent iiber Z an- 
nehmen. ; 
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Nach dem Normalisierungssatz von E. NortuHEr?), gibt es ein Element £, 
so daB A[n, 75",---, xo") die ganze algebraische Hiille von A[é] in 
A(1, ™ no". - --; Me No") ist. Da C’ separabel ist, kénnen wir £ so wiahlen, daB 
ni no' (t= 1,..., &) separable Elemente iiber A (é) sind. 

Es sei ¢,,...,@, eine Basis von A(m, 751,..., Mx 702) tiber A(é), die den 
Voraussetzungen des Satzes 2 geniigt. Dann gilt 


(11) A[E, €,---,&m] = Am 907, - ~~ Me NO") 
(12) -—S ele)—m+ l, 


wobei g das 4-Geschlecht von C ist. 

Da C’ unteilbar ist, folgt, daB A(n,5",...,, 5?) und A,(&) linear 
disjunkt tiber A (é) sind *). 

Da (271 A,) (m No}, -- +> Meno") C {4(€)},, sind (nach Satz 5) (2/4 A,) 
(m No7, -- +> Me Ho?) und 2(€) linear disjunkt iiber (2 ~ A,) (é). 

Daraus folgt: 4(m, 71, .--, Meo) und 2(€) sind linear disjunkt itiber 
A(&). Also sind e,,..., ¢,, linear unabhangig tiber 2(£) und bilden daher eine 
Basis von 2 (7, 75", - - -; Ne No?) tiber 2(€). 

Aus (11) folgt 

ZIE, ey - + +s Om) = 2 [Ho's ---> Me No’) - 


Aber 2[, 91, . . -, Ne No") ist ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkérper, 
also ist X[&.¢,,...,¢,] es auch. Daher kann man jedes Element e von 


m 
Z(m, no, ---> Me Mo*), das ganz iiber T(E] ist, als e = hes mit f, € 2[&] 


schreiben. Dann gilt also 

a,) Ist E der Ring der iiber X(&] ganzen Elemente des Kérpers X(n, 5", - . - 
- + «3 Ne No), 80 ist €,,..., Cm, eine Modulbasis von E iiber X(E). 

Wir wollen jetzt zeigen: 

B,) Ist F der Ring der iiber X[E-*] ganzen Elemente des Kérpers X(n, np", - - - 

- +s Me No"), 80 ist e, Ee, .. ., &, Ee) eine Modulbasis von F iiber X[E-*). 

Zu dem Zwecke betrachten wir die A-irreduzible Kurve C, des (m + 1)- 
dimensionalen affinen Raumes, die den Punkt P= (&-!, e, &¢@), .. ., €,, ¢ @m)) 
als allgemeinen Punkt hat. Die Kurve C, ist offenbar ein 4-birationales Bild 
von C’. Nach Satz 3 ist der Koordinatenring A [&-?, e, €¢, . . ., €,,@ mm] in 
seinem Quotientenkérper ganz abgeschlossen, und daher ist es auch der Spe- 
zialisierungsring Sg eines beliebigen Punktes Q von C, in bezug auf A. 

Die A-Spezialisierung P ~ Q laBt sich zu einer A-Spezialisierung (P, M) > 
> (Q, N) fortsetzen, wobei der Punkt N = (m,..., 4) auf C’ liegt. Da Sp 
in seinem Quotientenkérper ganz abgeschlossen ist, folgt, daB die Quotien- 
ten n, n,i (i = 0,1, . . ., kn, + 0) in S,liegen unddaB N eindeutig bestimmt ist. 

Da A[o nx. ---, Mx?) in seinem Quotientenkérper ganz abgeschlossen 
ist, und da (M, P) + (N, Q) eine Fortsetzung von M — N ist, so folgt, daB 

*) Siehe P. Samvet [4], S. 19, oder S. Lane [3], S. 22. 

%) Es ist eine Folgerung von [11], Teorema 3, II, und [10] Prop. 6 Chap. I. 
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(Q, N) ein regulires Element der birationalen Abbildung C, «+ C’ ist*); daher 
stimmen die Spezialisierungsringe S§ und S}, (in bezug 2) iiberein. Da 
Z[noni's---» Mea] ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkérper ist, 
ist S} = S$ es auch; Q ist aber ein beliebiger Punkt von (C,, also ist 
L[E-}, e, G29, . . ., e,, €2")] in seinem Quotientenkérper ganz abgeschlossen. 
Daraus folgt £,); denn e, &, . . ., e,,€¢m) sind linear unabhangige Elemente 
iiber 2(&). 

Aus «,), 8.) und Satz 4 folgert man, daB e,,...,e,, alle Voraussetzungen 
des Satzes 2 (in bezug auf 2) erfiillen. Daher gilt 
(13) g* =— J ofe)—m+1, 

i=1 

wobei g* das 2-Geschlecht von C ist. 

Aus (12) und (13) folgt unsere Behauptung. 

Beispiel®). Es sei A ein unvollkommener Korper von der Charakteristik 2. 
Es sei b € A, so daB b kein Quadrat in A ist. Man betrachte die ebene A-Kurve C 


13 t= z+ b 2, 22. 


1 
Die Kurve hat einen Doppelpunkt, dessen Koordinaten (1, 2 ,0) nicht in A 
liegen. Berechnet man die Geschlechter, so findet man: 


das A-Geschlecht von C ist 1; 


1 
das A (5 2 ).Geschlecht von C ist 0. 
Diese Kurve hat also kein A-singularitatenfreies projektives Modell. 
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4) A. Weir [10], IV, 7. 
’) Dieses Beispicl wurde von B. L. VAN DER WAERDEN [9] mitgeteilt. 
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Zur Mahlerschen Vermutung im Komplexen*) 
Von 
Bovo VoLKMANN in Mainz 


1. Einleitung 


In der vorliegenden Arbeit, die den komplexen Fall der Mahlerschen Ver- 
mutung behandelt, werden die fiir n = 3 vom Verfasser [7] bzw. fiir n = 4 und 
n = 5 von F. Kascu [2] im AnschluB an die Arbeit [8] des Verfassers er- 
haltenen Resultate weiter verscharft, wobei sich fiir n = 3 das bestmégliche 
Ergebnis erreichen 1aBt. Da die jetzt angewendete Methode auch im Fall n = 2 
verwertbar ist und zu einem vereinfachten, diskriminantenfreien Beweis fiir 
den entsprechenden Satz von F. Kascu [1] fiihrt, wird dieser Fall hier mit- 
behandelt. Wir tibernehmen die Bezeichnungsweise aus [7] und [8] und be- 
weisen somit die folgenden Satze : 


Satz 1. Fiir fast alle komplexen Zahlen & ist 0,(€) = 
Satz 2. Fiir fast alle komplexen Zahlen & ist 0,(&) = 
Satz 3. Fiir fast alle komplexen Zahlen § ist ~ < 0,(&) < 


Satz 4. Fiir fast alle komplezen Zahlen & ist — < 0, (6) <=. 
Die bisher scharfsten bekannten oberen Schranken im Sinne von Satz 2, 3 
und 4 waren der Reihe nach x, = und = ; 


a 


—" 
= 
-— 


— 


| 


| 


2. Vorbemerkungen 

Fir die Beweise der Satze 3 und 4 werden die beiden folgenden Hilfssitze 
bendtigt. Dabei bedeuten C,, C,,... positive, von den auftretenden Héhen 
unabhangige Konstanten. Fiir jeden Punkt xr = (2,, 2,..., 2) im R, wird 
die Norm |r = max |z,| definiert. Das (n-dimensionale) Lebesguesche Mab 

v=1,....” 

einer meBbaren Menge M < R,, wird mit u,(M), die n-Umgebung (7 > 0) mit 
M [n] bezeichnet. 

Hilfssatz 1. Sei p(x) = a,x"+ a,2"-!+-+-++ a, (n = 2) ein einfaches*) 
Polynom mit ganzrationalen Koeffizienten und den Nullstellen «,, . . ., &. Dann 
gilt stets 


| 
| 
1 


n—1 
la,—a|2C,|pl 2 (ue), 

wenn a, «, nichtreell sind und auf der gleichen Seite der reelizn Achse liegen. 

*) Vorgetragen am 20. 10. 1959 auf der Tagung der DMV in Miinster. 

1) Siehe [7]. Wie der Verfasser nach Fertigstellung der vorliegenden Untersuchung 
erfuhr, besitzt Herr E. Wirstne einen unverdffentlichten Beweis von Satz 2. 
*) Siehe [2]. 
Math. Ann. 140 
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Beweis. Seien Q*(u, v), k und g(x) wie in [8] definiert, so daB «,€ Q* (u,v) 
(x = 1,..., &) angenommen werden kann, ferner auch 1 < w< » < k. Dann 
gilt nach [8], Ungl. (6) die Abschatzung 

k n-1 
ViD@| = I |a,—«,| 2 Crp] 2 
a 
Daraus folgt die Behauptung, weil |«,,— «,| unter den Faktoren des Produktes 
vorkommt und stets |«,— «,| < C, ist. 

Hilfssatz 2. Sei P(zx,,..., x,,) ein Polynom mit reellen Koeffizienten und 
einer r-dimensionalen Nullstellenmenge NC R,, (0 < r< m), ferner n > 0 eine 
reelle sowie H eine natiirliche Zahl, schlieBlich A(n, H) die Anzahl der Gitter- 
punkte x € R,, mit |x| < H, bei denen der Abstand 5(r,N) < n ist. Dann gilt 
gleichmaBig in H 

N(n, H) S C,H" max(l, n"~-"). 

Beweis. Sei Ny, der Durchschnitt von N mit der Menge {r||\r!) < H}. Dann 
ist unter den gemachten Voraussetzungen sicher u,(Nj,) < C,H", wobei C, nur 
von dem Polynom P abhangt. Daher laBt sich Ny, [7] so mit m-dimensionalen 
Wirfeln der Kantenlange ¢ = max(l, 7) iiberdecken, daB deren Anzahl 


unterhalb C,u,(R,)¢-"< 0,0.(= y liegt. Da aber die Anzahl der Gitter- 
punkte in einem solchen Wiirfel héchstens C,(” ist, wird 
N(n, H) < C,C,C,H"t™-"< C,H" max(1, 7"-"), 


wie behauptet. 
Es sei noch vermerkt, daB spiter von den bekannten Beziehungen 


(1.1) }a,| = |a@o| la, + ++ > + a, 
(1.2) |@q| = |@o| |apagt+ ++ * + Oy %l 
(1.n) Ja,,| = |ag| lo, ~~ - o| 


zwischen den Koeffizienten und den Wurzeln eines Polynoms 
P(X) = Goa" + +++ + G,= Ay(%— a) - + * (2 — a) 


Gebrauch gemacht wird. 


3. Beweise der Sitze 


1) Sei n = 2, Q(u, v) ein festes Quadrat*), bei dem Q*(u, v) von beiden 
Achsen einen positiven Abstand hat, o > 0, € ein Element von*) S,(o, u, v) 


3) Dabei ‘sind S,(a, u,v) und S.(c, u,v) die Mengen der £€ Q(u, v) mit 3,(&) > 
bzw. mit 6,(£) >. Es sei vermerkt, daB stets 8, (o, u,v) = S,(o, u,v) und S,(o, u, v) 


= 8,(¢, u, v) ist, da Polynome p(x) vom Grad 2 oder 3 mit einer nichtreellen Nullstelle 
stets einfach sind. 
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sowie p(x) = a)2*+ a,x + a, eine Lésung der zugehérigen Ungleichung (1) 
aus [8] mit den beiden Nullstellen «,¢€ Q*(u, v) und a= &,. Dann ist wegen 
| — a,| => v offenbar 


(€ (é) _— 
@) el = Fagin ag < OO a < Oo 


In den Fallen |p| = |a,| und |p| = |a,| erhalt man aus (1.1) bzw. (1.2) die 
Ungleichungen 








|p Ip 


\pll 
(8) lag = = a> Coll baw. [ay] = Let 


|oty a9 





> C,\pl 


so daB aus (2) stets 


(4) | — |< Cyo|pl-*°— 
folgt. Daher ergibt sich 


H2(S,(c,u,v))= lim )’ > C,H-*-*sC,, lm » H-*, 
H,-o H=H, ere’ Hywow H=-H 


also 4,(S,(0, u, v)) = 0 fir o > z , und daraus folgt wie bei dem Beweis in [7] 
die Behauptung von Satz 1. 

2) Sei n = 3 und seien Q(u, v), a, &, p(x) wie oben definiert, wobei auBer «, 
und «,= &, jetzt eine weitere Nullstelle «, auftritt, die notwendig reell ist und 
als von Null verschieden angenommen werden darf. Wir unterscheiden bei 
gegebenem ¢ > 0 die Fille 2.1) |a,| = ||p\|-* und 2.2) |a,| < ||p|'~*. Im ersteren 
Fall erhalten wir analog zu (2) die Gleichung 





(§) lpl-*¢ ~te=-840 
(5) IF— al = a < Cis ay = Crslpl-*°-***. 

Im Fall 2.2) gilt entweder 2.2.1) |a,| = |p|] oder 2.2.2) |a,| = |p| oder 
2.2.3) |a,| = ||p||, und wenn ersteres eintritt, ergibt.sich aus (1.1) 


|@ga%q| = |a,| — a, + og] |ao| > |p| — C4) p/"-*, 
also 


(6) |aga,| > Cy5|pI . 


Ungleichungen der Form (6) erhalt man auch in den Fallen 2.2.2) und 2.2.3) 
mit Hilfe von (1.2) bzw. (1.3). Somit ist im Fall 2.2) stets 

_ hpi-* Ipl-** -30-1 
(7) EF — a | < Cy, jag| |€ — ay] < Cy |ao| [a] < Cys| P| , 
Auf Grund der erwaihnten SchluBweise ergibt sich aus (5) und (7) die Ab- 
schatzung 


H2(S3(o,u, v)) < Cr lim , b H-89-2+2%e— Ceo lim ; H-6e+1+ ae 
H,—-« H=H, Py H,.>o H=H, 
pi| = 


also u,(S,(, u, v)) = 0 fir o > +ts , und da ¢ beliebig war, folgt hieraus 


wie oben die Behauptung von Satz 2. 
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3) Sei n = 4 und die sonstige Bezeichnungsweise wie in den vorangehenden 


Fallen; doch sei die Numerierung der jetzt auftretenden Wurzeln «,,..., a, 
so gewahlt, daB 
(8) |§—a|= min |E—a,|, %=a, und |a,| < |a| 

v=],...,4 


ist. Die Anzahl der «,¢ Q*(u, v) werde wie in [8] mit k bezeichnet, so daB die 
Faille 3.1) k = 1 und 3.2) k = 2 zu unterscheiden sind. 
3.1) Analog zu (2) gilt*) 





|-*0 
(9) |f — «| le SC Ml 


~ tol E—aeal [Ea | E — el ~ 788 al 
3:2) Sei allgemein $,,; die Menge der p(x) ¢€Q,(u,v) mit k= i. 
Ferner sei die Numerierung der Wurzeln in Ubereinstimmung mit (8) jetzt so 
gewahlt, daB a, und «, in Q*(u, v) liegen und «= &%,, a,= &, ist. Sind dann ¢ 
und w feste natiirliche Zahlen, so bezeichnen wir bei gegebenem a, mit 


Bie (a,,—) die Menge der p(x) € D,,., bei denen der héchste Koeffizient a, 
ist und auBerdem 


1 : t—1 t 
(10) |a;— axq| = bir mit —— st< > 


gilt. Im Hinblick auf Hilfssatz 1 kann dabei, wenn | p|| und auch w hinreichend 
. 1 3 1 
groB ist, ———< ™< 3 + p> also 
(11) O<t<sfw+l 
vorausgesetzt werden. Wir verwenden ferner spater fiir alle 
t 
p(x) « Bae (a, =) 
die Ungleichung 
(€) — 
lg —a,| \p(é)| lp 





= Jalle— al F— ad Fad ~ 98 Jala al [fel eal 
(12) 40+ 
< On 


Um die Anzahl P#, (a, <) der Polynome in {,,, (,, =) mit. |p| < H 
nach oben abzuschatzen, gehen wir von folgender Uberlegung aus: Sei a, + 0 
und $4(a@)) die Menge aller Polynome mit beliebigen reellen Koeffizienten 
und einer Doppelwurzel a,= «,€ Q*(u, v) sowie dem héchsten Koeffizienten 
@. Dann entspricht im geordneten Wurzelraum®) %,(a,) der komplexen 


*) Mit etwas mehr Aufwand 1aBt sich diese Abschitzung so verscharfen, daB der von 
P,,.(u, v) stammende Exponent —8o + 3 in (16) durch —8o + 2 + « ersetzt werden 
kann. Wir verzichten darauf im Hinblick auf die schlechtere Abschatzung fiir k = 2. 
Entsprechendes gilt fiir n = 5. 

5) Im Sinne von W. Spxcur [6]. 


























Mahlersche Vermutung im Komplexen 355 
Zahlenquadrupel (a,,...,a,) jedem Polynom aus $,(a,) umkehrbar ein- 
deutig ein Punkt in einem gewissen endlichen Gebiet auf dem durch die Be- 
dingungen a@,= a, %= &, &,= &, definierten linearen Teilraum 2,(a,) von 
%,(a@,); dieser ist offenbar komplex-eindimensional bzw. reellzweidimen- 
sional. Da die zugehdérige Abbildung des reellen Koeffizientenraumes®) 
R, (a) in W,(a,) topologisch ist und durch algebraische Funktionen vermittelt 
wird, entspricht also dem Raum &,(a,) als Bild in &, (a9) eine zweidimensionale 
algebraische Flache %, (a9). 


Jedem Polynom p(z) € D,,, (a, =) ist somit ein Punkt in %%,(a,) zu- 
t—1 


geordnet, der in der |p|” -Umgebung von 2, (a,) liegt. Folglich ist der zu p(z) 
t-1 


gehérende Gitterpunkt aus 8, (a,)in derC,,|a9| |p|” -Umgebung von 2, (a,) 
enthalten, wie eine leichte Rechnung unter Verwendung von (1.1) bis (1.4) 
, zeigt. Daher gilt nach Hilfssatz 2 


PH (a =) S C,H? max (1, (C,4lag) HH” y) = 
(13) _ 2-1) 
< C,,H* max (1, \a,| H ° ) ’ 


| und die Anzahl der Polynome p(z) in D, , (a,, *) mit |p| = H ist folglich 


se—-) 


. | 
(14) AH, (a), —-) < Cool max (1, |ao| - ), wenn |a,|< |p| = 4, 





2_ 2 
C,,;H*® max (1, H w ) , wenn |a,| = |p| =H. 
Man erhalt somit fiir das Lebesguesche MaB auf Grund von (9), (12) und (14) 
die Ungleichung 


~ —ha C -to 
m(8 (0, v0) stim Sf y we, 
Hy>o H=Hy\ pe Bus o| 
lpi = 


(15) 2t 
gw+1l H t\ H 8o} 2 
+ 3 4 C.,AF, (ao. 5, - i |2 2 
t=0 |@|=1 - (0) 
1 Zur Abschatzung der zweiten Summe in der Klammer verwenden wir folgende 
0 Fallunterscheidung : 
n 3.2.1) Ist |p|) = |a,|, so wird 
n 
t 
n gwt+i 2t A¥, (ay, — gwt+l _ _2¢-1) cu 
> H« tts (ey) < Cy 3S max (1, a og )x 
. t=0 \a| t=0 
n 
w 2 je +1 2 - 2 
. = Cn( 5H + x H*) < Cyl” 
t=0 t=wr+l 
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3.2.2) Ist |p|] = |a,| mit » +0, so ergibt sich, da die Betrage aller vier 
Wurzeln gleichmaBig in |p| beschrankt sind und folglich, wie man mit Hilfe 
von (l.v) bestatigt, |ja,| > C;,||p|| gilt, auf Grund von (14) die Abschaétzung 





ju+1l H 2t AEs (ay <) 
He — 7" = 
t=0 |a,|=CyH |ap| 
gwt+1 + 2t 1 _ 2¢-1) 
<Cy > A wt +e max ( _f * )s 
t=0 |a,|= |ao| 
gw+1 at 2 
<CyH » = + x He )\< 
t=0 4=1 |a,|* t-1 
Cy, Hs\a,|<H * H”™ s\a!<sH 
jw+i 2 2 
< 0,,H (' x WE 5 2) < og" 
t=w-1 
Somit erhalt man aus (15) 
nd —-so —8oe a 
06) (Ble. =, 9) < tim OS Og (Ht tt), ( 
H,-~ H=H, ; 


also a(S, (o, u, v)) = 0 fir o> + + =~ . Hieraus la8t sich nach der obigen 
SchluBweise folgern, daB fir fast alle komplexen £ die Ungleichung 8,(é) < + 


und damit nach [3], Hilfssatz 5 auch #,(£) < . gilt, so daB Satz 3 bewiesen ist. 


4) Ist n = 5, so kénnen in der bisherigen Bezeichnungsweise wiederum nur 
die Fille 4.1) k = 1 und 4.2) k = 2 auftreten. Wir behalten die Numerierung 
der Wurzeln von Fall 3) bei und bezeichnen die neu hinzutretende, im Fall 4.2) 
notwendig reelle Wurzel mit «;. 








4.1) Analog zu (2) gilt fiir jedes & ¢ 8 5(¢, u, v) die Ungleichung*) i] 
vm \p(é)| ipi-*° 
ar F— al = fete ad. eal < O88 ag 


4.2) Bei sinngemaBer Ubertragung der Bezeichnungen und Uberlegungen 
von 3.2) ergeben sich anstelle von (11), (12) und (14) der Reihe nach die 


Ungleichungen 

(18) Ost<2wil, 
—5o+ ww 

(19) l€—a,|< 0,, 421 __ 


|ao| ‘ 
‘ . as") 
‘) C5 H* max \1, \a,| H » wenn |a|< |p| = H 


w 


(20) AB, (ay, 





1" 2(t—1) 
Cy H*max(1,H*— =), wenn jay = |p| = # 


, 


letzteres weil die algebraische Flache 2,(a,) im Koeffizientenraum &,(a,) drei- 
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dimensional ist. Somit erhalt man analog zu (15) 


(8, (o, u,v)) S lim oy - Lica + 


ero H= PeDs,, |ao|* 
(21) |\pl\|= #2 e 
2wt+i ‘ ain a 
+z Sy Cy, Als (4, <) ; 
t=0 |a,|=1 / |a0| 


Fir die erste Summe in der Klammer gilt 


(22) co 2 = ae < Cy,H-1°+8, 
PEDs,1 \4o| | 
\\p\| =H 
und fiir die zweite erhalten wir folgende Abschatzung: 
4.2.1) Ist |p] = |a,|, so wird 


gus1 2 ABs (a, —) 2e+1 2-1) 2 
+ 4°—ar = S Oy SH max (1, 2° w )ae 
w 2 nas 2t 
= O54 ( 5H w+ J H*) < Cywi'* ® 

t=0 t=wt+l1 


4.2.2) Ist |p = |a,| mit » +0, so beriicksichtigen wir wieder, dab 
\o,|,..., |x] unterhalb einer festen, nur von u und v abhangigen Schranke 
liegen. So ergibt sich ahnlich wie im Fall 2.2) unter Verwendung von (1.v) die 
Aussage, daB entweder 4.2.2.1) |a,| > ||p||!~* oder 4.2.2.2) |ayas| > Cyo\|p| gilt. 
Im Fall 4.2.2.1) benutzen wir (19), im Fall 4:2.2.2) dagegen die Ungleichung 





\p(é)|. P| 
Is oa %| _ Car |a,| | loa —t Xs al |F— a,| 13 = “ta lé- —« al ™ Cas |aty 5) 
t 
. es 560+ ——-1 
< C,3\|p] - 
’ In beiden Fallen gilt also 
5a0+ 2. —l+e 
(23) IE — |< Cy|p] ~*°* w -***. 


Damit erhalten wir anstelle der Abschitzung unter 3.2.2) mit Hilfe von (20) 


2w+l1 


2 s ABs (ap, <) He *** < 


t=0 |ja,;=—1 


,2wtl _ 2¢-1) 2t 
< C,H” > x iene , |agl? A w ) He = 
t=0 |a,|=1 
,2w+l 2 2 
<CuH" SF ( Ewes Flat |< 
imi f-1 
al\<H * H® <\o\<H 


5+20+— 


< 04H" *(a*+ 3 4 Ht *) < Cyl w, 
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_ wobei in der letzten Zeile beriicksichtigt worden ist, daB a, héchstens 2H Werte 
annehmen kann. Setzt man dies alles in (21) ein, so ergibt sich 

~ -100 0+ 2 

w2(Sy(0, w, 0)) < lim S' OH '°** Tw, 
H,-« H=H, 
. si 3 1 1 J 

also 19(55(o, u, »)) = 0 fir o> +> (e + =) , dh. 5g(G) < = fiir fast alle 
komplexen £, und daraus folgt die Behauptung von Satz 4. 


4. Schlu8bemerkungen 


Es sei noch erwahnt, da8 auch fiir den zuerst von J. F. Kusiiyvs [4] und 
spiter mit einfacheren Hilfsmitteln von F.Kascu [2] bewiesenen Satz, 
wonach fiir fast alle reellen & die Gleichung #,(&) = 1 gilt, unter Verwendung 
der obigen Methode ein weiterer, kurzer Beweis zu erhalten ist. Wir betrachten 


analog zu Q(u, v) das Intervall J(u) = [u. ut+ 3] , ferner dessen 4-Umgebung 
I* (u) in der komplexen Ebene, die Menge %(u) aller einfachen Polynome 


p(x) = ayx* + a,x + Gg= ay(x — aw) (x — a) 


mit einer Nullstelle «,¢ J*(u), schlieBlich bei gegebenem o > 0 die Menge 
R,(c) der reellen £ mit §,(&) > o@ und die Menge R, (a) \ I (u) = R,(o;u). Wir 


unterscheiden die Faille 1) |a,— a,| > > und 2) j«,—a,| < > und erhalten 


im Fall 1) wie beim Beweis von Satz 1 die Ungleichung (2). Im Fall 2) dagegen 
verwenden wir analog zu Hilfssatz 1, wenn wieder D(p) = a? —4a,a, die 
Diskriminante von p(x) bedeutet, die Ungleichung 


(24) bien SL Pe oD 


Die Polynome p(x) € B,(u) mit ®) 


1 t—1 ane 


— —- —— —— <= 
lj—al=p RF 3 St<y Ostswil 


entsprechen dann (bei festem a,) Gitterpunkten in der C,,|a,|!-t-Umgebung 
des parabolischen Zylinders a? — 4a,a,= 0, so daB ihre Anzahl fiir festes || p| 
_ sich leicht abschatzen 148t. Verwendet man dann Intervalle zur Uberdeckung 
von R,(c; u) anstelle der bisher betrachteten entsprechenden Kreise, so ergibt 
sich durch eine einfache Rechnung nach Art von (15) und der dort folgenden 
Abschatzung unter Verwendung von (2) und (24) fiir ¢ > 1 die Ungleichung 
u,(R,(c; u)) = 0, woraus sich die Behauptung leicht folgern laBt. 

Der Versuch, die Methode der vorliegenden Arbeit im Reellen auf Werte 
n = 3 anzuwenden, scheitert an der Schwierigkeit, daB dann auch Polynome 
mit drei oder mehr ,,benachbarten‘‘ Nullstellen zu betrachten sind und die auf 
Hilfssatz 2 basierenden Abschaitzungen zu unscharf werden, als daB die zu 
einer Verbesserung der bereits bekannten Schranken fiir #,,(£) fihren wiirden. 





*) Nur solche Werte kénnen offenbar vorkommen. 
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Aus demselben Grunde sind oben auch im Komplexen die Werte n = 6 auBer 
Betracht gelassen worden. 

Weitere Fortschritte in Richtung auf die Mahlersche Vermutung waren 
somit von einer Verscharfung von Hilfssatz 2 (fiir das Polynom P = D(p)) zu 
erhoffen, die jedoch nur mit tiefliegenden Hilfsmitteln zu erreichen sein diirfte. 
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1. Introduction and Notation 


There are two new ideas which greatly influenced the theory of Fourier 
series in this century. Those are the Lebesgue theory of integration and the 
application of complex analysis. After about 1920, there is a natural tendency 
of the development of complex theories. Many problems concerning real 
functions have been solved by the help of complex methods since’). But 
recently this tendency has been slightly influenced. This is due to the recent 
-developments of theory of functionals and the theory of approximation (see for 
example [1] and [43]). Some problems of complex theories have been solved 
by the help of purely real methods. The purpose of this paper is to prove some 
approximation theorems with applications to complex analysis. The starting 
point of our methods has a twofold sense. The first part is a generalization of 
the well-known maximal theorem of Harpy and LirrLEwoop [20] concerning 
some important inequalities of the maximal function O(2; /) which is intrinsic 
and heuristic for some applications in the theory of Fourier series. The second 
part is a generalization of the well-known theorem of M. Rresz [44] concerning 
conjugate functions. 


Suppose that / (2x) is non-negative and L-integrable in the intervala < x < b. 
Let 





(1.1) , 90) te: m1 [1 a, asész. 


‘) See (39), [37], [74] and references cited there. 
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The well-known HL theorems are the following inequalities : 





b 6 
(1.2) [(O(mjraz s (25) f tayraz, p>, 
(1.3) f O(a; fda s Af f(z) logt f(z) dx + B, 
(1.4) [O(z;fl-< Alf(2)], O<r<1. 


This kind of inequalities are to be interpreted as: “If the integral on the right 
is finite, then the integrand in the integral on the left is a measurable function, 
such that the integral on the left exists and satisfies the inequality”. By the 
method of asymptotic approximation, the author has proved the following 
theorem [16] which is a generalization of (1.2): 

Theorem A. If ®(zx)/z'+¢ is increasing in (0, 2) and ®(z)/z* is decreasing 
in (0, x) for some positive k, where ®(z) is absolutely continuous, then 


(1.5) f O{O(z)}dxs A [ O({(2)} dz, 


where A is:a positive constant, depending on @ only. 

But later, I observed that Theorem A can be derived from a recent result 
concerning an interpolation theorem of Marcrnkrewicz and ZyGmuND [32], 
[77], [27]*), and we shall discuss it in section 2. On the other hand, K. I. Ba- 
BENKO [2]%) has proved the following 

Theorem B. Under the conditions of Theorem A, 


b 
(1.6) f w{O(z)}*dzsA f f(xy}? dz, p>l, 


where —1< a< p—l. 
The right hand limit « < p — 1 is essential for /(z) to be integrable L(0, 22). 
For it is easy to see that 


(17) f fa)ide= fxr wif(a)|dzs A [fxraz\? {f einaraa® , 
p—l 





for y< l1/p’= , and a = py < p— 1. But Theorem B does not seem to be 


included directly in the interesting results of MarciINnKIEWICz and ZYGMUND. 
For whether 2*/? |f(z)| is of weak type (1,1) is not yet known. In section 2 we 
shall prove a general theorem which includes both Theorem A and Theorem B 
as special cases. Let /(x) denote the conjugate function of /(x). If (x) is L- 
integrable, then /(z) exists p. p.; but it may not be L-integrable*). A simple 


*) In [27], the constant K has been eliminated. So it is equivalent to the form of 
Theorem A. 

*) In a Ph. D. thesis [50], E. M. Stern gave a detailed proof of Theorem B and he 
replaced x* by |sinz|*. In fact, this result can be obtained by sucessive applications of 
Babenko’s argument (see Remark 5, (iii) in § 4). 

*) See [72] p. 116, [14], and [64] p. 58. For convenience, throughout in this paper we 
shall use TS to denote [72] which we shall use frequently. 
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example is given by: 
(1.8) Hz) = 2 gn ~ U=(loge). 
Concerning the integrability of |f(z)|?, the well-known results due to 


M. Riesz [44] and A. Zyemunp [70], TS Chapter 7, are as follows: 
Theorem C€ (M. Riesz). 


(1.9) f f(x)\*dax < A, f lf (x)|?dx, p>. 


Theorem D (M. Rresz and A. Zyemunp). A necessary and sufficient 
condition of f € L is f log+ f ¢ L. If the later condition is satisfied, then 


(1.10) Sf alae s A f(a) log* f(a] dz + B. 


Theorem E. If s,, %, are respectively the n-th partial sums of the Fourier 
series and the Fourier conjugate series of f(x), then 
(1.11) If—Sllp>>9, |f—Salp>O, O0<p<l. 
There are several alternative proofs of M. Riesz’s theorem; and among those, 
most of them are by complex methods. It is curious that these theorems cannot 
be easily proved by purely real methods. But, however, these theorems have 
been generalized by J. Marcinkrewicz and A. Zyemunp [32], [77]. The methods 
used in [77] are purely real‘ methods and they seem to be very useful for 
“interpolation” of some inequalities in the power form. On the other hand, 
K. I. BaBEnxKo [2] has stated, without detailed proof, the following theorem: 

Theorem F. Under the conditions of Theorem C, 


(1.12) f xif(x)pdx <A f x\f(x)pdx » pol, —l<a<p-—l. 


This theorem is analogous to Theorem B. It should be noted that Theorem F 
cannot be easily deduced from the interpolation theorem‘). In section 4, we 
shall prove a more general theorem which includes both Marcinkiewicz- 
Zygmund’s theorem and Babenko’s theorem as special cases. 

Notation. By K, we denote a certain positive constant, depending on 
certain variables or functions. For convenience, if not explicitly mentioned, 
different positive constants are denoted by the same K. For exactness, by 
f(x) € L®, we shall denote: (i) f(z) is a measurable function; (ii) |f(z)|” is L- 
integrable®). 

By (2) ~ [a,b], 0 < a < b, we denote the positive even function ¢(z), 
such that it is irregular increasing’) of order between (a, 5) in a certain set £ 

5) Let EZ, denote the point set for which 2x*’?|}(x)| > y. Then the inequality Z, < 
< + f E, x*|j(x)|? dz has not been established. Here the well-known argument due to 
A. Kotmocororr [28] is not applicable (cf. also [63] and [64]). 

*) This notation has been used in different conventions (e.g. see. TS p. 64, [44] foot- 
note 2, and [65] p. 381). It should be remarked that if |/(z)| is a measurable function and 
\f(z)| is summable L, then it does not imply f(z) is summable. 

*) For the definitions of irregular increasing functiong and irregular decreasing func- 
tions, see [19] pp. 27—32. 
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(for practical purposes, we shall take the interval (0, o)). Similarly, by 
y(z) ~ [a,b], a= 6 s 0, we define g(x), such that it is even, positive, and 
irregular decreasing of order between (a, b) in Z. In other words, if (x) ~ [a,b], 
0s ac b, then ¢(z)/z* is non-decreasing as z is increasing in (0, 00) and 
¢(z)/x® is non-increasing as 2 is increasing in the same interval. We define 
¢(x) ~ [a, 6), a = 6 S O, in a similar way. 

By ¢(z) ~ <a, 6), 0 < a< bora< b & 0, we denote there exist two small 
positive constants e and 6, such that a + e < 6— dand (z) ~ [a + e, b — 4}. 
It should be noted that the asymptotic function g(x) ~ (—1, +1) is not of 
interest, since y(x) may not be a measurable function. We define (zx) ~ <a, b]} 
and g(x) ~ [a, 6) in a similar way. By g(z) ~ [a, ©), we denote the function 
g(x) such that o(z)/z* is non-decreasing. By g(x) ~ [a, 00], we dencée the 
positive even function (2) satisfying the above conditions, but it may be 
infinite in a set of positive measure. 

By (z) « M(a,b), 1S a< b< o (ef. [32], [77]), we denote the non- 
negative continuous non-decreasing function (z), 0 < z< oo, satisfying 
¢ (0) = 0, and the following conditions : 








(1.13) Fea = O{¢(u)}, 

(1.14) faa at-0| 2, 

(1.15) fi a ar-0 {2}, 
1 


for u-— oo. By (zx) ¢ M(a,«), we denote g(x) satisfies (1.13), (1.15) and 
(0) = 0 only. 

By (x) € Z(a, 6) c M(a, 6), we denote ¢(z) satisfies the above conditions 
and (1.16), (1.17), (1.18) as u—> +0: 





(1.16) P(2u) = Ofp(w)} , 
(1.17) f ae at-0| ">, 
(1.18) f 0 ae of). 


Weshall use (2)¢2(a,c0) todenote g (2) satisfying (1.13), (1.15),(1.16),(1.18)only. 

It is more difficult to study the asymptotic properties of the functions 
v(x) € M(a, b), p(x) € Z(a, b), p(x) ~ <a, 6) than properties of functions of 
power type. For in general, g(xy) + (x) - p(y), and so there are two classes 
of functions, namely, the sub-multiplicative functions and the super-multi- 
plicative functions*). Even if p ~ (a, 6), 1< a< 6 < o, it is not obvious that 
y=) is a convex function. In general, there is no existing useful result similar 
to the Hélder’s inequality. But if g(z) is convex and satisfies some other stron- 
ger conditions, then the generalized Minkowski's inequality can be applied [13). 


*) For detailed discussions, cf. [35] and [36] pp. 266—269. 
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2. Asymptotic Functions and Fundamental Maximal Theorems 

Theorem 1°). (i) If g(x) ~ (a,b), where g(x) is absolutely continuous, 
ls a<b<.o, then ¢(z) ~ Z(a, db); 

(ii) If p(x) « M(a,b), ls a<b<o, then K2x* <= ¢(z) = 0(2"), as r> ~w; 
(iii) If p(x) € Z(a, 6), 1 S a< b< &, then, in addition, Kz’ < (zx) = o(zx*), 
as r—> 0. 

From Theorem 1, it follows that the class of absolutely continuous func- 
tions ~ (a, b)c Z(a, b)c M(a,b)c the class of irregular increasing functions 
bounded by K 2z* and K 2’, as in [19] pp. 27—32. 

Proof. By definition, if p(x) ~ <a, b), then there exist p, and p, such that 
ls a< p, S pa< b, p(x) ~ [p,, Pe), p(x)/z"7, p(x)/x™’. It follows that 


(2.1) APES ot) = PrgyHit, 
where qg’ (¢) exists p. p., 


(2.2) . 


(2.3) {8 dt < (p,—a) 2 


Hence (1.15), (1.18) are satisfied. Similarly, 





1 
(2.4) [fias f $0 dt < b— pO, 
u 


and therefore g(x) ¢ Z(a,b). Without loss of generality, we may assume 
u 


P(t) 

te+2 
1 
as U > co, 

(1.14), (1.15) imply K2* <= (xz) = o(x°), as roo, and (1.17), (1.18), 
together with the relation 


2—1 (2) g(t) 
that sf e+ dt = o(1), as x> 0, 





dt>1, u= M. From (1.15), it is easy to see that p(u)/u* = K, 





imply Kx’ < g(x) = o(x*), as x + 0. In other words, if g(x) ¢ M(a, b), then 
K2* <= o(x) = 0(2z"), as x-oo, and in addition, if g(x) ¢Z(a,b), then 
Kz’ S (x) = 0(z*), as rx 0. 





*) ‘There are similar kinds of properties of other types of asymptotic functions, cf. [30] 
and references cited there. The integral on the right of (2.2) below is Cauchy-Lebesgue ' 
integral. I take this opportunity of correcting a small discrepency in [16]: We must assume 
further that ®(z) is absolutely continuous, so that integration by parts is legitimate. 
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Theorem G'°), Suppose that 4(R) and »(S) are both finite, where R and S 
are two spaces — for simplicity, Euclidian spaces — with non-negative and 
completely additive measures yu and y respectively; and that a quasi-linear 
operation h = Tf is of weak types (a,a) and (b,6), where 1 5 a< b< o. 
Suppose that g(u) ¢ M(a, b). Then h = Tf is defined for every { with (||) 
u-integrable and 


(2.5) J p(\h(zx)|) dv = K f P(\f(z)|)du+K, 


where K is independent of f(z). 

Theorem H''), Suppose that ~(R) and »(8) are both infinite, and that 
a quasi-linear operation h= Tf is of weak types (a,a) and (b,b), where 
1 =< a< b< oo. Suppose further that g(x) « Z(a, b). Then h = 7’'f is defined 
for every { such that (|/|) is ~-integrable, and 


(2.6) J p(\A(x)|)dv = | P(If(x)/) du, 


where K is independent of f(z). 


Theorem I. ({77]}). Suppose that ~(R) and »(S8) are both finite, and that 
a quasi-linear operation h = 7'f is simultaneously of weak types (a, a) and 
(b, b), where | <= a< b< co. Let y(u), u = 0, be equal to 0 in a right-hand 
neighbourhood of u = 0, say, for u = 1, positive and increasing elsewhere, 
satisfying 7(2u) = O{y(u)} for large u. Write 


(2.7) p(u) = u* f t-4-1 y(t) dt, 

i 
and suppose that (x) satisfies (1.14). Then h = 7'f is defined for all f such 
that 7(|f|) is integrable, and 


(2.8) Jf x(\A(x))) dx <s at | p(\f(z)|)dx+ K, 


where K is independent of f. 
The most interesting special case is when y(u) = u* for wu => 1 and y=0 
otherwise. For then we have 


(2.9) { laleds < K f f\tlog* jf|du+K. 


It is of interest to note that, there is another analogous theorem [68], where 
(2.9) is obtained from the behaviour of K near a = 1. 


Lemma 1. ((65] pp. 331/2.) If f, is a sequence of measurable functions, 
then lim inf/,, lim sup/,, supposed finite, are measurable. 


‘°) This theorem was stated without proof by J. Marcrnxrewicz [32] for linear 
operations. In the general case, it was proved by A. Zyamunp [77]. 

“) The result was stated without detailed proof by A. Zyamunp ([77]) footnote 5). 
The detailed proof has been given by S. Korzumr [27]. 
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From Lemma I, it is easy to see that if p(x) ~ (p,, p2), 1< p< P,< ~, 
then lim sup ¢(|f,|) is measurable, and the function {sup limO(z; |f,|)} is 
measurable. 

Lemma 2. Suppose that /(z) = 0 (0 < x < 22) is a measurable function, 
that /*(z) is the non-increasing equimeasurable function of f(z), and that 
f,(z) is the non-decreasing equimeasurable function of f(x). Let 


(2.10) O(x; f) = sup [te fra], O0<t<2<a. 
t ari 

Then 

(2.11) O* (x; f) < O(z; f*), 

é 

(2.12) te: — mp lets f Hat) 0s 2< é<a, 
at ae 

(2.13) 6, (zx; f) < O(a; fe) - 


(2.10) is the well-known F. Riesz’s formula [42]. (2.13) may be obtained from 
(2.11) by simple transformation of the variable z. 
Theorem 2. If p(x) ¢ M(a, 6), where 1 < a< 6< o, then 


Qx 2x 
(2.14) J p{O(zx; |f)}dzs a i Pi{lf(z)|}dx+ K, 


and if g(x) ¢ Z(a, b), then the second term K in the right member may be 
omitted. 

For the proof, let us define the operation h = Tf = O(z; |f|). Clearly, 
T is a sub-linear operation"), since if f = /,+ f,, then we have 


(2.15) O(x; \fit+ fel) S O(z; fil) + Oz; fel). 


where @(z; |f|) is uniquely defined when /,, /,, T'/,, Tf, are defined. The fact 
that T is of strong type (p, p), p > 1, follows from Hardy-Littlewood’s result. 
To show T is of weak type (1, 1), we use Lemma 2. Denote by EZ, [h] the set of 
points where |h| > y. From the relation 


(2.16) O* (2; |f) < Oz; "=~ f Nmirae, 
we observe that ' 


x 22 
1 1 
(2.17) |, {A} < - J \o|*at < J lf] de, 


42) For the definition of sub-linear operations, see [11] p. 283. Here a sub-linear 
operation is a quasi-linear operation. For clarity, let us recall the definition of quasi-linear 
operations which was defined in [77]. An operation 7 is called quasi-linear if whenever 
hi» fe» Th, Tf, are defined, then T(f, + /,) = Tf, for f = f, + fy, is uniquely defined, and 
such that T(/, + /.) S K(T/, + Th). 











+ 
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and therefore T is of weak type (1, 1). Applying Theorem G, Theorem H, Theo- 
rem I, we obtain (2.14), and in particular, (1.3), which is Hardy-Littlewood’s 
result. 

In virtue of Theorem 1, it is easy to see that Theorem 2 includes (1.5) as an 
important special case, and we shall now find a more general theorem which 
includes both Theorem 2 and Babenko’s theorem as two important special 
cases. 

Theorem 3. Suppose that (zx) ¢Z(a,b), where lL< a<b< , a(z) ~ 


~ 0. “+) , B(z)~ (- ; ,0| . For simplicity, let us denote O(z; |f|) by 
@ (x). Then 


2x 2x 

(2.18) J p{a(z) O(z)}dxs K J p{a(z) |f(z)|} dz, 
2x 2x 

(2.19) JL r{B(a) O(z)}dxs | p{B(x) |f(x)|} dz. 


Moreover, if g(x) € M(a, 6), then (2.18), (2.19) are satisfied provided that a 
constant K is added to the right members of (2.18) and (2.19). 

Proof. Let us first suppose that g(x) = x”, p > 1. The general results will 
follow from Theorem G and Theorem H. 

Remark 1. (i) The function @(z) may be replaced by M (z; |/|) as indicated 
in TS p. 246, and the interval (0, 2) may be extended to infinite region; (ii) 
Theorem 3 does not include Theorem 2, since in Theorem 3, a > 1; (iii) f(z) 
may be negative (cf. footnote 12 above). 

Lemma 3. Suppose that p>1, a(t) ~ [0,p—1), A(t) ~ <—1, 9], 
> + > = 1, and that /(z) is positive, and 


a+ &(z) 


(2.20) 2-5 f imate, 

where £(z) is a measurable function of z,-—-2 < z < a. Then 
(2.21) f a(2) {0(z)}*>dzs K f a(z) {f(z)}*dz, 
(2.29 F Bla) O(ayrae = K f Bla) {fla}rae. 


In general, the interval (—2, x) may be extended to (—.o, oo). The proof is 
similar to the proof of Babenko’s lemma in [50]. 

Without loss of generality, we now assume §(z) = 0, while &(t) < 0 may 
be proved by a transformation z’ = —z. Let o(z), g(x), G(x) denote 
(2.23) 

1 1 , 2+ (2) 
o(z) = {a(2)}* O(2), g(z)={al2)}? al, Gae=-zy f gat. 
= 


Math. Ann. 140 26 
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We shall prove (2.21). The proof of (2.22) is similar and may be omitted. 
(2.21) is equivalent to 





(2.24) le(z)|, = Kig()|, - 
Evidently, by Hardy-Littlewood’s result, 
(2.25) |@(x)|, = K\g(z)I, - 
Write 
; a+ &(z) "— 1 
(2.26) o(2) = 25 f oh jp g(t) dt. 


We divide the estimation into three cases (2.a), (2.b), (2.c). 

(2.a) If x >} 0, then o(x) < G(x), and (2.24) follows immediately from 
(2.25) with K = ("5 

(2.b) If x< 0, &(x) = |2/2|, then we have 
|a/2| 1 


o(z) <= f of) {a(2)ay? at + 


(2.27) , “la + ay 1 
tay f 9 {alz)awyr at 
\z/2| 
= J,+ Jd, say. 
By hypothesis, «(x) ~ [0, p/p’), there exists p, such that 0< p,< p— 1, and 
a(x) ~ [0, p,]. It follows that 

















a(x) a(Azx) 
(2.28) izm| = Vay? for |A| >1 9 
(2.29) a(z)S a(Az), for |A|>1. 
Hence 
- a(x) | 
(2.30) |A|-" s a(az) <1, for |A|>1, 
and similarly, | 
(x) 
(2.31) l< aia <a, O<|aj sl. 
By the transformation t = —A,, we find 
Ts 
(2.32) J, 2 f g(—Az) |al->/?d1, 
-1 
(2.33) Jy < G(|2/2}) . 


From Minkowski’s inequality, we obtain 
Jo(z)|, Ss |J1(z)I,+ |J2(z)I, Ss 
"Is 
(2.34) < 4 f 
=f 
S K\g(z)|,, 


where K = (~=2-,) +29 ( P ). 


_ (ite 1 
|| ar aa |g(z)|,+ 27 |G(z)|,s 











p—l 
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Consider the third case: 
(2.c) If x< 0,0 < &(z) < |z/2|, then by the same transformation t = — Az, 
and in virtue of (2. 31), we obtain 
2+ &(z) 


(2.35) o(z) < rs tate f a(2)az} < 2040 ($<14 <1). 


So we still have ||o(z)], < K|g(=)|_- This completes the proof of (2.21), when 
E(x) > 0. The case &(x)< 0-is equivalent to the case of §(z) >0 by the 
transformation x’ = —z. 

Remark 2. From (2.a), (2.34), (2.35) we obtain the estimate: 


lo(z)|, <*\(7—p—1) + 
- , | 
+ aor-1+1i9) (Ph ig(a)], < 2048! —_F — | Ig (ay. 

Now we are in a position to prove Theorem 3 (one of our key-*heorems): 
Define the operation 7 such that Tf = h = a(x) M(z; |f|). Then ovviously, 
(2.36) a(x) M(x; |f,+ fal) S a(x) M(x; |f,|) + a(x) M(x; |fsl) , 
where 7'(j,+ f,) is uniquely defined if 7 f,, T/,, and f = f,+ f, are defined 

T is a sub-linear operation, a fortiori, a quasi-linear operation for 





Hence 7 
the space of positive functions. Moreover, by Lemma 3, with a(z)'/? replaced 
by «(x), 7 is of strong type (p, p), where p is any constant such that p > 17%). 
Applying Theorem G, Theorem H, we complete the proof of Theorem 3. 

The above Theorem 3 is derived from the argument of a combination of 
asymptotic inequalities and Marcinkiewicz-Zygmund’s interpolation theorem. 
From another point of view, by means of deeper asymptotic inequalities and 
discretion of point sets, we may prove the following theorems. However, the 
results, though not satisfactory, would give a sketch of our scope for the 
possibility of generalizations.of Theorem 3 from another standing point. 

Lemma 4. Suppose that the absolutely continuous function g(x) ~ <a, 6), 
where 1 < a< b< oo, and that either (2.37) and (2.38) below are satisfied : 


(2.37) a(x)~ [0,p,); y(z)~ [0,p.) or y(x) ~ (—-~, 0); 

(2.38) bp, + pa< a—l; 

or the following condition 

(2.39) B(x) ~ <—~, 0]; y(z)~[0,a—1] or y(z) ~ (—~, 0] 

is satisfied. Let f(x) = 0, F(t) = file) dz. Then if A is any positive constant, 
0 


we have 


A A 
24) f(z) gp {FOr s K f y(a) pfa(z) M2) az, 
0 0 


A A 
24 f x(x) pf POFO des K f p(x) o{B(2) (ah de, 
0 0 





13) Cf. Remark 5 in section 4 below. 
26* 
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where the constant K in (2.40), (2.41) is independent of /. (2.40) and (2.41) 
together include Hardy’s inequality (TS § 4.17) as a special case (cf. also [15] 
Lemmas 1—9, and Harpy, LittLewoop, Pétya: Inequalities, pp. 239—259). 
The proof of Lemma 4 is long and is not given here. It is similar to the argument 
as given in [16]. 

Applying Lemmas 1, 2, 4 we may easily prove the following theorems: 

Theorem 4. If f(x) > 0, p(x) ~ (py, Ps). a(x) ~ (0, p,— 1), B(x) ~ <—1,0], 
where 1 < p,< p, S , and the function g(z) is absolutely continuous, then 


22 22 22 
(2.42) f a(z) p{O(x; f)}dx sf a(x) p{O,(xz)}dxs I a(x)p{f,(x)}dx, 


22 22 22 
(2.43) J B(x) p{O(x; f)} dz Sf Bia) p{O*(x)}dx< xf B(x) p{f*(x)} dz. 


Theorem 5. If 0< r< 1, a(x) ~ [0, ©), B(x) ~ (—~, 0], then 


(2.44) a(x) O(z; lf), < Arf (2) |f(2)|_d2, 
where A,= ;—- , and 

2x 
(2.45) | B(x) O(a; |f[)l- = | B(x) |f(x)|*dz. 


Theorem 6. If «(z) ~ (0, ©), B(x) ~ (—~, 0), then 


22 22 22 
(2.46) J a(x) O(2x; |f\)dzx J a(z)O,(z)dz<s x J a(x) |f(x)|,dz, 


22 22 2x 
(2.47) J B(x) O(z; |f\) dx J B(x) OF (xz) dz J B(x) \f(x)|\*da. 


Remark 3. The method we have used in the proof of Theorem 3 has a 
defect that the constant K cannot be properly estimated. For practical pur- 
poses, precise estimates of the value K in some special cases are indispensable. 
Corresponding to the method in [16], if p(x) ~ (p,, p,), 1 < p,< Po< ~, then 


(2.48) f p{M(z; |f\)}dx s 2f p{O(z; |f} dx < 2A, f p{if} az, 


aes 
-1)t— 


(2.49) A, < Seti 1)->*(p,— 1)!-™ 
Setting »,= p,= p, the right member of the inequality becomes p*??(p — 1)'-??, 


where A, is given by - a , > 1. By easy computation, we find 


which is greater than (2 ad =)" the best possible one [18]; and hence it is believed 
that (2.49) is not the best estimate for g(x) ~ (p,, p,>. From another point 
of view, if p(x) = x”, f(x) = f(x), a(x) ~ [0, p,>, p,»< p— 1, then the estimate 
in (2.42) would give ( - ==)’. which is less than the estimate in Lemma 3 
(see Remark 2 shows. Let us consider a condensed exampling proof. 
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=z 
(2.42) can be evaluated as follows: Let F,,(z) denote { f(t) dt, where f(t) = 0 
1/n 


Integrating by parts, we get 
(2. ~" 


fete {F,, pan fe (x) (“= ) (p— p,) (“2 )""ae— f af-p (2)? ‘ae. 
: 1/n 
It follows that 


(2.51) (p—p,— 1) f a(z) (*)’ax < pf a(x) f(x) (=)? "az. 


Setting a(x) = a(x)/?- a(x)", 5 + + = 1, we obtain 








(2.52) (p—p,—1) f a(2) (F,/zpdx < p{f afrda}” {f «-(=2)’azl'” 
aay [fe-erlantels (5B) [fara 
with A, = (- —_ zy, which corresponds to (2.48). 


3. Applications of Maximal Theorems to Fourier Analysis 


Theorem J. (TS § 4.33, [44]). Let p(u), u = 0, be convex, non-negative, 
and such that o(u)/u > oo, as u > oo. Then a necessary and sufficient condition 
that the series 
(3.1) Jay + 2% cosna + b, sinnz 
should belong to L, is that || p|o,,| |, < C, where C is finite and independent of n. 

Theorem J is very important in classifications of Fourier series. We shall 
now prove an analogous theorem. We define the class L,,,, of functions such 
that f(x) «L,,, if and only if «(zx) f(z) ¢L,. We define the class L,, in a 
sirailar way. It follows that (3.1) belongs to L,,, or L, , if and only if (3.1) is 
the Fourier series of an integrable function {(x) satisfies the above conditions, 
provided that «(z) and #(x) are suitably restricted. 

Theorem 7. —s that (zx) ~ (p,,P.)>, 1< p< pe< ©, and that 


a(x)~ lo, —se *\ = = lo, = =) B(#) ~ (—1/p,, 0]. Then a necessary and sufficient 


condition that (3.1) should belong to L,,,, or Lg, ,, is || p{a(x) |o,,(x)|}| < K or 
| p{B(z) |o,(2)|} < K, respectively. 

Proof. We shall prove the first part for «(x), and the proof of the second 
part for B(x) follows exactly in the same way. Suppose that /(x) ¢ L,,,. On 


account of a(x) ~ lo, n—*) , it follows that /(x) ¢ L"*). Suppose further that 
1 
(3.1) is the Fourier series of {(z). Then by Kogbetliantz’s formula’) and 


44) It is similar to the case as in (1.7). 
1%) See [24] p. 277, [20] p. 111, and TS p. 248. 
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Theorem 3, we have 

(3.2) Sf vf{alo,|} dx < K f p{a- M(x; |f)}dxs Kf pf{alf}dz, 
where K is independent of n. Conversely, if | @{«|\c,|} < K, then we set 
(3.3) alt! = {glt®. qlte} gare, 


It follows that 





ite _ G+op pi—1—e 
(3.4) f lon|'+#dx < {f [a(2) loq(2)|}*da} > {/ [a(2)] mtr aa| ~, 


where ¢ is a very small positive constant, such that the second integral on the 
right is finite (this is always possible because a (2) ~ lo, B—*)). It follows that 
1 


Jf \o,(x)/!+*d x = O(1). Applying Lemma 1 and Fatou’s Lemma, and in virtue 
of the fact that f+* is a convex function of ¢, we may complete the proof of 
the first part of this theorem by an argument similar to that given in TS p. 84. 


Theorem 8. Suppose that «(z) ~ [0,p,—1), A(x) ~ (- x F 0| , that 


v(x) €Z(p,, pe), where 1 < p,< p,< oo, and that o2(2; /f) is the n-th Cesaro 
mean of order 6 (0 < 6 < 1) of the Fourier-trigonometrical series of f(z). Then 


(3.5) F — fate suplon (2; ni dx< Kf pfa(a) lf(z)} da, 
(3.6) Sofa euplotte: ph de s Kf p{B (zx) |f(x)|} da. 


Moreover, if g(x) € M(p,, p,), then the corresponding results also hold. 

The proof of Theorem 8 is similar to the argument by Harpy and Lirrte- 
woop (cf. TS pp. 246—250) and by applications of Theorem 3. A sketch of the 
proof is given in the following 


Remark 4. The process of integrating max |o’|, etc., is similar to the 


n(z) 
argument given in R. SatEm [45] (cf. also [67]), where now n is a function of z. 
To ensure n = n(x) is a measurable function of z, let us first assume n(x) < N. 
For example, let us consider (3.5). Then the inequality (3.5) holds for n(x) < N. 
Obviously under this assumption n(x) must be measurable, since o,(z) is a 
continuous function for all n < N. Then allow N to increase beyond limit, and 
apply Lemma 1 and Fatou’s lemma. Since the integral on the right of (3.5) is 
assumed to be finite, therefore max|o%(x)| is finite p. p. Hence by Lemma 1, 


it is a measurable function of z. 


There are also analogous theorems corresponding to Theorems 4, 5, 6. The 
proofs are essentially the same. There are further analogous theorems for 
f(r, x), where f(r, x) denotes the Poisson integral of {(z). We shall discuss 
them in detail in section 7 for a generalization of H® class of functions. 
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Theorem K."*). Suppose that the convex and non-negative even function 
y(u) satisfies g(0)= 0, and g(u) is non-decreasing, and that (3.1) is the 
Fourier series of f(z) ¢ L,. Then 


(3.7) Solzu—al}az—o, as n>, 
If f(z) € I*,r => 1, then 
(3.8) f \f-—o,|"dz>0. 


On the other hand Lozmsx1 [30] proved that if g(x) satisfies some further 
stronger conditions, then in (3.8), 7, can be replaced by s,. We shall now prove 
an analogous theorem: 

Theorem 9. Suppose that (3.1) is the Fourier series of a function /(z), and 
that f(z) € L,,, where a(z) ~ [0,a— 1), p(x) € M(a, 6), 1< a< b< oc, Then 


Qn 
(3.9) J p{a(x) |\f(z)—o,(z)|}da--+0, as n-+oco 
and 
2x Qa 
(3.10) lim f y{a(zx) |o,(z)|} dx 4 | p{a(x) |f(x)|} da. 


Proof. We now adopt an argument which is similar to the proof in TS (new ed.) 
Vol. 1, p. 145. By Theorem 8 both integrands in the integrals { p{a(zx) |f(z) — 
—o,,(z)|}dxzand f p{a(z) |o,(x)|} dz are dominated by integrable functions and 
hence they are uniformly bounded. Let Z,, Z, be any sets of points at which 
p{a(zx) |f(xz)—o,|} and {a(z) |o,(z)|} are respectively uniformly bounded. 
Since o,— { almost everywhere, it follows that / p{a(zx) |f(z)—o,|} dx 0, 


f y{a(zx) |o,(z)]} sik 4 y{a(z) |f(x)|} dz, elie |Z,| and |Z,| can be made 


arbitrarily close to Qn. "This proves the theorem. An analogous theorem for 
B(x) is the following 

Theorem 10. Under the conditions of Theorem 9, with f(x) € I,,, where 
B(x) ~ <—1/b, 0), 


2x 
(3.11) J P{B(z) |f(z)—o,(z)|}dz+0, a8 n>o, 
(3.12) lim if p{B(z) |o,(x)|} dx > f P{B(x) |f(x)|} dx 
Now let us define (9) by 
n 1/k 
(3.13) T,(z;/)= sup E Bk ste (k>0), 
lsgncomo| ™y=1 


where s,(z) = s,(z;/) is the n-th partial sum of (3.1) which is the Fourier 
series of the function /(z). Let us consider the following theorem for strong 
summability of Fourier series: 


%*) This is Zygmund’s result which includes Young’s results as special cases (cf. TS 
p. 86, § 4.35, p. 249, end of § 10.22; and [70] p. 291). 
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Theorem L. Under the above defined conditions, 


(3.14) IT (lp = Ar olf, (P>1), 


where A,,, depends only on k and p. 

This theorem for the case k < 2 may be easily derived from a theorem due to | 
A. ZyemunD [73]!’) and the general case has been proved by G. Sunovcut [53]. 
But the proof is based on a deep theorem which has been proved by complex 
methods. Later, SuNoucni and Yano [61] proved it by using a real method. 
We shall use our asymptotic methods to generalize Theorem L. The result 
is the following 

a—1l 


Theorem 11. Suppose that a(z)~ lo, ; ), B(2)~ (- +9, (2) €Z(a,b), 
where 1 < a< b< oo. Then under the conditions of Theorem 10, 





2x 22 
(3.15) f p{a(z)T,(z)}dxs Kf p{a(z) |f(z)|}dx (k>0), 


22 22 
3.16) f o{B(2) Tr(a) dz < KJ g{B(x) (a) dz (k>0). 


If now y(z) € M(a, b), then a constant K is added to the right members of 
(3.15) and (3.16). 
Proof. Since T, (x) < T,,(x) if 0< k,< k,, it is sufficient to prove our 
theorem for k >1. Define the operation 7/ such that Tf = a(x) 7,(z; /), 
k > 1. We have 


n 1/k 
T5(0if) = sup = tenn 


Let f = /,+ f,, and s{, s;’ the partial sums of the Fourier series of /, and /,, 
respectively. Then by Minkowski’s inequality, we find 


(3.17) a(x) T(x; f) S a(x) T(z; fy) + a(x) T(x; fe), 


where a(x) 7,(z;/) is uniquely defined whenever f,, f,, «(x) 7',(2;f,), 
a(x) 7',(x; f,) are defined. Accordingly, the operation 7’ is sublinear, a fortiori, 
quasi-linear. In virtue of Theorem G, Theorem H, it is sufficient to prove our 
theorem for g(x) = x”, where p is any number satisfying 1 < a< p< b< o, 
and also for p = a, p = b. By an inequality due to G. Sunoucui and S. Yano 
((61] formulas (2.5) and (2.6)), we have 


(3.18) T(z) S K{M (2; |f|")}/"+ K M(x; |f\)*), 
where M (x; |f|”*), M (zx; |f|) are the maximal functions of |/|*, |/|, respectively, 


and 1/p,+ I/q,=1, 1< p, S 2, 1< p,<'p, es < 2 . By Minkowski’s | 





™) The case k = 2 is obvious, while k < 2 follows from the fact that 7,, < 7,,, if 
0<k < ky. 

18) In Marcinkiewicz’s paper ({31] p. 783 formula (3.2)), {M (zx; |f|?*)}"™ is replaced by 
M (z; |f|), but however, it does not seem ta be obvious. Cf. also TS p. 239. 
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inequality and Theorem 3, we have 


a(x) 7, (x), S Kia(x) {M (x; |f™)}/"), + Kla(z) M(x; |f\)l, Ss 
K{f (a(x)? (M(z; |f\m))"/ dx} + K\a(x) f(x)|, s 
K{f (a(x) |f(x)|Pda}/r+ Kla(z) f(z), s 

S K\a(z) f(z)|,, 


for all p > p,. Hence taking p, approaches to 1 until g, > k, then (3.15) follows 
from Theorem G and Theorem H. The proof of (3.16) may be given in a similar 
way and is omitted here. 

Now let us consider another maximal theorem which is the critical case of 
Theorem L when p > 1: 

Theorem M. Under the conditions of Theorem L, 


(3.19) 


WA WA 


22 22 
(3.20) f T,(x)dxs K { lf (x)| {log* |f(x)|}P'da+ K. 


Theorem M has been proved by J. MarcinkIEwicz [31] in a very elegant way, 
and was later proved by Sunovcui and Yano [61] by a purely real method. 
And later the method of Marcinkiewicz’s proof of Theorem M has been classified 
and generalized by S. Yano [68]"*). The result is: 

Theorem N. Let 7 be an operation which transforms every integrable 
function to a measurable function, both being defined in a finite interval (a, 5), 
such that 


(3.21) a) = ¥ tle) 

implies 

(3.22) Tf < S|Tf,| and Tlkf)—k T/%). 
v=0 

Suppose also that 

(3.23) IT fl, = A,lf(2), 

holds, where 

(3.24) A, < K|(p—1) 


for alll < p < 2, for some k > 0, and k depends on the length of the interval 
(a, b). Then 


b 6 
(3.25) f |\Thldx < K f \f(x)| {log* |f(x)|}*dx + K. 


The following result is a generalization of Theorem N. 

Theorem 12. Under the conditions of Theorem N and suppose further that 
(3.23) is replaced by 
(3.26) IB(x) |Tfllp = Ay) B() f (I, » 


where 1< p<r<2, for some r and all p, B(x) ~ <—1/r,0], and A, < K/(p—1)* 





~ 49) Cf. also [52] p. 101: §9, Lemma 2. 
2) In [61] p. 296, formula (1.4), there is a misprint, which should be replaced by our 
formula (3.22). 
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for some k > 0, then 
b b 
(3.27) f B(2)|Pf|dz s K f B(x) |f(z)| flog* |f(2))Pdz + K. 


Proof. Tt is similar to the argument in [68]. The following proof is in 
condensed form. Assuming /(x) > 1. Let us define 


z, 
oa hana ee 
where E,= {z; 2 < f(z) < 2+}, y=0,1,2,..., 
(3.29) (2) = 4 f(z) = Ery.z), 


where 9,(xz) = /,(z)/2”. By (3.21), it follows that 
(3.30) |B (2) TI (z)]| < z (B(2) TUf,(2)]| = 4 B(x) - 2|Tlp,(z)]| 
f Ble) ITY (a)I| dz s Er Spa |Pio(alldx s 
nm | ', 
ean) <5 » faoaercrae "| focsas\ “.K< 





< Ky 2°A nf B(x) i.te)Praah +K, 


where 1< p,<r< 2, l/p,+1/qg,=1, A,,=1/(p,—1)*. Now if we put p,=1+ l/r, 
’ +1 


then in virtue ofa*+! < 2a+ 369-*(a>0,v= l)and(2’»*) » < K-2*y*, we 
obtain 


f Ba) |PU (aN de = K Sr {{ ate ote) dale +K< 


v=] 


(3.32) < K ¥ 2 f B(2) 9,(z)dz+ Ks 
v=1 0 





<K f B(x) |f(2)| flogt |f(x)|}*dx + K. 


This completes the proof. Using Theorem 12 (corresponding to (2.53), if we 
replace a(x) by f(x), then we have A, < K/(p—1)), and by an estimate 
similar to the argument in [61], we obtain the following 

Theorem 13. If B(x) ~ <—1, 0], then under the conditions of Theorem 11, 


22 22 
(3.33) Jf Bx) |Ty(x)| dz = Kf A(z) [f(=)| (log*|M(a)|}*dx + K. 


The following theorem was proved by E. M. Stein [50], the special case for 
a= 0 had previously been proved by Litrtewoop and Pa.ey ([29] III, 
Theorem 8, Theorem 9). They use M. Riesz’s convexity theorem to prove the 
special case when « = 0: 
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Theorem 0. If s, denotes the n-th partial sum of the Fourier expansion 
of {(z), where n(x) => 2 is measurable, taking integral values”), then 





logn(z) 


where 1 < p< 2,—l<a< p—l. 
We shall now prove an analogous theorem: 


(3.34) fe pee des K f xp(apdz, 


Theorem 14. If (2) €Z(py Py), 1<M<m<2 a(x) ~ (0, m+), 


B(x) ~ (- > , 0] , then under the conditions of Theorem 0, with additional 
conditions that n(x) < N, we have 
(3.35) 


{a (Z) l8ucx)(x)I} RUB. 9p? (22) Mnces(2)1 
teenies —dzs 1 em dx<K] —p{a(zx) |f(z)|}dz, 


(3.36) 


: sup {B(x) 18.2) (2)|} P 
[etnies [ae —dzs x f 91000 If()|} da. 








log n(z) log n, (x) 
Moreover, if g(x) € M(p,, p,), then the corresponding theorem also holds. Here 
the constant K is not independent of NV. 
For the proof, we require the following lemmas: 
Lemma 5. Suppose that a(t) ~ [0, 1/p’), B(t) ~ <—1/p, 0], I/p + Wp’'= 1, 
p > 1. If we define the functions 


(3.37) Taya) = f AO p(t) dt, 
0 

(3.38) T,y(2) = J pee y(t) dt, 

where y(t) > 0, then ’ 

(3.39) J Pa p(a)lrde < Kf |y(a)irdx . 

and 

(3.40) f I7,,,(2)!"de <-K f lp(z)|pda. 


We shall now prove (3.39). The proof of (3.40) is similar and is omitted here. 
Setting t = Az, we have, by definition, there exists 0 < p,< 1/p’, such that 
a(Az) a(x) 











(3.41) foes ~, aldz) = a(2), j=, 
(3.42) aaa =) a(dz) < a(2), O<|j<l. 


%) For this kind of argument, cf. R. Sauem [45] and Remark 4 above. 
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It follows that 








(3.43) a(x) S a(Az) < A” a(z), jaj=1, 
(3.44) A® a(x) < a(Ax) < a(z), Os jal sl. 
(3.45) 0 
= { K(x, A) p(Az)dz, 
0 
where 
(3.46) K(z, a) s |}—*" (0<A<«). 





By Minkowski’s inequality and in virtue of p,+ 1/p < 1, we find 

( co l/p oo -¥ , Pa Pp gC 
[/ iras(erree| <|f i | waaaal aa < 
0 o lo 

‘« 


Lf (yz) day 
0 





 |1—a-m 
of ates 
(3.47) f | 1—a 


oo 


| 1—A-™ 
=Ivlels f py jada < 
0 








Ss K|y(z)|,. 
Hence the result. 


Lemma 6. If «(x) ~ [0, p— 1), B(x) ~ (—1/p, 0] then under the conditions 
of Theorem O, 





18n ce (2)|? - 
oe { “Sette se f a(z) If(a)|?dx, 
(3.49) F Bla) lagen)? 


logn(z) 27S oe | B(x) |f(x)|pde. 


Proof. We use the formula: 


1 sinn(t — z) 
(3.50) onlz) = f 1) {=P ae, 
where the Dirichlet kernel in the integral is of the form K /(\t] — |x|). Setting 
g(x) = a(x) 8,(x)/[log*+n(x)}/?, t(x)= S,(x)/[log* a(x) }/*, h(x) = a(x) |f(zx)|, 
where S,(x) denotes the n-th partial sum of the Fourier series of h(x). By 
Littlewood-Paley’s theorem ([29] III, Theorem 9), we have 


(3.51) f \t2)pde <K f |h(a)jrax, 








< 


fe SS h& < 


—" 
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By Minkowski’s inequality, 
(3.52) lg(z)p S |g(z) —t(z)] ,+ It(z)], S g(x) —t(z)),+ Kl A(z)|,, 
and in virtue of (3.50), it follows that 

|g(z) —t(z)|, < 


P n s =stetaiie es P 1/p 
Gans 5 | i { pen a ih ya] foam) < 


SK Tov, a(2)lp > 
where T',:,2,, (x) is given by (3.37). From Lemma 5, it follows that 
(3.54) | Ty Ph (z)\|, = K \h(z)|, 6 
Accordingly (3.52), (3.53), (3.54) together yield (3.48). The second part (3.49) 
may be proved in a similar way. It should be remarked that Lemma 6 is a 
generalization of Theorem O. 

We now come to the proof of Theorem 14. Define the operation 
Tf = a(x) 8y¢)(x). Then 7 (f,+ f,.) = Tf,+ Tf,, where T is a linear operation 
of strong type (p, p), p > 1. By Theorem G and Theorem H (with dy = logncai) , 
the first part of the results follows at once. For max s, (x), etc., the results 

n,(2z) 
may be proved by applying Lemma I as discussed in Remark 4. Therefore, we 
have proved (3.35) completely. The proof of (3.36) may be given in a similar way. 

Now we consider some generalizations of maximal theorems concerning 
Walsch-Kaczmarz series. 

Lemma 7”). If S,(¢) is the n-th partial sum of the Walsch-Kaczmarz 
series of f(t), 


(3.55) f(t) sae 2 cnn (t) ’ 
where 

1 
(3.56) Cn= H f(t) Yn (t) dt, 
then 
(3.57) |Sqn(t)| S 2M (zx; |f\), 


where M (x; |f|) is the maximal function of |/|. 
The following Theorems 15, 16 follow from Lemma 7 and our key-theorems. 
Theorem 15. If a(x), B(x), v(x) are defined as in Theorem 3, then 


1 1 
(3.58) { ria |Sy(t)|} dt s a | p{a(t) |f(e)|} dt, 


1 1 
(3.59) f P{B(t) |Sx(t)|} dt < K { P{B(t) |f@|} at, 


for g(x) € Z(a, b), and 1 < a < b < oo. The analogous results for p(x) ¢ M (a,b) 
are similar as in Theorem 3. 


2) See [38] I, Lemma 2. 
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Theorem 16%). If a(t), B(t), p(t) are defined as in Theorem 15, and if 
Si.@(t) denotes the n-th partial sums of the expansion of f(t) by means of 
Haar system of orthogonal functions, then 


1 1 
(3.60) J {a max|8, (0|} dt <K J y {a(t) |f(t)]} de, 


1 1 
(3.61) / » {Be max|8,(0|} dt <K J v {Bit) |f(t)|} at . 


There are similar results for p(x) € M (a, b) and further applications of Theo- 
rem G and Theorem H. In brief, the results are stated without proof as 
follows*) : 

Theorem 17. Under the conditions of Lemma 7, if (x) € Z(a, 5), 
l1<a<b< o, then 


1 1 
(3.62) J P{|S,()|} dt s K J p{\f(t)|} dt. 


Theorem 18. Let /(¢) denote the function f(t) ~ >’ c,, y,, (t) and let f,,, »,(¢) 
0 


(n, >) denote the polynomial 
249% +1_4 


(3.63) fn, n, () —" » Cm Ym (t) . 


m = 2% + 2%: 


Suppose that p(t) ¢ Z(a, b), l< a< b< ow. Then 


1 1 1 
(3.64) a | PLD fii..n,]*} at <J p{lf@|} at s a | PLD fi,.n,] '*} at. 

Theorem 19. Let A), A,,..., A, denote an increasing sequence of positive 
integers for which A,,,,/A, = q > 1. Let 6,,(¢) denote the difference 
(3.65) 6, (t) = 8,,(t) — 8,,_, (A_,= 0). 
Then 

1 1 1 

(3.66) Kf od dn) *}dt s { pi @l} dt s K f p{ly dn]'*} dt , 


where g(t) € Z(a, b), l< a<b< =. 

Theorem 20. Let A), A,,...,4, denote an arbitrary sequence of positive 
integers for which /,,,,/A, 2q > 1. Let n(t) be a measurable function of / 
which takes integer values. Then 


1 1 
(3.67) £ PAS. Ol dts at Pilf(e)|} at, 
where o(z) € Z(a,b), l<a<b< om. 


*3) Cf. [38] I, Theorem II. 
*) The following Theorems 17—20, are generalizations of some results of Paley’s 
theorems (cf. [38] I, Theorems VI, VII, VIII, IX). 
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Now let us suppose that f(t) ¢ L* (1 < k < o). Then it is well-known that 
the {y) series is strongly summable (c, 1/k + 5) p. p. and is summable (C, 4) p. p. 
to f(t)**). 

Theorem 21%). Denote by o{” (t) the weak Rieszian mean of order n. Then, 
for all positive 6, we have 

1 


1 
(3.68) / sup {ji ()|}dt< K / pili} dt. 
Fi lgn< oo é 


Returning to Hardy-Littlewood’s maximal theorem, the inequalities (1.3), 
(1.4) in § 1 can be generalized by our asymptotic methods. In fact, corresponding 
to Theorem 5 and Theorem 6, we have: 

Theorem 22%’). Under the conditions of Theorem 3, if f(z) ~ <—1, 0], 
0< p< 1, then 


(3.69) f B(2) O(a) dz = K f B(x) |f(a)|log*{B(2) (a)} dz + K, 


l/p 
(3.70) | 8(z)@(a),— { Fre) ovenras)” < Kf p(a)|(ea\ae. 


Moreover, if 0 (x; f) denotes the n-th Cesaro mean of os: 6(0< 6 =< 1) of the 
Fourier series of / (x), then 


8.71) f lz) ofa Ni das Kf Bla) |f(2)|log*{A(2) (a) de + K, 


(3.72) 1B(2) of(2s My < Kf B(e) W(a)| de. 


The following theorem contains results obtained by interpolation theorems 
from results of G. Sunovout [56]: 

Theorem 23. If S,,, ,(t) denotes the »-th partial sum of the Walsch-Kaczmarz 
series of f,(t) and p(t) € Z(a, b), 1< a< b< o, then 


1 ca 1/2 1 oo pe 
am fol Sis.nor] basaf ol] Zr] |e 
where {p,} is a sequence of positive Yap depending on n only, 








1 - 2 1 

KJ) z, pear: | dt Sf Aifel} at 
0 in=1 
1 1/2 1 

Kf i E [Solt)—opa(t)* asorl sf otiionat = 

(3.75) a ne * 
<K/ of 2 |Sen(t) — oan(6)]? jar; 
[n=1 
~~ 98) See [38] II. 


%) This is a generalization of Paley’s result (38), II . 
* I omit the proofs here. The detailed proofs of these results and further applications 
will be given in another paper elsewhere. For more powerful results, the log* { 8(z) |f(z)|} 
in (3.69) and (3.71) can be replaced by log* |f(2)| (cf. Theorem 12). 
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and 


1 1 
: n = {| | . 
(3.76) [* sup |o wi} = fg f(e)|}at 


Osn< wo 


Moreover, if 1 < k < 2, then 


1 
(3.77) [>| 
6 


There are some analogous theorems for multiple Fourier series. Let /(«) 


1 


. 


jar < K | p{ipioipat. 


1/k 





1 > a 
sup E1810 — 108 
Osn<@w v=0 


= {(x,, %,..., %,) be a Lebesgue-integrable function defined in a cube (,./ 


—na <2, <a,i=1,..., k. The Fourier series of f(x), 2 = (2,, 2g, . . ., X,), is 
(3.78) f(x) _ a a,,e'" ?= PH On. ns esses ne sale . a %e) | 
where n = (”,, ..., ”,) is a vector with integral components, and 
(3.79) @,= (22)-* [ f(xje"** "dz, 

2 
where dz = da,--+-d2,. , 

The spherical Riesz means?*) of order 6 of f(x) is given by 
2\6 : 

(3.80) S$(2) = Sez; f)= E (1- Br) aes, 

jnj<R 


where |n| = /n? + n3 +--+ + nz, & = 2. By Theorem G and Theorem H it is 
easy to derive the following Theorem 24 and Theorem 25: 


Theorem 24*°). Suppose that (x) € Z(a, 6), 6 >a(= — 1), l<a<b<2, 
c= ; (k— 1), and 


(3.81) S$ (xz) = S8(z;f)= sup |S)(zx;f)|. 
0<R<o& 

Then 

(3.82) Ps P{S,(z)} dx s ad pi{lf(z)|} da. 


Theorem 25*°). Suppose that 


, | RK \* 
(3.83) Aa(; f) = sup -E [Sas edu 


ls - 


where a>k/}(1—k), and that f(x)¢L,(Q,), where (x) €Z(p,, py), 
1< p,< py S 2. Then 


(3.84) P| P{\Ag(z; f)\} dx <s xs Pilf(x)|} dx. 





28) Concerning spherical Riesz means, cf. [52], [6], [34] and [7]. 
**) This is a generalization of a result due to E. M. Stern ([52] p. 96, Theorem D; 
p- 128, Lemma 12). 


5°) This is a generalized result of E. M. Stern, see [52], p. 143, Theorem 8. 





ee i i 
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4. Conjugate Functions and Fourier Series 


In this section we shall prove a generalized theorem of the well-known 
result due to M. Rresz (Theorem C in §1)*). Theorem 26 is one of the main 
results in this paper, and we shall discuss it in greater detail. There are some 
further analogous theorems for Hilbert transforms and singular integrals which 
were introduced by CaLDERGN and ZyamuND. Some analogous theorems for 
multiple integrals will be discussed in § 5. 

Suppose that a € L(0, 2x). Then the emcees integral 


— ° fe+0—Ke—t 


exists p. p. and is hecisbed by f(x). We recall ie M. Riesz’s theorem [(1.9) 
in § 1]: 
Theorem C. If p > 1, then 





(4.2) Sf iepds s K f (arae, 


where the inequality has the meaning ‘‘Whenever the integral on the right is 
finite, then |f(z)|? is measurable and satisfies the inequality” as we have 
already mentioned in § 1. 

Theorem F*?). Under the same conditions, 


(4.3) f eiopds s K f aif(ardz, 


where p > 1, —l<a< p—l. 
Theorem P. ({32], [77], and [27]}). Suppose that the function (2) satisfies 
p(x) € M(p,, pe), 1 < p< py< ©, then 


2x ‘ 22 
(4.4) J P{if(z)|}dz < at | pi{if(z)|}dx+ K. 


If moreover, p(x) € Z(p,, P2), then the constant term KX on the right may be 
set equal to zero. 

Theorem P was stated without proof by J. MarcinKrEwicz in the case 
p(x) € M(p,, p,), and was proved by A. Zyemunp in the general case. In the 
case when (x) ¢ Z(p,, 2), it was implied by A. Zyemunp**). The detailed proof 
has been given by S. Korzumi [27]. Theorem F was stated, but without 
detailed proof, by K.I. BaBenxo [2]; and has been proved in detail by 
E. M. Stern [50]. The original Babenko’s proof*) depends on the following 


my See TS Chap. 7, for a simple proof of this theorem, see [8]. 

8°) Several particular cases have previously been proved in [21]. Th» general case was 
stated without detailed proof in [2] (see also [50)). 

8) Cf. [77], esp. p. 236, footnote 5. 

*4) BaBENKO stated without proof that Theorem F can also be proved by a lemma 
which is a special case of one of our kernel-theorems (Theorem 3). But the proof has not 
been published. On the other hand, in general, Tir, x) is not bounded by K M(z;/f), and I 
have been unable to follow the sketch of her alternative proof. 


Math. Ann. 140 27 
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Lemma 8. Suppose that 0 < a< b, p >1,—1< a< p—1, and that 














(4.5) g(z) =—~ log a8 
Then 
(4.6) f hog |= —4 f \z\*dz, 


where the constant A, depends on p only. 

By successive approximations of step functions, Babenko proved Theorem F. 
For the proof of Lemma 8 one should make use of Theorem C. By Minkow- 
ski’s inequality and Riesz’s theorem, it may be readily shown that 

Lemma 9. Under the conditions of Lemma 8, and if a(z) ~ [0, p—1), 
B(x) ~ <—1, 0] then 


b 
a(x)dz, 





(4.7) Sf a2) jos [=F 





(4.8) I B(2) log |>— 


From Lemma 9, we may prove the iis 
Theorem 26. Suppose that (zx) ¢Z(p,, p.), 1< p< p<, a(x) ~ 
~ [o, S : ) , B(x) ~ (- x ; 0] , and that / (zx) is the conjugate function of f(z) 
ra 2 
defined in (4.1). Then 





(4.9) Sf ofa(a) fais = K f p{a(e) fede, 
(4.10 SoBe) Hal} de = Kf o{6(e) Mal} ae. 


Moreover, if p(x) € M(p,, p,), then the analogous results also hold. _ 
From Theorem 26 and our key-theorems**), we obtain the following 
Theorem 27. Under the conditions of Theorem 26, if 


(4.11) f(z) = sup lia(2 hia=s fos e—fe— Oat, Och Sa, 





2tg ht 
then 
(4.12) Sf pfate) Halpde < Kf pfa(a) Wa} de, 
(4.13) SoBe) Med} de < Kf p{B(x) Ma} ae. 


The corresponding results for g(x) € M(p,, p,) also hold. 





») The argument is exactly the same as given in TS p. 250. 





hoa 


— Ont aes <2 £4 
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Proof. We shall follow an argument similar to the proof of Theorem F 
given in [50] which also includes the proof of Lemma 9 in a wider sense. We 
shall use M. Riesz’s result. Before applying Theorem G and Theorem H, we 
first establish the following 

Lemma 10. Under the conditions of Theorem 26, if p > 1, «(z) ~ [0, p—1), 
B(x) ~ <—1, 0], then 


(4.14) f az) f(z)\"dz < Kj a(x) |f(x)|"dz, 
(4.15) £ Bla) iMapdx = K f B(x) f(a))Paz. 


Without loss of generality, we may now assume /(z) is non-periodic and 
L(—, o). We may also replace f(x) by the conjugate integral of Hilbert 
transform g(x)**), as indicated in [21: 


1 f(t 1 fh2+0—fe—t 
(4.16) g(z) = — fya-+ sf fe dae 
—0 


—oo 








Setting G(x) = {a(x)}/?|f(x)|, t(x) = {a(x)}"”?|g(zx)|, the proof of (4.14) is 
equivalent to the proof of 


(4.17) Iz(x)|, = K|@(z)j,, 


where now (—z, 2) is replaced by (—o, 00). Setting 





1 Git 
(4.18) H(z)=— [ —O as, 
then by M. Riesz’s theorem and Minkowski’s inequality, it follows that 
(4.19) |H(z)|, = K|@(z)I,, 
(4.20) |t(z)lp S |t(x)— A(z)|,+ |A(z)I,- 
It remains to prove 
(4.21) |t(z)— H(z)|, S KI G@(<)j, - 


From (4.16), (4.18) and Lemma 5 in § 3, we have 
| 


lp 


1 r t r ty? fit 
[x(2)—H(2)], => |fe(zypr f LO ae— f SOMO ay 


(4.22) 


a|= 














a 


<= K|G@(z)|,. 
We have proved (4.14). The proof of (4.15) follows in a similar way. 





*) A brief proof of M. Riesz’s result concerning Hilbert transforms is given in [66], 
p. 132 and [1] pp. 126—129. 


27* 
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After establishing Lemma 10, we may apply Theorem G and Theorem H, 
and the results of Theorem 26 follow at once. From the proof of Theorem 26, 
we may state, without proof, the following analogous theorem for Hilbert 
transforms: 

Theorem 28. Let g(x) be the Hilbert transform of f(x) defined in (4.16). 
Suppose that w(x), x(x), B(x) are defined as in Theorem 26. Then 


423) f pfalz)lola))}de = K f pfa(z) M(z)} az, 


424) f pfBle)o(a}de SK f pfB(e) Ma} ae. 


The corresponding results for g(x) ¢ M (p,, p,) also hold. 

Remark 5. (i) In Babenko’s paper, it was stated that the limit of « in 
(—1, p— 1) cannot be further extended. There are examples showing that if « 
approaches to p—1 or —1, then the smallest K can be made as large as 
possible. Accordingly, our asymptotic functions «(z), 8(x) cannot be expected 
to be of types wider than the ranges of [0, p— 1) and (—1, 0], respectively. 

(ii) In the proof of Theorem 26, we have defined an operation 7' which 
transforms T'f to a(x) f(x) or B(x) f(x). If «(x)= 1, then 7 is sublinear of 
type (1,1). This well-known result is due to A. Kotmocororr [28]*’). In 
general, «(x) is increasing, whether 7’ thus defined is of weak type (1, 1) 
remains unknown. Kolm.ogoroff’s argument cannot be applied in this case, 
since the product of two harmonic functions may not be harmonic within the 
circle of convergence. But, however, there is no existing ‘‘Gegenbeispiel” 
showing that this is not so. Corresponding to the conjugate operation, we have 
shown in § 2 that if 7 denotes the transformation 7'f = O(z; /), then T is of 
weak type (1, 1). Now if 7'f = a(x) O(z; /), then whether 7’ is of weak type 
(1, 1) is also unknown. The operation thus defined is similar to the operation 
Tf = a(x) f(z). 

(iii) It may be easily seen that, in Lemma 8, we may assume a(x) = 0 for 
|x| } 2/2, ice. 








rh |b rs 
—2\|p 

J jog | jal*dx <K f \zlsax, 
—n/2 —a2/2 


provided that a,b, K are suitably chosen. From this result, it is easy to see 
that in Theorem F, |z|* may be replaced by |sinz|*. Therefore, the original 
Babenko’s proof, though she has not me...:cned this, would imply this result 
which has been stated explicitly in E. M. Stein’s paper [50]. In the general case, 
we may set a(x), B(x), etc. equal to zero in some subintervals in (—z, 2), and 
replace a(x), B(x) by a,(x + ¢,), By(x + ¢,),t = 1,2,...,”, provided that n is 
finite. It is of interest to note that we have analogous results for Theorem 3, 
since the method in the proof of Theorem 3 would give this. 





37) Cf. also [64] Theorem 1. 
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After establishing Theorem 26, we are now able to generalize some remain- 
ing theorems from the consequences of M. Riesz’s theorem in [44]. 

Theorem 29**). Under the conditions of Theorem 26, if s,,(2z) denotes the 
nth partial sums of the Fourier series of f(z), then 


(4.25) Z p{a(x) |s,(z)|}dx < K f p{a(x) \f(x)|}dz, 
4.26) Ff @f{B(2) on(2)} dx = K f g{Alz) (a) dz. 


Corresponding to the generalization of the M. Riesz’s result concerning mean 
convergence, we have 
Theorem 30%). Suppose that (xz) ~ (p,, p,), 1< p< p,< ~, a(x) ~ 


Pi—1 1 
~ |o, n=), ps ~ (- 710] - Then 
(4.27) S pala) |f(z) —a(z))} dx +0, 


(4.28) Sf o(B(2) Ne) — (a) dz +0, 


as n->oo, provided that the right members of (4.25), (4.26) are respectively finite. 
A particular case of this theorem is 
fe ae See 
Jf \ett* Free — 2 one 


0<a< 1/2. This is an example given in [2]. 
Proof. From the formula s 





¢ ae’ » f(z)~ izle c,e**, 








(4.29) af (z) = — [resongire. 


we have, as in TS p. 153, |s% (2) S |g,(z)| + lge(x)|, where g,(x) is conjugate 
to f(z) sinn x, g,(x) to {(x) cosmz. By Theorems 9, 10 and from the hypothesis 
p(x) ~ (P,, P,> and results (2.30), (2.31), (3.43), (3.44), we may put /=/'+/", 


where /’ is a trigonometrical polynomial and { y{a(z) |f” (x)|}d2< e. Simi- 


larly, we have s* = s*’ + s*”, f — 8% = (j’— 8%’) + (f’— 8%”), ete. It follows 


that ( n 
S efa(2) \[—sti} de s 
Ss K f o{a(z) lf’ — 8h '|}da + Kf p{a(2) If’ (x)|} da + 
(430) 4 


+ Kf p{ala) |st’ (2)|} de 


= Kf p{ala) f(a} dz + Kf pa(z) \st"(2))} de 


= Ke, 


%*) This is a generalization of M. Riesz’s result in [44] p. 230, formula (30). 
*) See TS p. 153. 
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for large n. By Theorem 29, the result follows at once. We may prove (4.28) 
in a similar way. 
Theorem 31%). Suppose that g(z)¢Z(a,b), where l<a<b<~. 


a—l 


(a) If p{ee(2) [f(2))} € L(—x, 2), a(2)~[0,*>*), f ofala)|aa}d2 010), 





asn->co,then [ @{a(s) |5,,(z)|}d a= O(1),a8 n-+co. Moreover, if f p{a(z) \f—8,|} 


dz—+Othen f g{a(z) J — &|} dx 0. 


(b) If p{B (x) |f (x)|} € L(—zx, 2), B(x) ~ (- + . 0] ; / 9{B(zx)|s,|}d2=O(1), 
as n->co,then f @{B(2) ld, (2)|}d2—O(1),a8 n= oc. Moreover, it f {8 (2)| f—s,|} 


dz — 0 then f p{B(2) |f —4,|} da +0. 


Proof. The results are easy consequences of the following lemma which is 
slight generalization of a well-known theorem of 8S. BerNsTEIN™) and Hardy- 
Littlewood-Zygmund’s result **). 

Lemma 11. Suppose that ¢,,(z) is a trigonometrical polynomial of order n, 
and that g(z) € Z(a, b), 1<a<b<«, a(x) ~ (0. *>*), B(z) ~(-7.9]. 
Then 


(4.31) 5 i gp{a(z) |t),(z)|/n} dx s K f o{a(2) t,(x)|} da, 
4.32) f @{B(2) [lain dz < K f g{B(x) Ita(a))} de, 
where K is independent of t,,(z). In particular, if «(x) = 1, then 
(4.33) S olitaailnyde < K fF pflea(a))} az. 


Moreover, if g(x) € M (a, 6b), then the analogous results also hold. 

For the proof of Lemma 11, we first follow the argument given in TS p. 155. 
We find that |t),(z)|/n does not exceed the (n — 1)st Fejér mean of the function 
2\t,(x)|. Then we may apply our kernel-theorems (Theorems 3, 2), together 
with Kogbetliantz’s inequality as in § 3, Theorem 7 and (3.2). Hence the results 
follow at once. 

Now we shall discuss the corresponding theorems for conjugate functions 
of several variables, which have been studied by Soxor-Sokozowsk1 [49]. 
We shall generalize M. Riesz’s theorem for functions of several variables. The 
corresponding theorem of M. Riesz’s result for function of several variables 

**) See TS p. 155, § 7.31 (ii). 

“) For detailed discussions of this kind of inequalities and analogous results for 


Legendre’s polynomials, cf. [47] Chap. 5, esp. p. 368, [50] part I. 
4%) See [71] p. 394, footnote. 
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has previously been established in [49]. Adopting the rectangular method of 
summation, and taking the typical case of two variables, Soxoz-SokozowskI 
proved the following 

Theorem Q. If f(z, y) is of period 2% in x and y, and belongs to the 
Lebesgue class L?, p > 1, then the function 


(e)" (n)x 


; . f(z+u, y + v) 
= —-3 
ae Se 2ig}u-2tg}o dudv 


(4.34) 





exists p. p. and satisfies 


(4.35) 


a“ a 


S lite, y)|\?dxdy SK f f \f(z,y)|?dzdy, 


(e) (n) 
where K depends on p and { / indicates that the integration is extended over 


e s|ul Sa, S|eo| Sz. 

We shall generalize Theorem Q to the form analogous to functions of a 
single variable: 

Theorem 32. If 1< p,< p,< ~, «,(z) ~ [o, 7 A— +), B,(x) ~ ~(-4, 0}. 


i= 1,2, p(x) € Z(p,, py), then under the conditions ‘of Theorem Q, 





(4.36) f p{% (x) x(y) |f(z, y)|}drdy < Kf f p(n (2) aay) f(x, y)|}dady, 


-%3 —-8 


(4.37) f o{or(2) Bly) li(z, wi} dady SKS f p{ay(x) Aly) \f(x, w)}dxdy, 


(4.38) f p{Br(2) Balu) [Fl wi} daxdy < Kf Sf o{Bx(2) Baly) [M(x wi}dedy. 
Moreover, the theorem holds for » >2. The corresponding results for 
y (2) ~ M(p,, p,) also hold. 

For the proof, we use a similar argument as in the proof for functions of a 
single variable. 

Lemma 12. Under the conditions of Theorem 32, if moreover, p > 1, 
a,;(x) ~ [0, p—1), B,(x) ~ <—1, 0], i = 1, 2, then 


(4.30) ff a(x) ag(y) f(x, y)Pdady <K b fate) ayy) Ifa, y)|? de dy. 


he analogous result for £,;(x) also holds. 
(e)z 
f(z + %, y) 


Proof. Denote by /(2, y) = lim 5 / ete. du. Then as in Theorem 26, 


we get 


(4.40) S m2) f(z, y|?dz <K f a, (x) |f(z, y)|? dz. 
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(n)x 
Since f(z, y) = lim + | feat v, applying Theorem 26 once again, we get 
n—0 


f Sf a(x) a(y) |f(z, y)\Pdady= f a(x) dx f ay) f(z, y)|?dy < 


(4.41) SK f ay(z)dz f ogy) IMz,wlrdy=K faa(y)dy f a, (x) If (x, y)|\"dxs 








SK f a,(y)dy { a, (z)|f(x, y)|"dx= Kf f a(x) a(y)|f(z,y)|"dady. 
By a similar way, we may prove the remaining results corresponding to (4.37), 
(4.38). This completes the proof of Lemma 12. 
Now applying the ‘‘interpolation theorems” again, the results of Theorem 32 
follow at once. 
Remark 6. The extension of Theorem 32 to functions of n variables is 
immediate consequence of the above argument. 
Corresponding to Theorem 27, we now state some analogous theorems for 
conjugate functions of several variables. 
Theorem 33. Let 
(e)% (n)a 
f(z+u,y +) 
2tgdu-2tgiv 





(4.42) } (x, y) = sup 2-? dudv, 
€,” 


where |e| < x, |y| < 2. Then under the conditions of Theorem 32, 


= 9 


S piea(z) ae (y) |f(x,y)|}dady sf f pfa(z)ag(y) f(z,y)|}dady < 


a. | 
SK f f pfay(x) a(y) |f(z, yp dxdy. 


Theorem 34. Let 
()x (nx 


(4.44) I(x, y, €, 9) = 2-3 Hepes ieee. 


Then under the conditions of Theorem 32, we have 


(445) lim f f p{a,(x) a(y) |f(z, ye, n)—f(z, y)|}dxdy>0. 


e,n—+0 —x-—2 


5. Singular Integrals and Maximal Theorems for Functions 
of Several Variables 


In this section, we shall first discuss some corresponding theorems for 
singular integrals which were introduced by CaLDERON and ZyemunD [9], 
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[12], [10]. In the second part of this section, we shall extend our maximal 
theorems to corresponding theorems for multiple integrals. 

The existence of this kind of singular integrals was proved in [9]. Let Z* 
be the n-dimensional Euclidian space. If P and Q are points in 2*, (P — Q) will 
denote the vector QP, or the point whose coordinates are the components 
of (P — Q). Denote by | P — Q| the length of (P — Q), and »’ the surface of the 
unit sphere with centre O. Let {(P) be a function of LZ’, p > 1, in 2*, and the 
kernel K has the form: 


(5.1) K(P— Q) = |P— Q|-* Q[(P— Q) |P— QI"), 
where 2(P) is a function defined on 5’ and satisfies 
(5.2) f Q(P)do=0, 
Z 
and dq is the area element on 5’. Suppose further that 
(5.3) |2(P) — 2(Q)| Ss w(|P—Q\), 
where w(t) is an increasing function which satisfies w(t) < t, 
1 oo 
(5.4) fomt=foamnt< 00. 
0 i 

Let 

K(P—Q) if |P—Q| 21/A 
(5.5) £(?—-Q= to : it 

K(P—O) if p2a=|P—O| ]1/A 
(5.6) K,,(P) = {o Pon 8 ena 


and 
(5.7) RaAP) =f Kup(Pei"e™dQ = f o-Ade [ Q(Q)ei*™* do, 
En ja z 


where r = |P —O|, 0 = |P— QI, and Q’= (Q— 0) |Q— O|-* is the projection 
of Q on 3’ with O as vertex, 0 is the angle between (P — O) and (Q— 0), and 
R,,, is defined as the Fourier transform of K,,(P) in polar coordinates. More- 
over, if 


then it may be shown that*) 
(5.9) i= R,, f , lim i. j= R,f : 


Concerning the above conditions of K (P), 2(Q’), CaLpERON and ZyamuND 
have proved the following 


*) See [9] p. 90. 
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Theorem R. Let /(P) belongs to L?, 1 < p< oo, in Z*. Then the function 
i,(P) “2 K,(P — Q) f(Q) dQ also belongs to L?, and 


(5.10) lA(P)l, SKIP,» an —fl»=0, 

(5.11) WFe(Pilp = KIP(P)I,. 

where /,(P) = sup/,(P). The constant K occured in (5.10), (5.11) are depending 
on p and the sont K(P). 


By using Theorem G and Theorem H, 8S. Koizumi has proved the cor- 
responding theorems for L,. On the other hand, corresponding theorems of 
Babenko type have been proved by E. M. Stern ((50] part III, Theorem 4). 
We shall now prove a similar generalized theorem. 

Theorem 35. Suppose that, as in (5.8) and Theorem R, 


(5.12) iP) = fal? — Q) 1(Q) dQ, 


where now boon a [XP — Q)| <= K in E*. Suppose further that p(x) ¢ Z(p,, p2), 
1<7,< Dr< co, and that (9) ~ [0, n(p,— 1)/p,), B(o) ~ <—n/pz, 0]. Then 
(5.13) J p{a(|P|) |A(P)| dP s xf p{a(|P|) |f(P)}aP, 


(5.14) J p{B(\P|) IA(P)} AP < zl P{B(\P|) |M(P)}aP, 


and the corresponding theorems for /,, g(x) € M(p,, p2) also hold. 
Proof of Theorem 35. The results of Theorem 35 are immediate consequences 
of the following lemmas: 


io, 2) 
Lemma 13. Let a(o) ~ |9, ; 





). B(e) ~ <—n/p, 0), 1 < p< o. Sup- 





pose that 

(5.15) K(P, Q) = iI ere 

oan H(P) = f K(P, Q)1(Q)aQ. 

Then if p > 1, 

asia f(PyraP < K f \f(PypaP. 
me ss EP 


Proof of Lemma 13. Let 


K,(P, Q) = K,(P, Q) if o/r = |Q\/|P| = A < 1/2, and zero otherwise, 

(5.18) K,(P, Q) = K,(P, Q) if o/r = |Q\/|P| =A=2, and zero otherwise, 
, K,(P, Q) = K.(P, Q) if o/r = |Q\/|P| = 4, 1/2 <A< 2, 

and zero otherwise , 


and let 
(5.19) IP) a K(P,QD(QdQ, i=1,2,3. 
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We now consider /,: Putting P = r P’= |P| P’, Q = 0 Q’ =|Q| Q. By the trans- 
formation 9 = Ar, and the polar coordinates: P = (z,,..., 2,), Q= (¥:,---» Ya)» 
as in [40], we have 





x, =r cos6, 
Z, =r sin, cos, 
(5.20) Revassd(vorusnese 
Z_-, = 7 sin, sin#, . . . sin®,_, cos6,_, 
z, = rsin§, sin6, . . . sin#,_, sin6,_, , 
4: = @ cos; 
Y2 = 0 sin®;, cos 6, 
ae 8€=—_(s i en ae cia same 
Yn-1 = 0 8in6; sin®, . . . sin6},_, cos6,_, 
Yn = 0 8inO; sind, . . . sin®),_, sin6;,_, , 
(5.22) - 22h 





oar 


It follows that 





17 1 r - , - , - ee: | 4 , 
(P)| ss for de fao;... fay, [PEO io Qyao,_1< 
0 0 0 —n 


"ls l 





ee sk fw—h—a-¥ aa f yarg)ido 
= Kf F,(r, Q’) do) , : 
where 
(5.24) Fy(r, @) = f a a? . ar@)| da. 
é 


By Minkowski’s inequality, 


ey 








~ 1/p «i 
| fire avira] < fecha ” 
ad 0 
~y 1/p Me 4 
(5.25) ~ x [arayrnay ll | aa a 


l/p 


> lj oo 
‘ ti ir qyr-rar| . K{ f Wir ayer-rar] 2 
ope K 2Q,(Q) , say . 


*) Since |P — Q\*> Kr". 
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It follows that | 
£ in(Pylr ap < J [lie @ dol aP\" < 


< J { fale, yap} do 
co 1/p 
-S{f\i rm-11F, (r, ear] aah dos 
z= = 0 
< o> {/ K\2,(Q')|” sa 


© l/p 
sK{ {| furan arlao| 
BY 0 


= K| si@ aa). 


By a similar argument, and in virtue of «(| P|)/a(r) = «(0)/a(r) = «(o)/a(A) <1, 
K(P, Q) = Ko-*= KA-*r-*, A = 2, it follows that 


(5.26) 





(527) — |(P)| Kf a2dAf flarQ’) do = K f Fy(r, @) do, 
2 z z 
where 
(5.28) F,(r, Q) = f A |f(ArQ’)| da, 
oo 1/ 

(5.29) {{ePat @rirar| "< 2,(Q"'), 
(5.30) f in(Prle dP s K| IN@iragh”. 

En En 


It remains to estimate { |},(P)|?d P: When 1/2 < A < 2, we have 
Ee 





(2.31) |K;(P, Q)| s r-*|1— Paci —A\ SK/r. 
Similar to (5.23) and (5.25), we write 





2 
lf(P)| < Kf dd f |f(ArQ)| do < K f \f(arQ’)| do < 

(5.32) 12 z i 

< a | |F;(r, Q’)| do, 
where 

2 
(5.33) Fate, @)| SK fae fargy aa, 
and 
Pr-R(r, Qyedrl < KIS rgyern—arl 
(5.34) t/ ci’ . f 
_ K 2Q,(Q) . 





By the same argument as in (5.26), we obtain the estimate 
(5.35) P lA(P))P dP x 7 | If(Q)|? dQ. 
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Consequently, from (5.26), (5.30), and (5.35) we obtain 








(5.36) SW(PypedP s Kf if(QpPdQ=Kf \f(P)raP. 
E* Be BE» 

This completes the proof of Lemma 13. 

Lemma 14. Let 

(5.37) i(P) | K(P— Q)f(Q)4dQ, 

where 

(5.38) K(P—Q =“"—2 

and 

(5.39) |G(P—Q)| sk. 

Suppose further that «(r) ~ (0, n(p—1)), B(r) ~ <—n, 0], 

(5.40) fliPiraP s Ks y(PyraP, 

where }, is defined in (5.12), 1 < p < oo. Then 

(5.41) J a(|P\) |f,(P)? dP s xs a(|P|) |f(P)radP, 

(5.42) Leupp I(P)\?dP s J | B(\P\) (PP aP, 


where K is independent of A. 
Proof of Lemma 14. Without loss of generality, we may assume that /(P) 
is non-negative. Write |P| = r, |Q| = e, and 


(5.43) t(P) = [a(|P|)}/?-f(P). 
From hypothesis (5.40), we may write 
(5.44) \t:(P)|p S K|t(P)lp (for £*). 


Since by (5.39), 
=P) —[ax(| P|) P/77,(P)| =f K(P—Q) (~(| Ql)” —[a(| P|) /9| 1(Q)dQ 
< f K(P— Q) |1 — [a(r)/a(o) P| [a(o)¥/” |f(Q)| 22 


Em 
(5.45)) < xf | — {a(r)/a(g)}"| [x(o)}/* |f(Q)| dQ 
Ee 





\P — Qi 


a: lp 
= Kf ee ii ae, 








En 
and by Lemma 13, we have 
(5.46) lé(P)— [a(|P)P? (Pip = Kir(P)l, (for #*). 
From Minkowski’s inequality and in virtue of (5.44), (5.46), we get (5.41). 
The proof of (5.42) may be given in a similar way. Thus we have proved 
Lemma 14. On account of (5.3), the kernel K(P — Q) defined in (5.1) is of a 
type as defined in (5.38), and, in virtue of Theorem R, the results in Theorem 35 
follow at once. 

Corresponding to Theorems 27, 33, 34, we have the following theorem for 
singular integrals: 
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Theorem 36. Under the conditions of Theorem 35, 


(5.47) Z p{a(|P|) |(P)}dP < xf p{a(|P|) |f(P)}aP, 
(5.48) f vfPilPl) f(P))}aP < Ef P{B(|P\) \f(P)}aP, 
where 

(5.49) }(P) = lim iAP), 

exists p. p., and 

(5.50) = if riailP) (P)—f,(P)} dP +0, 
(5.51) hoes f rib (Pl) (P)—F,(P)|} dP > 0, 


(6.52) f pf{a(|P)) suplf,(P)} dP = K f y{a(\P)) (PI) 4P*), 


(5.53) Z P{B(|P|) sup|f,(P)|} dP S xf P{B(|P|) f(P)} a P, 


where 1 <A<S ~w, 

Now let us prove the analogous maximal theorem for multiple integrals. 
We first adopt the square summation as in [22], which is simpler than 
the summation on a unit sphere as discussed by H. E. Ravucu [40] (cf. also [48]). 
We shall consider the typical case when n = 2, while the general case is straight 
forward. Write 


(5.54) f*(P) = sup; | WP) aP, 
(5.55) fe(Po) = lim + | \f(PyaP. 
ayo |! 


If p > 1, f(P) € L*, then it is well-known that /,(P,) exist p. p.**). 

Theorem 37. Suppose that g(z)«Z(p,,p,), where 1< p,< p,< ~, 
a(x) ~ [o, 2 *\, B(2) ~ (-2,0] , and that /(P) ¢L. Let § denote the 
square 





(5.56) Os2zsl, Osycsl. 
Then we have 
(5.57) f p{a(P) f*(P)}dP =< | p{a(P) |f(P)|} dP, 


where a(P) = a(x) a,(y) for (x,y) belongs to S. The similar results for 
B(P), v(x) € M(p,, p,), ete. also hold. 


*) See [12] p. 293. 
“) Cf. [46] p. 142, § 12 and p. 133, § 10. 
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Proof. We sect 
" 
(5.58) ge y)= sup Gay | Meee, 
m< cm h— Mel 
" 
é 
(5.59) h(x, y)= sup moa fom y) du. 
h&i<2<ckh f— 61! 


&1 
From Theorem 3, it follows that if p > 1, a(x) ~ [0, p—1), B(x) ~ <—1, 0], 
then 


1 1 
f a(P) \g(P)P? dP sf a(x) dxf ag(y) \g(z, y)\? dys 
(5.60) s . 0 6 
SK f x(x) dx f aly) (x, yl? dy s Kf a(P) |f(P)PaP.. 


Similarly, we find 
(5.61) {«(?) |A(P)|\?dP s nd | a(P) \g(P)\?dP s | a(P)|f(P)j?dP. 


Applying Theorem G, Theorem H, the results follow at once. 

Remark 7. The corresponding theorem for summation on a unit sphere as 
in H. E. Ravcw [40] has not been established. This problem remains open. 
There are some applications of Theorem 37. For example, for harmonic 
functions, we have corresponding results as discussed in [48] p. 165, and 
Remark in p. 169 there. Let us take an example: 

Theorem 384’). Let 
(5.62) (x, y) = sup |o,,,n(2, y)| = o* (P) = sup |o,,,(P)| , 
where ¢,,,,, is the first arithmetic mean of the partial sums of the multiple 
Fourier series 5’ c,,,e"'**"*¥. Suppose that the functions «,, 8;, and » satisfy 
the conditions of Theorem 37. Then 


(5.63) { pla(P)or(P)}aP SK f pfa(P) |f(PI}aP, 

(5.64) £{ v{B(P)o* (PAP SK f p{B(P) MPI} AP. 

If y{a(P) |f(P)|} €L, then 

(5.65) /  {a(P) | lim oma(P)—{(P)]}} dP 0. 

If p{B(P) \f(P)|} € L, then 

(5.66) / » |BCP) | lim oma(P)—{(P)| dP 0. 
s 


Remark 8. The functions «(P), 8(P) in Theorems 37, 38 are defined by 


v.(P) = a(x) a, (y), B(P) = B(x) By(y). In fact, if we use y(P) = a, (x) B,(y), 
then the results also hold. 


*) See [22] p. 234. 
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There are further applications of the maximal theorems to multiple Fourier 
series as in [54]. The results are stated in the following theorem“): 
Theorem 39. Let f(z, y) ~ DY Am,n(%, y); 
ott] arti] 


(5.67) A, An y= 2 2. Am,n(, y) - 


m=2? n= 


Suppose now 8:0 <2 < 22,0 Sy < 22; p(x) ~ Z(p,, Ps), 1 < P< Pyp< ~. 
Then 


(5.68) / ¢ {|= SE. n(2, v}"| dP <K / ¢ {\z pipy]"lap, 


5 |4,. 1/2 y | . 
[*| “ |4 (PIP |aP =x [o(wnne? < 


(5.69) =x fof, 1p 4, (Pye) "ar, 


(5.70) Is | <2 x |Som,on(P) — Fam, ~(yr) bap s x [ewenner. 


(6.71) / ¢ max Sym,o(P)\\dP = K / gIMP)}aP, 
$s oo 


(5.72) |* oz Bes ~ | ap sx/ o{l(P)} AP, 


where k > 1. 


6. A Generalization of H” Class of Functions and 
its Applications to Harmonie Analysis 

Now we are concerned with some properties of power series which are 
convergent in a unit circle. It will be more convenient to discuss the theorems 
by assuming that 
(6.1) f(z) = u(r, 0) + ir(r, 0) = ag+ a,z + agz*+--- 
is a power series of real coefficients, with its conjugate power series together 
are Fourier series of a certain function. 

Lemma 15**). Let S¢(6@) denote the kite-shaped area defined by drawing 
two lines through e*® at angles ® with the radius vector and dropping perpen- 
diculars upon them from the origin. By U (0, ®) we denote the upper bound of 
\u(r, @)| for z = re’® interior to S(6). Then 
(6.2) U(6,®) < K9(6; |f(8))) . 

By Lemma 15 and our key-theorem, we have 


48) The proofs are similar to some of the proofs of our theorems. I shall not state the 
general form corresponding to the generalized form of Babenko type. In fact, almost all 
of these theorems may be generalized in this way. 
4°) Cf. [20] p. 112, and TS p. 249. 
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Theorem 40. Suppose that a(x) ~ lo, n—*, B(x) ~ (- > 0}, 
. 
1< p, < pp< ~, p(x) €Z(p,, p,), and that U(6,), f(z) are defined in 
the unit circle. Then 


(63) pfa(0)|U(0, ®))} 40 < K suplim f p{a(O) /(re'%)} 20. 


(64) f g{B(0) |U(0, ®))} 40 = K suplim f {8 (6) I(re'%)} 40. 


In particular, if ~ ~ (p,, p,), then f(z) ¢ H and hence f(z) has a boundary 
function F'(6) = f(e**). The analogous theorem for g(x) € M(p,, p,) also holds. 

Theorem 41%). Suppose that /(z) is an analytic function, regular for r< 1, 
that F'(6, ®) is the upper bound of f(z) in Sg(6) which is defined in Lemma 15 
with ® < 2/2, and that a(z), B(x), w(x) are defined as in Theorem 40. Then 


(65) f o{a(0) [F(, ®))} 40 < K suplim [ p{x(6) |f(re)} a, 


(6.6) —f p{B(6) |F(8, ®)|} 40 = K sup ret | P{B (8) |f(re*)|} a6 


We shall now define a class of functions which is more general than H” 
class when p > 1"). We define 


2x 

(6.7) Peal?) = Hy alts f) a | p{x(8) |f(re*)|} a6, 
22 

(6.8) Hy, p(T) = Hyp (ts f) af | P{B (8) |f(re)|} dé, 


where a(x), B(x), p(x) ~ (p,, pg) are defined as in Theorem 40. If u,,, is 
bounded as r— i, then f(z) is said to belong to the class H,,,; and similar 
for H,,,. Obviously, if g(x) = 2”, a(z)=1, then H,,, becomes H?, and 
similar for H,, ,**). Corresponding to theorems of H” given in TS p. 157—164, 
we have 

Theorem 42. If f(z) ¢ H,,, or f(z) € H,,,, where the functions «(z), B(z), 
g(x) are defined as in Theorem 40, then /(z) = @(z) B(z), where |B(z)| < 1, 
G(z) is regular and different from zero, and such that G(z)¢ H,,, or H,,», 
respectively. 

Theorem 43. If f(z)¢H,,, or H,,,, where the functions «(z), £(z), 
p(x) ~ <p,, pe) are defined as in Theorem 40, then f{(re*®) + /(e'®) when r > 1, 
and the limit exists almost everywhere, moreover, we have 


2x 
(6.9) Sf pi{a(6) |f (ret) — f(e*)|}d0+0, r+ 
0 

5°) For some particular cases, see [21] and [60]. 

51) Cf. TS pp. 157—164, p. 249, [39] Chap. 2, [33] and [60]. 

**) We shall use the notation H, = H, ,. See §7 below for detailed discussions. We 
shall define the class L, , in a similar way, and thus we define a class of functions which 
includes L, defined by Orticz. To avoid confusions, L, , is different from L** which was 
defined by Soxoz-Soxotowsk1 in [49]. 


Math. Ann. 140 28 
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or 


2x 
(6.10) J 7816) If(ret) — f(et)[} dO +0, r—+1, 


for f(z) € H,,, or f(z) € Hy,,. 

W? conclude in this section with a theorem concerning H,,, class of func- 
tions. The following theorem is a generalization of a theorem due to G. Sv- 
Noucui [57]: 

Theorem 44. If f(z) € H,,,, where B(6) ~ <—1, 0], then 


6.11) Ff B(6) sup |o%(6)| 40 < K f BO) [Mle 40, 5>0, 
CG n 0 
and 


n 22 
(6.12) f B(6) sup |o-*(6)/n®| d6 < K f B(@) \f(e*®)| dé, 0<6<1. 
0 n 0 


Proof. We shall now prove (6.11). Setting f(z) = {g(z)}*, g(z) « H?, and 
from a result given in [57] p. 79, we have 


n 
JOR SK lop nt] = KY Joh ** 9% (g) — of + 9% g)|tvt-# n? + 
+.K sup \o + 6)/2 (g)|?. 
rsn 


(6.13) 


From Lemma | in [69]°*), it follows that 
n 
(6.14) Dd |of-** 9 (g) — of + 92g) |2/n + 0 
vy=0 
p. p. as n > oo; and hence by Abel’s transformation and our key-theorem, 


i B(@) =p \o2 (f)|d0 < O(1) + Kf (8) 0° jo + 92 (9)? dO < 


= “7 B(0) {M (6; 9) dé = Af B(0) g? d0 = Kf B(e) |f(e**)| 20 , 


(6.15) 


Sy 
where M(6;g) is the Hardy-Littlewood’s maximal function of g(e**). This 


53) In [69] p. 360, when 


i 
Bae Eart<a-t., 


"2 2° (49? eo 


Hence 
b 


‘fl l 
States rery 2 E ee SA eT 2 Ei: % 


The remaining argument is exactly the same as in [69]. It should be remarked that the 
constant K in (6.11) and (6.12) is not independent of f(e*®). But if the symbol “‘sup”’ in 
n 


(6.11) and (6.12) is replaced by “sup lim”, then K is independent of /(e*®). 


n-—>oco 








—, 


64da-™ 2 
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proves (6.11). For the proof of (6.12), we follow the same way as in [57], 
lox? (f)| = sy jot—1- 9/2 (9) — gt - 92 (g)|2/y + 

v=0 


(6.16) 
+ sup |ot—%2(g)|2, 
' (2x * 
| { (6) sup |o;,°(f)/n*| d0 
2x 
K | Bi) S ost 89) — o-ngytrr-h 0+ 
(6.17) fi 


+ K 1 B(0) sup{lo'-" (g)|2/n°} d0 
0 n 





22 2x 
= K f B(O){M (0; a0 sf BLO) \f(e| 40 . 
This completes the proof of (6.12). 


7. Some Further Asymptotic Approximation Theorems 


We now define a generalized definition of Lipschitz condition. By 
{(x) € Lipa(é), we define the function f(z), with modulus of continuity 
w(d) = (6; f) = Max|f(x,) — f(x,)|, |z,— 2| <4, satisfying 
(7.1) w(6) Ss Ka(éd), 
where a(5) ~ (0, 1). Now we shall prove a theorem which is a generalization 
of Privaloff’s theorem (TS p. 156) concerning conjugate functions. 

Theorem 45. If f(x) € Lipa(d), «(6) ~ <0, 1), then f(x) € Lipa(é). 

We follow the proof given in TS pp. 156/7. We have 














(7.2) 

f(x + t) — f(z) tz +9 —f(2) dt, 
f(z) = af libata am rant ff Rtg 
(7.3) __1 | te+9 Ne $ h) 

j(a+h) = fh ice 


| where h > 0. The integrands are O{a(t)/t}, O{a(|\t — h|)/\t — h|}, respectively. 
] Following the same argument as given in TS p. 157, we get 
| (7.4) (x + h)—F(x) = Of{a(h)} . 
In conclusion, we are now concerned with some generalizations of a system 
of results due to Lirrtewoop and Patey [29], Zyemunp [76], [73], [75], 
Sunovcnr [60], (59]™), [55], Marcrnxrewicz and Zrvemunp [33], by using 
Marcinkiewicz-Zygmund’s interpolation theorems. Some of the following 


5) Cf. also S. Koizumi’s results [25], [26]. 
28° 
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theorems are already included in some results just stated. But since they are 
of independent interest, so J state the theorems in condensed forms. 
By H,, p(x) ~ (P;, Pe), 1 S P< P.< 00, we denote the class of functions 


H,= H,, 


,, a8 already defined in § 655). Then by our previous results concerning 


generalizations of M. Riesz’s theorem, we conclude that a necessary and 
sufficient condition for the function /(z) to belong the class H, is that the series 


(7.5) 


oo 
pm c,e +o 
n=0 


is the Fourier series of its boundary function f(e*®) ¢ L,**). Hence if p(x) ~ 
~ (Py, P2),1 < py< P_< 0, then the class H, is isomorphic with the class L, 5”). 

Concerning the behaviour of power series of class H” on the circle of con- 
vergence, important results have previously been obtained by LirrLEwoop 
and Patgy [29], Zyemunp [73], and Sunovcut [57], [59], [60]. We shall now 
discuss some generalizations of these results for H,. All of the following theorems 
are consequences of the Marcinkiewicz-Zygmund’s interpolation theorems *) 
and are stated without proof in condensed forms. For simplicity, only g(x) ~ 
~ (Pi, Pz) is assumed. Let 


(7.6) 


where 


(7.7) 


g* (0) = g*(9;f) = {aon (1, 8) a, 0<0<2n, 


22 1/2 
u(r, 6) = LE f If (refe+)/? P(r, g) ay| 
0 


P(r, ~) is the Poisson kernel; and 


(7.8) 


(7.9) 


(7.10) 


(7.11) 


where 
(7.12) 


(7.13) 





9(8) = 9(9; f) = {/ (l—r) rrenrarl, 0<0<22, 
0 


8,(6) = oy c,e*”®, t,(0) = ne,e'"®, 
vy=0 


3(0) = gz J Az=14,(6) (2 >—N), 


0) = Ge 2 AS34(0) (a >0), 


75(0) = n{o(6) —o5-1(0)} = a{o%-1(0) —o5(0)} 
oo 2)1/2 
hq(6) = h(9; f) = z Eee : 


=1 


55) For analogous theorems see [62], ([43] Chap. II, §§ 36, 37 for L*, etc.), and [1] 


p. 162/3. 


5) See TS p. 162 and [41]. 


57) CE. 


R. P. Boas, Jr. [4], and Banacu [3] p. 188, Theorem 11. 


5*) See also CatpEROn and Zyomunp [11]. 
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Theorem 46. If f(z) ¢ H,, p(x) ~ (py, Pe), 1< P< pe S 2, a > 1/p,, then 


2x 2x 
(7.14) { vilz(0)|} 46 sKf {if (et)|} 26 , 

2a Qn 
(7.15) { otHi(0)} ds K J piif(e)|} a6, 
where 

k 1/2 
(7.16) #30) =| sup 1 = 2 lo4-*0)— ren 
0<n< ow * 351 


Theorem 47. If f(z) € H,, p(x) ~ (pi, Pe), 2< P< Pa< ~, « > 1/2, then 
(7.14) also holds. 
Theorem 48. If f(z) « H,, p(x) ~ (p1, Pe, 1 < Pi< Pe< ~, then 


Qa 22 
(7.17) J£ vig" (0)} 46 s a | pi{li(e)|} dé, 
2x 22 
(7.18) Jf o{S(6)} a0 s | pi{if(et)|} a6, 
and 
Qn 22 
(7.19) { r{u(6)} 40 < a | pilf(e*)|} a6, 


where S(@), u(0) are respectively, the function of Lusmn and the function of 
MARCINKIEWICZ**). 
Theorem 49. If f(z) « H,, ag a (P:, Po), 1< Py< Po< ©, then 


K / p{\f (e)|} d0 s[s ears 18 oO) — Se ey }a0 < 


(7.20) é 
s Kf p{if(et)|} a6, 


2x 22 


hon “Is 
K [ eiepas s [|| b ¢m(0) — om (0) | a0 < 
(7.21) 4 ¢ F - 


22 
< Kf pine} a0, 


22 2a 


K / pllile)} 40 < / | s 4.0] ao < 
(7.22) F F we 


. 22 
< af | piif(et)|} a6, 
where 


(7.23) A, (6) = s c,e"**, mea s/m > a>. 


Mm ,+1 


%) For the definition of this function, see [33], [75], where some analogous theorems 
are given there. 
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Theorem 50. Let {/,,(z)} (n = 1, 2,...) be a sequence of functions of H,, 
(x) ~ (Py, Pe), 1 < py< py< -, and let s,,(6) denote the k-th partial sums 
of the boundary values of series of /,,(z). Then 


(7.24)° / (2, naiOre] }a9 <K J of[ Zac, fas. 


and moreover, if s, (4) denotes the n-th partial sum of the boundary values of 
series of f(z) € H,, 1< a< m4,/n,< B < ©, then 


2x 2x 
.,(0)||d0< K iy a8, 
(7.25) J rl." (6)|| / pi{if(e*)|} 
Qx Qx 
(7.26) J o|| 5 .4.00)} a0 = x / ville} a0, 
0 


where {e,} is any sequence of numbers which has one of the values —1, 1. 
Theorem 51. If /(z) « H,, and g(x) ~ (p,, p2)>, 1 < p,< p.< ~, then 


(7.27) | off 5 80" | aose / piltle!)|}d0. 


Theorem 52. If f(z) ¢ H,, p(x) ~ <p, P2>, 1 < p< Py S 2, then 


(7.28) / {| e mao" ll a0 <K / plif(e!)} a9, 


where a = (1 + 4)/p,, 6 > 0. 
Now let us consider the generalized theorem of M. Riesz for the integral (B)®°): 
Theorem 53%). If p(x) € Z(p,, p.), 1< p,< ppe< ~, r >1, then for the 
I’ Banach space, we have 


22 ai 2x 
(7.29) { vila))} ae =Kf piit(x)|} dx. 


There are further results which can be obtained by some arguments we 
have used. For example, some results in [51] can readily be generalized in this 
way, and we shall not discuss them in detail. Finally, by an argument similar 
to that given in [77] we can interpolate some asymptotic theorems for Fourier 
constants as given in [15]. Briefly, the results are the following theorems: 

Theorem 54. If 4, \. 0, and f(x), g(x) are defined by 


(7.30) Ile) =F dat E dycosne, 
(7.31) g(x) = by A, sinn , 
1 


*°) For the definition of integrals of type (B), see TS p. 100, p. 188; and [5]. 
“) For detailed discussions, cf. [5]. 
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and if o(z)€M (P,P) 1< P< P<, a(z)~ [0,*—*), then g{a(z) |f(2))}€ 
€ L(0, x) if and only its n~-* p{a(n-1) - nA,} < oo. The analogous theorem for 
1 


g(x) also holds. 

Theorem 55. Suppose that f(z) is positive and even in |z| < x, that it is 
monotone decreasing in (0, 2), and that a, are the Fourier cosine coefficients 
of f(z). Then under the conditions of Theorem 54 for g(x) and a(z), 


p{a(x) |f(x)|} € L(0, 2) if and only its n~* p{a(n-1) - nja|,} is convergent. 
i 


Theorem 56. Suppose that g(x) is odd, and is positive and monotone 
decreasing in (0, 2), and that b, are the Fourier sine coefficients of g(x). Then 
as in Theorem 55, go {a(x) |/(x)|} € L(0,) if and only if the series 


>» n-* p{a(n-") - n |b,|} is convergent. 

Final remarks. (i) Since the new edition of TS has just appeared, it is of 
much interest to compare our results with some results given in the new 
edition. In Vol. I, Chap. 4 (especially pp. 170—175), detailed discussions of the 
class L, are given, and they are closely related to some of our results. In Vol. II, 
Chap. 14 and Chap. 15, there are some results which may probably be 
generalized by our methods. 

(ii) In M. Cortar, On the theory of Hilbert transforms. Ph. D. Thesis, 
Univ. of Chicago, 1953, the Hardy-Littlewood’s maximal theorem has been 
generalized by means of using a certain type of general operations which are 
closely related to the methods of N. Wiener in studying Ergodic Theorem 
(Duke Math. J. 5, 1—18 (1939)). So, probably, some of our results may be 
generalized in this way. 

Note added in proof. Since the paper was written, I have found out that by suitable 
assumptions of 4-measure and v-measure, we may obtain some analogous theorems which 
are practically of a type simpler than the results given here. For example: Corresponding 
to our main results (2.18) and (4.9), if we assume y(e,a) = u(e) = { a(x) dz, for every 

e 


e€ R, then by Theorem G, we have 


2x 2x 
J a(x) p{O(z)}dzs ot a(x) p{if(z)|}dz, 


f a(2) (tay) dz K f(a) pita) az. 


The author has learned from Mr. 8. Kowzumi that the proof of Hilbert operation for 
f¢€ ZL, (0 S « < 1) is of weak type (1,1) has been given in Theorem 4 of his paper: On the 
Hilbert transform I. J. Faculty Sci., Hokkaido Univ. Series I, Vol. 14, pp. 153—224 (1959). 
This corresponds to the particular case of conjugate transformation when f(z) = z~*, 
0S «<1 (cf. footnote 5 and Remark 5 above). 
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Eine Identitat fiir Integrale iiber Fundamentalbereiche 
von Grenzkreisgruppen 
Von 
Water Roe .cke in Minster (Westf.) 


Es sei J’ eine Grenzkreisgruppe erster Art im Sinne von H. Petersson [1], 
8. 57. I ist also eine diskrete Untergruppe der speziellen linearen Gruppe 
SL (2; R), I’ enthalt mit einer Matrix S auch —S, und ein Lebesguesch meB- 
barer Fundamentalbereich G von J" in der oberen t-Halbebene § hat einen 
endlichen positiven hyperbolischen Inhalt 


dxd 
Hin fede, dw:= =: 





I’ mége o als parabolische Spitze besitzen, und die zu I" gehérige zyklische 
Gruppe der Substitutionen mit Fixpunkt oo médge durch die Substitution 


t>Ut,U= (( i) , erzeugt werden. 
Satz: g sei eine komplexwertige, Lebesguesch meBbare Funktion in 9, und g 
set bei I’ invariant. Fiir n > 0 sei 
W:={t;t=z+ty,0S x<l,y= yn}. 


Dann gilt: g ist dann und nur dann tiber einen meBbaren Fundamentalbereich F 
von I in  (Lebesguesch) integrierbar, wenn ~ 


(1) lim 7 f |g|dw 

existiert. — Falls g iiber § integrierbar ist, gilt 

(2) fgdo=F lim nfgdo. 
F n->+0 An 


Ich bin Herrn Prof. A. SELBERG sehr dankbar, da8 er mich auf die Giiltig- 
keit von (2) fiir eine sehr weite Klasse von Funktionen hingewiesen hat. 

Beweis: Wir beweisen zunachst (2) unter der Voraussetzung, daB g iber F 
integrierbar ist. Da aus der Integrierbarkeit von g diejenige von |g| folgt, wird 
damit zugleich die Existenz des Limes (1) bewiesen sein. — Fir 9 c § be- 
zeichne k(D) die charakteristische Funktion von 9. Dann gilt 


[odw= [gk%)do=5 5 fg ke,) do 
Sy 9 El sg 


<a - 
= az, fous 191,) dw. 
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Auf Grund von absoluter Konvergenz erhalt man weiter 


(3) fodo=F for, do 
An $ 

mit der bei J’ invarianten Funktion 

(4) = 5 HS). 


Fir festes 7 ist v, eine meBbare Hesiilies auf 9 und zudem beschrankt auf 9, 
denn bekanntlich gilt A, \SA, + o nur fir endlich viele S « I’. — Wegen (3) 
und eines bekannten Satzes der Lebesgueschen Integrationstheorie geniigt es 
zum Beweis von (2), die beiden folgenden Aussagen zu beweisen. 
I) Fair jedes tr € & ist 
lim nv,(t) = 2F-}. 
n—++0 


II) Es gibt eine Konstante K > 0, so daB gilt 


nv,(t)S K far O<HS1 und reg. 


Zum Beweis von I) bezeichne © ein maximales System von Matrizen aus I’, 
die sich nicht um einen linksseitigen Faktor U" (n ganz) unterscheiden. © ist 
zugleich ein maximales System von Matrizen aus J" mit verschiedenen zweiten 
Zeilen. Dann folgt aus (4) 


v= > by k(S-?U"Q,) - 2, k(S-*R,) 


SES n= —@ 
mit 
&, := fr; Imr > 7}. 

Damit haben wir 
(5) y,(= 2D 1 (r€ 9). 

SES 

ImSts0 

v, ist also summatorische Funktion der Eisenstein-Reihe 
(6) E(t, s):= D (ImSrt) (Imt > 0, Res > 1). 

SES 


E(t, 8) ist bekanntlich als meromorphe Funktion von in das Gebiet Res > 1/2 
fortsetzbar, und 
2F- 1 


E(t, 8) —~— 


ist im Bereich Res = 1 holomorph (s. [2], Satz 1. Man beachte, daB unser s 
dort durch s/2 ersetzt ist). 

Wir benétigen nun das folgende Theorem von IkEHaRa (s. N. WIENER [4], 
8. 127, Theorem 16). 

Theorem: Es sei h eine fiir u > 1 definierte reelle monoton wachsende Funk- 
tion, und das Integral 


j(8):= f u-* dh(u) 
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mége fiir Res > 1 konvergieren. Es gebe eine Konstante C > 0, so daf fiir jede 
Wahl der reellen Zahlen x, B (a < B) der Limes 


. . 3 C 
na (ile + i) —S 5-7) 


gleichmapig im Intervall a= t< B existiert. Dann gilt die asymptotische 
Gleichung 
h(u)~Cu fir uro. 
Setzt man in diesem Theorem 
h(u):=v,-:(t) fir u>1 (t€§H fest), 
so wird gemaB (5) und (6) 
j(s) = E(t,s)— > (ImSr). j 
imBex 1 

Da die letzte Summe nur endlich viele Glieder enthalt, sind nach den obigen 
Angaben iiber E(r,s) die Voraussetzungen des Theorems mit C = 2F-' 
erfiillt, und es folgt Aussage I). 

Obgleich das fiir den Beweis des Satzes nicht bendtigt wird, bemerken wir 


noch, da8 die Aussage I) gleichmaBig auf jedem Kompaktum von § gilt; 
d. h. zu jedem Kompaktum € ¢ § und ¢ > 0 gibt es ein 6 > 0, so daB gilt 


nv,(t)— pl Se fir O0O<y <6 und ree. 


Zufolge der Definition der Kompaktheit geniigt es dafiir zu zeigen, daB es zu 
jedem 1’ € § und e > 0 ein 9 > 0 und ein 6 > 0 gibt, so daB 


2 
(7) In v(t) —p| Se 
fiir 0 < 7 < 6 und alle r gilt, die einen hyperbolischen Abstand |r, t’| < 0 


von 7’ haben. Fiir die letzteren rt und alle S ¢ SL(2; R) gilt aber |Sr, St’| < 0, 
daher 


Im St 
e*S Imsy =: 
und wegen (5) folgt 
(8) Y e(t') S v(t) S %,--e(t’) . 


Wegen I) gibt es zu unserem 1’ und zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0, so daB gilt 
In v, (t’) -F| se/2 fir 0< ys ed. 


Fiir 0 < 7 < dist dann wegen (8), wenn sogleich 0 < 9 < 1 angenommen wird, 


€ 


: 2 
nv, (t) > 0%, o(t') = e-@ (> om 5) , 
und andererseits 


‘ 2 
1%, (T) SH, --e(t)S e(F + =): 

















Integrale tiber Fundamentalbereiche von Grenzkreisgruppen 


Hieraus folgt 
2] 2 : 
in %(t)—#| S (C—-N Ete 


fiir 0 < » S d6und |r, t’| = o. Hier kann aber in der Tat 9 — sogar unabhingig 
von t’ — so klein gewahlt werden, daB (7) erfiillt ist. 

Nun zum Nachweis der Aussage II). Es sei tr, (1 < » < N) ein maximales 
System indquivalenter parabolischer Spitzen von J’, und dabei sei 1,= 0. 
is gibt dann Matrizen M,(1 < » S N) in SL(2;R), so daB t,= M,oo fir 
1s »< N gilt und so daB die zu jeder Gruppe M;>' I'M, gehérige zyklische 
Gruppe der Substitutionen mit Fixpunkt o von der Substitution r—- Ur 
erzeugt wird. Wegen M,co = co und der eingangs getroffenen Voraussetzung 
iiber die Spitze co von J" diirfen und wollen wir auBerdem M, = I (Identitat) 
voraussetzen. Sodann gibt es ein p > 0, so daB der Bereich 


y 
$:= U. M,A, 


eine Fundamentalmenge von /' in § enthalt, also § = /’'% gilt. Wegen der 
Invarianz von v, [s. (4)] geniigt es dann, II) fir alle t ¢ G zu zeigen. 

Fir 1 < »s N und r¢ Q, gilt gemaB (5), wenn © das System der ver- 
schiedenen zweiten Zeilen von I" bezeichnet, 


(9) ¥,(M,71=- DY il= Fy 1. 
SEeSM, (c,d)E@ My 
Im St2 jer+d)Psy/n 


In der letzten Summe gilt mit (c,d) ¢« @ M, zugleich (c,d + nc) « GM, fir alle 
ganz-rationalen n, denn wegen U ¢ M;>' I'M, ist ja 


(c,d + nc) = (c,d)U"« 6M,U"= SM,. 


Wenn ferner fiir ein bestimmtes » in der letzten Summe in (9) c = 0 vorkommt, 
also (0, d) die zweite Zeile einer Matrix SM,(S €G) ist, so ist SM, = o, 
t, und co sind aquivalent, es folgt y = 1 und d= +1, und beide Werte fiir d 
kommen dann tatsichlich vor. Damit erhalten wir insgesamt aus (9) 


. l 
v, (Mr) = 2 min ([=], [4]) + > >» 1. 
c (¢,d)EeGM, ngz. rat. 
OSd< |e let+ d+ nels 


Mit t = x + ty wird aus der letzten Bedingung fiir n 


—Cy = (cx+d+ne)*. 


Wenn hier tiberhaupt ~ —c*y® = 0 ist, unterscheidet sich also die Anzahl 


der ganz-rationalen Lésungen n der letzten Ungleichung um héchstens 1 von 
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2Yt-er. Damit erhalten wir fir 0 < 9 < 1 


[yn 


(10) nv, (M,t) —2 /-v1|s 
(c,d)ESM, 


O<d< el 51/0 
<2n+2n Zz l1s2yn+2n JF 18 





(.@)€SM, (ce, )ESM, 
Osd< lel s1V yn e+ es 
S2n+2n amp 
€S 
Im SM,ispn/2 


= 2+ 2n%5,/(M,i) fir rE A,. 


Wegen I) ist dies fir 0 < 7 < 1 beschrankt. Daher ist auch die linke Seite 
von (10) fir 0 < 7 < 1 gleichmaBig in t € A, beschrankt. Fiir festes rt ¢ A, 


folgt daraus insbesondere unter Beachtung von I), da8 


Z y2- yn? 
(,aeeM, ' © 
Osd<\e\siVyn 


fir festes y= p im Intervall 0 < 7 < 1 beschrankt ist. Daraus folgt die 


Beschranktheit von 


paket 
BS Va w in u>O, 


O<d< |e s1Vu 


denn fiir groBe u verschwindet die letzte Summe. Beachtet man dies am linken 
Ende von (10), so folgt wegen der schon bewiesenen Beschranktheit der 
rechten Seite von (10) die Beschranktheit von 7v,(M,r) in 0 < » S 1 gleich- 
maBig in + ¢€ A, fir 1 <= »< N, und das geniigte zum Nachweis von II). 
Damit ist (2) und die Existenz des Limes (1) fiir integrierbares g bewiesen. 

Wir setzen jetzt zweitens die Existenz des Limes (1) voraus und zeigen die 
Integrierbarkeit von g iiber §. Zunachst gilt wieder (3) mit |g| anstelle von g. 
Aus I) und der Existenz von (1) folgt dann aber die Endlichkeit von [ |g| dw, 


& 
und wegen der MeBbarkeit von g geniigt das zum Nachweis der Integrierbarkeit 


von g tiber §. Das vollendet den Beweis des Satzes. 





Fir die integrierbaren Funktionen g des Satzes existiert jedenfalls 


1 
c(y) 2! g(x +ty)dx 


fiir (Lebesguesch) fast alle y > 0. Wir kénnen dann anstelle von (2) schreiben 


ee lim » | c(y) we 


n->+0 


" 
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und hieraus folgt sofort 
[gdw=F lim c(y), 
$ y>+0 

falls dieser Limes tiberhaupt existiert. 

Diese Bemerkung ist z. B. anwendbar auf den Fall der von H. Maass ein- 
gefihrten automorphen Wellenfunktionen z zur Gruppe J" (wir beziehen uns 
auf die Definition 1 in [3]). Diese Funktionen besitzen Fourier-Entwicklungen 
der Gestalt 

2z(M,t) = ay? + DO yt-#4+ DY ce y*K, _ 1 19(22|n| y)e2**"# 
nO 


zu den Spitzen t, (1 S ».S N, s komplexe Zahl), welche zeigt, daB { z(t) dw 
jedenfalls fir 0 < Res < 1 existiert. Hier ist jetzt P 
e(y) = aM y+ BD yl-s, 
und dies strebt fiir die genannten s nach 0 fiir y + 0. Es folgt 
f2z(r)dw=0. 
& 


Das kann man jedoch auch direkt mit Hilfe der Differentialgleichung von z 
und der Greenschen Formel beweisen. 
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Expression for an E-function as a finite series 
of E-functions 


By 
Tuomas M. MacRosert in Glasgow 


The formula to be established is 


— t, a +t,..., : 
Rose siecal= Fic eager ee (Viet et es ) 4 
(1) ml ee 
ai n+ m,a, + mM,...,4,+ m:z 
+) ite nid caane 
where m is a positive integer. 
This will be deduced from the expansion 


E(p; @,: 4; 0,:2) = D (—1)*(n + 2t)z-* x 
(2) wey 
n+t,a,+t,...,a,+8#:2z 
E(,", 1 + 2t, 0+ t,.--,Oe+ ) : 
where |ampz| < z, R(n) > 0. 
In proving (2) Whipple’s formula [1, p. 368] 


a,¢a+1, 8, y;—1 _ Fa—pb+1)r(e—y+)) 
®) Ps ot os ape)" Netley 
where R(a — 2 8 — 2 y) > —2, will be required. 
In particular, if « = n, 8 = 1, y = ¢, (3) becomes 


| 
G.42+1,1;—1 _ Fn) (n+ 1—Q) 
(4) Fe ti—aae ) Te FHT eae 
where R(n — 2) > 0. 
The Barnes formula for the Z-function is [1, p. 374] 
sare: = tf LOAMe—o 
(5) E(p; 2:95 0:2) =a [ are pte 
where |jampz| < 2 and the integral is taken up the 7-axis, with loops, if 
necessary, to ensure that the origin lies to the left and the points a, @,..., a, 
to the right of the contour. Zero and negative integral values of the «’s aad 
o’s are excluded, and the «’s must not differ by integral values. When p < q + 1 


the contour is bent to the left at both ends. When p > q + 1 the formula is 
valid for |ampz| < } (p—q + 1)z. | 

































On E-functions 


Now on the right of (2) substitute from (5) and get 


mJ Pe+1+2t—Or(e4+t—) 





ZHU (m+ Bhat 1 P(t) P(n + t—0) NT (a, + t—0) edt. 


Here replace ¢ by ¢+¢ and then change the order of summation and 
integration, so getting 





Zar J I'(n+1—O)MT(e,—¢) (n+1—€; 


where 


Lf LOH AT (,—2) | F ayn + 24) 69 
#| Emin + 29 mts 


(Csth= CC + 1)-*-(C+t—1), (0;0)=1. 


Now the expression in the square bracket can be written 
¢ + n + l, 1; —1l _ 
mF et —oin)} 
and, from (4), this is equal to 
P(n+1—) 
P'(n—¢) 
Thus, from (5), the series on the right of (2) is equal to the expression on 
the left of (2). 
From (2) it follows that, if |ampz| < a and R(n + 2m) > 0, 


n+ Mm, a+ M,..., 8+ Mm:z = = mt val 
Oto eee >! 1)'(n + 2m + 20)z-' x 
E( n+m+la+m+l,...,.q+-m+ 1:2 ) 

XB \n + 2m4+14 2+ m4l,...,a+m+tl)* 


Here, if m is a positive integer, multiply by (—1)"z~™ and replace m + 1 
by t, so getting 
So as n+ Mm, a+ M,...,%,+ M:2 
—_ "E( iia hth onde 
. 18 a M+ t,a+t,..., a+ tr2 
| 2 Ke + 20s Bid ihedte ett)” 
Hence, on subtracting from (2), formula (1) is obtained. 
The restrictions on ampz and on the parameters can now be removed by 


analytical continuation, provided only that the parameters are such that the 
functions exist. 





f On putting m = 1 in (1) the recurrence formula 
Gy. . 5 GTS 
i B(p; a, 345 04:2) = mB (py 8) — 
l (6) an oS YS ee 
8 = m+2atl,---1Q+1 


is obtained. 
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If, in (1), n is replaced by 2n and if p=q=1, a,=+ }, o,= 2n, the 
formula becomes 


m—1 
(2) E(n+ 4:2n:2)=2 J (—1)'(n + t2-* B(n + $+ t:2n4+ 14 2t:2)+ 
t=0 


+ (—2)-™ E(n + m+ 4: 2n+ 2m:2). 
Now [l, p. 347] 


(8) I(4) In(e) = €(22)" B (n + 1:2n4+ 1:32). 
Hence, on replacing z by 1/(2z) in (7), the formula 


($z)* n+4$;—2z\ _ se 
P'(n) ( 2n )=e ~,| 1)*(m + t) In, (2) + 


aa n+m + $;—2z 
+ (-)) I'(n+ m) ( 2n + 2m ) 


(9) 


is obtained. 
Here let m tend to infinity, and the formula becomes 





(10) ot EF p(t B) = Ein + Insel): 


Finally if, in (1), n is replaced by n + 1, and if p = 0,¢ = 1, 0, = n + 1, the 
formula becomes 
m—1 
E(:n+1:z2)= J (—1)'(n+ 14 2t)z-* B(:n + 24 2t:2) + 
t=0 
+ (—z)-™ E(:n+1+2m:2z); 
and from this, on replacing z by 4/z* and applying the formula 
(11) E(:n + 1: 4/2") = (}-z)-* J,(z) 
the formula 
m—1 
(12) zJ,(z) = 2 DF (—1)*(m + 1 + 2t) Dugas eel2) + (—1)™2d ns om (2) 
t=0 


is obtained. 
On letting m tend to infinity this becomes 


(13) » 2Iq(2) = YF (—1)'(n + 1 + 2t) Tnsisacl2)- 
t=0 
Note. The special case of (12) when n = 1 is given in [2, p. 18]. 
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Uber stetige, offene Abbildungen 
Von 
H. RerrTer in Newcastle 


Das Ziel der Arbeit ist der Beweis des folgenden Satzes: 

Satz 1. Set E ein topologischer Raum, der das erste Abzihlbarkeitsaxiom 
erfiillt, F ein vollstiindiger metrischer Raum und E + F eine stetige, offene Ab- 
bildung von E auf F*). 

Sei B eine abgeschlossene abzihlbare Menge in F. 

Dann gibt es eine Menge A in E, die durch die gegebene Abbildung topologisch 
auf B abgebildet wird. 

Eine Anwendung dieses Satzes auf lokal kompakte Gruppen (s. unten, 
Satz 2) spielt in der harmonischen Analyse eine Rolle’). ; 

Der Beweis von Satz 1 erfolgt in drei Teilen. 

Wir fiihren zuerst eine Definition ein. 

Definition 1. Eine Menge M in F heiBe zuléssig, wenn sie folgende Eigen- 
schaft besitzt: Jede offene Menge in EZ, deren Bild bei der gegebenen Abbildung 
E + F die Menge M iiberdeckt, enthalt eine Teilmenge, die topologisch auf M 
abgebildet wird. 

Wir zeigen zunachst : 

1. Ist B eine Menge in F, die sich als Vereinigung von paarweise fremden 
Untermengen darstellen lapt, die alle zuliissig und in B offen sind, so ist auch B 
selbst zuléssig*). 

Bemerkung. Hier wird iiber die Machtigkeit der Menge B nichts voraus- 
gesetzt. Dieser Umstand wird spater niitzlich sein. 

Sei also B= A B,, wobei die B, den cbigen Bedingungen geniigen; die 
Indexmenge J kann beliebige Machtigkeit haben. Sei O eine offene Menge in E, 
deren Bild in F die Menge B iiberdeckt. Zu jedem B, gibt es nach Voraus- 
setzung eine Menge 4A,, die in O enthalten ist und bei der gegebenen Abbildung 
E + F topologisch auf B, abgebildet wird. Man setze nun A = v A,. 


Die Abbildung A — B ist natiirlich stetig. Nach der Definition der Menge A 
ist sie auch umkehrbar eindeutig. DaB auch die umgekehrte Abbildung stetig 


1) Eine offene Abbildung ist eine solche, bei der das Bild einer offenen Menge wieder 
offen ist. Der Begriff des topologischen Raumes ist im Sinne von ALEXaNDROFF-Hopr, 
Topologie, Bd. I, S. 37 u. S. 44 (Berlin, 1935), oder Boursaxkr, Topologie Générale I—JT 
8. 9 (2¢ éd., Paris, 1951), gemeint. 

*) Vgl. ".errer, H.: Beitrage zur harmonischen Analyse V. Math. Ann. 140, 422—441, 





§2 


') Da die Untermengen paarweise fremd sind, sind sie auch alle in B abgeschlossen. 
29* 
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ist, folgt einfach daraus, daB sie jedes einzelne B, stetig auf A, abbildet und 
jedes B, in B offen ist. 

Wir fahren nun eine zweite Definition ein; sie ist fiir den Beweis von ent- 
scheidender Bedeutung. 

Definition 2. Ein Punkt x’ einer Menge B in F heiBe zuldssig, wenn es in 
jeder (noch so kleinen) Umgebung von 2’ eine Untermenge von B gibt, die 
in B sowohl offen als auch abgeschlossen ist, den Punkt 2x’ enthalt und eine 
zulassige Menge ist (vgl. Definition 1). 

Wir zeigen nun: 

2. Jede abziihlbare Menge in F, die aus lauter zulissigen Punkten besteht, 
ist eine zuldssige Menge. 

Die Menge B = {z;,},>, in F enthalte nur zulassige Punkte. Sei n > 1 und 
fir 1 < » S n seien bereits zulassige Untermengen B,c B definiert, die alle 
in B offen-abgeschlossen und (fiir » > 1) paarweise fremd sind, und es gelte 


m 
Zig € U B,, fir 1 < m & n. Sei jetzt x, ¢ B der Punkt mit niedrigstem Index k, 
n 
der nicht in U B, enthalten ist. Es gibt dann eine Umgebung U,,,, von 2; 


n 
in F, die zu Ui B, fremd ist, denn diese Menge ist ja in B abgeschlossen. Also 
gibt es eine in B offen-abgeschlossene, zulassige mr ail B+; von B, 


die in U,,,, enthalten ist und 2, enthalt. Dann enthalt U B, den Punkt z;,,,. 


Auf diese Art erhalt man also durch vollstandige Induktion eine Zerlegung 
von B in paarweise fremde zulassige Untermengen, die alle in B offen sind, 
und nach |. folgt, daB B selbst eine zu'assige Menge ist. 

Jetzt kénnen wir beweisen: 


3. Jede abgeschlossene abzihlbare Menge B in F besteht aus lauter zuliissigen 
Punkten (vgl. Definition 2). 

Wir werden zeigen, daB die Menge N aller Punkte in B, die nicht zulassig 
sind, keine isolierten Punkte haben kann. Also ist die abgeschlossene Hiille 
von N perfekt; sie ist auch in B enthalten, denn B ist abgeschlossen. Daraus 
folgt, daB N leer sein muB, denn eine nicht-leere perfekte Menge in einem 
vollstindigen metrischen Raum ist nicht abzahlbar. 

Nun der Beweis, daB N keine isolierten Punkte hat! 

Sei z’ ein Punkt von B, und es gebe eine Umgebung U,, von 2’ derart, daB 
alle von x’ verschiedenen Punkte von B, die in U, liegen, zulassig sind. Wir 
haben zu zeigen, da dann auch 2’ ein zulassiger Punkt ist. 

Sei S, eine beliebig kleine abgeschlossene Kugel in ¥ mit Mittelpunkt 2’, 
insbesondere so klein, daB sie ganz in U,, enthalten*  ., ir diirfen annehmen, 
daB der Rand von 8S, keinen Punkt von B enthilt an ist e > 0 gegeben, so 
kénnen die Rander der Kugeln mit Mittelpunkt x’ und Radius r nicht fiir 
jedes r mit 0< r < e Punkte von B enthalten, denn B ist nach Voraussetzung 
abzahlbar! 
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Die Menge B,= Br\S, ist also in B sowohl offen als auch abgeschlossen 
und enthalt natiirlich x’. Wir werden zeigen, da8 B, eine zulassige Menge ist; 
daraus folgt dann, daB 2’ ein zulassiger Punkt ist. 

Sei O eine offene Menge in £, deren Bild (bei der gegebenen Abbildung 
E + F) B, iiberdeckt, und z ein Punkt vor O, der auf x’ abgebildet wird. Dann 
wahle man ein Fundamentalsystem von offenen Umgebungen {U,}, >, von x 
derart, daB U,c O und U,,,C U, (n = 1) ist. Die Bildmengen {U}}, >, in F 
bilden dann ein Fundamentalsystem von (offenen) Umgebungen von 2’ *). 

Wir kénnen nun in F eine Folge von abgeschlossenen Kugeln {8,},, >, mit 
Mittelpunkt 2’ definieren, die fir n = 1 folgende Bedingungen erfiillen: 

a) S,c U;j,. 

b) S,, hat einen kleineren Radius als S, _,. 

c) Der Rand von S,, enthalt keine Punkte von B. 

Die Existenz einer solchen Folge von Kugeln ergibt sich induktiv, genau so 
wie die von Sy. Die Kugeln {S,}, >» bilden zufolge a) ein Fundamentalsystem 
von Umgebungen von 2’. 

Wir bezeichnen nan fiir n => 0 mit D, die Menge aller Punkte von B,, 
die in S,, aber nicht in S,,, enthalten sind. Dann ist 


By= {z'}u npn ; 


unter den Mengen D, kénnen iibrigens auch leere vorkommen. 

Die Mengen D, sind paarweise fremd. Weiters ist. jedes D, abzihlbar und 
besteht, sofern es nicht leer ist, aus lauter zulissigen Punkten. Also gibt es 
nach dem bereits Bewiesenen (vgl. 2.) fiir jedes n = 0 eine Menge C,, die fir 
n = | in U,, fiir n = 0 in der Menge O enthalten ist und die durch die gegebene 
Abbildung E + F topologisch auf D,, abgebildet wird. Fiir leeres D,, ist C,, leer. 

Es 14Bt sich nun leicht zeigen, daB die Menge 


A,= {z}uU UC, , 


die in O liegt, topologisch auf B, abgebildet wird. 

Die Abbildung von A, auf B,, die durch die gegebene Abbildung 2 + F 
vermittelt wird, ist natiirlich stetig und nach Konstruktion umkehrbar ein- 
deutig. Aber auch die umgekehrte Abbildung B,-+ A, ist stetig! In der Tat, 
jedes D,, (n = 0) liegt in einer offenen Menge, die auBer D, keine Punkte von B, 
enthalt — namlich in der Menge aller inneren Punkte der Kugel S,,, die auBer- 
halb von S,, liegen®). Die Abbildung B,— A, ist also in jedem Punkt 
von D, (n = 0) stetig, denn D,, fiir sich wird ja stetig auf C,, abgebildet. Sie 
ist schlieBlich auch im Punkte 2’ stetig, denn nach Konstruktion werden alle 
Punkte von B,, die in der Kugel S, enthalten sind, auf Punkte von A, ab- 


‘) Hier beniitzen wir die Voraussetzung, daB die Abbildung Z > F nicht nur stetig, 
sondern auch offen ist. 

5) Hier spielt der Umstand, daB auf den Kugelrdndern keine Punkte von B liegen, 

eine wesentliche Rolle. 
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gebildet, die alle in der Umgebung U,, von z liegen (man beachte, daB U,,,,c U, 
gilt, fir n => 1), und die Folge {U,},>, bildet ein Fundamentalsystem. 

Da die Menge B, in der (beliebig kleinen) Kugel S, mit Mittelpunkt 2’ 
liegt und alle vorgeschriebenen Bedingungen erfiillt, ist x’ ein zulassiger Punkt 
von B und 3. ist bewiesen. 

Damit ist der ganze Beweis fertig, denn aus 2. und 3. folgt die Behauptung 
von Satz 1. : 

Es ist leicht zu zeigen, daB der Satz nicht richtig bleibt, wenn man die 


Abbildung Z > F nur als stetig voraussetzt. Ein Beispiel ist die Abbildung 
2Qxi 


n>e*® (n=1,2,3,...); vgl. auch FuBnote *). 

Bemerkung 1. Ist in Satz 1 der Raum E ein Hausdor{{scher Raum, so ist A 
notwendig abgeschlossen. 

Sei y irgendein Punkt von £, der nicht zu A gehért, und y’ das Bild von y 
in F. 

Ist y’ nicht in B enthalten, so ist klar, da8 es eine Umgebung von y gibt, 
die keinen Punkt von A enthalt, denn die gegebene Abbildung EZ — F ist stetig. 
Ist aber y’ in B, so sei y, der Punkt von A, der auf y’ abgebildet wird. 

Da £ ein Hausdorffscher Raum ist, gibt es Umgebungen U, und U,, die 
zueinander fremd sind. Sei U,- eine Umgebung von y’ in F derart, daB alle 
Punkte von B, die in U,, liegen, bei der umgekehrten Abbildung B—> A auf 
Punkte von A abgebildet werden, die in U,, enthalten sind — eine solche 
Umgebung U,, gibt es, weil die Abbildung B-— A stetig ist. 

Nun wahle man eine Umgebung V von y so klein, daB V in U, und das 
Bild von V in Uy, enthalten ist. Dann enthalt V keinen einzigen Punkt von A. 

Das Komplement von A ist also offen, d. h. A abgeschlossen. 

Bemerkung 2. Der Beweis von Satz 1 ergibt sogar etwas mehr als im Satz 
selbst behauptet wird, nimlich: In jeder offenen Menge in E, deren Bild in F 
die Menge B iiberdeckt, gibt es eine Menge A, die durch die gegebene Abbildung 
E > F topologisch auf B abgebildet wird. 

Andererseits beachte man, da8 dies auch unmittelbar aus der Behauptung 
von Satz } folgt*): Denn ist O eine offene Menge in Z, deren Bild B iiberdeckt, 
so setze man Z,= Durchschnitt von O mit dem vollstandigen Urbild von B 
in EZ, F,= B. Dann erfiilllen Z, und F, wieder die Voraussetzungen von Satz 1 
und man erhalt Bemerkung 2. 

Bemerkung 3. Der vollstaéndige metrische Raum F lasse sich in der Form 


F= UF, 
er 


darstellen, wobei die F, paarweise fremde, offene Untermengen sind, deren jede 
dem zweiten Abzihlbarkeitsaxiom geniigt. Die Indexmenge J kann beliebige 
Machtigkeit haben. 

Dann geniigt es in Satz1 anzunehmen, daB die abgeschlossene Menge B 
reduzibel ist, d. h. keine nicht-leere perfekte Teilmenge enthalt. 





*) Die folgende Uberlegung verdanke ich einer Bemerkung von Prof. B. L. vAN DER 
WaERDEN. 





oc se es a oO 
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Dies ergibt sich so: Jedes F, ist auch abgeschlossen, also selbst ein voll- 
standiger metrischer Raum. Setzt man B,= Br\F,, so ist B, abzihlbar, denn 
eine abgeschlossene reduzible Menge in einem vollstandigen metrischen Raum, 
der das zweite Abzahlbarkeitsaxiom erfiillt, ist nach dem Satz von Cantor- 
BENDIXSON abzaihlbar. Wendet man nun Bemerkung 2 auf das vollstaindige 
Urbild von F, in £Z und die Menge B,c F, an, so ergibt sich, daB jedes B, eine 
zulassige Menge im Raum F ist und daher (vgl. Teil 1 des Beweises von Satz 1) 
auch B selbst. 

Die letzte Bemerkung ist niitzlich fiir die Anwendung von Satz 1 auf lokal 
kompakte Gruppen; dieser Fall ist fiir die harmonische Analyse von Be- 
deutung®*). 

Satz 2. Sei G eine lokal kompakte Gruppe, die das erste Abzihlbarkeitsaxiom 
erfiillt. Sei I’ eine abgeschlossene, invariante Untergruppe von G und G' = G/T 
die Quotientengruppe. 

Sei A’ eine abgeschlossene reduzible Menge in G’. 

Dann gibt es in G eine abgeschlossene Menge A, die durch die kanonische 
Abbildung G + G’ topologisch auf A’ abgebildet wird. 

Zunachst ist G wegen des ersten Abzaihlbarkeitsaxioms metrisierbar, also 
gilt bekanntlich auch dasselbe fir @’’). Weiters ist G’ ein vollstandiger me- 
trischer Raum, denn @’ ist lokal kompakt. Die kanonische Abbildung G > G’ 
ist stetig und offen. SchlieBlich kann man @’ in paarweise fremde, offene 
Mengen zerlegen, deren jede Vereinigung von héchstens abzdhibar vielen 
kompakten Mengen ist, und jede einzelne dieser offenen Mengen erfillt natiirlich 
das zweite Abzahlbarkeitsaxiom; eine solche Zerlegung von @’ erhalt man 
mittels einer Untergruppe, die von einer kompakten Umgebung des neutralen 
Elementes erzeugt wird, und ihrer Nebenklassen. 

Also geniigt @’ allen Voraussetzungen tiber den Raum F in Bemerkung 3 
(vgl. oben), und man erhalt Satz 2. 

Ob und wie sich dieses Ergebnis fiir allgemeine lokal kompakte Gruppen, 
d.h. ohne das erste Abzihlbarkeitsaxiom, beweisen laBt, ist ein Problem, das 
bis jetzt nicht gelést ist. 


( Bingegangen am 24. Februar 1960) 


7) Vgl. Montrcomery-Zirrrn, Topological Transformation Groups, 8. 34—37 (New 
York, 1955). 
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Beitraige zur harmonischen Analyse. V 
Von 
H. Rerrer in Newcastle 


1. Einleitung und Uberblick 


Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit der Bestimmung einer 
Quotientenalgebra der L’- Algebra einer lokal kompakten Abelschen Gruppe G. 
Richtunggebend fiir die Untersuchung ist das Buch von A. Wei [6]. 

Die Quotienterialgebren von L'(@) sind bis jetzt in folgenden Fallen 
explizit bestimmt wordent 

A) Sei J das Ideal aller Funktionen in L*(G@), deren Fouriertransformierte 
auf einer gegebenen abgeschlossenen Untergruppe J" der dualen Gruppe @ 
verschwinden. 

Dann ist die Quotientenalgebra L1(G@)/I isomorph mit der L’-Algebra einer 
Quotientengruppe G’ von G, 

(*) D(@/I= D(@), 


und zwar ist G@’ diejenige Quotientengruppe von G, die J zur dualen Gruppe 
hat. Die Isomorphie (*) ist nicht nur algebraisch, sondern auch — bei ent- 
sprechender Normierung des Haarschen MaBes auf G’ — isometrisch. 

Dieses Ergebnis wurde in [2a] bewiesen (Theorem 1.3, 8S. 415*)); vgl. auch 
[3a], Theorem 4, S. 259. 

B) Sei J das Ideal aller Funktionen in L*(G@), deren Fouriertransformierte 
auf einer gegebenen abgeschlossenen Menge Z in der dualen Gruppe @ ver- 
schwinden ; dabei habe Z folgende Eigenschaften : 

1. Z ist abzahlbar; 

2. Z besteht aus lauter unabhangigen Elementen. 

Dann gilt 
(#*) D(G)j/I= C(Z). 

Dabti ist C(Z) die Banachsche Algebra aller komplexwertigen stetigen Funk- 
tionen auf Z, die im Unendlichen verschwinden?), mit der Norm sup |/(z)|. 
z€Z 


Die algebraische Isomorphie (*+*) ist wieder isometrisch. 

Dies wurde in [2b] bewiesen’). 

Die Quotientenalgebren in A) und B) sind sehr verschieden. Es ist be- 
merkenswert, daB zwischen diesen beiden Fallen doch ein Zusammenhang 

1) Die Bezeichnung ist dort ein biBchen anders. 

*) Eine Funktion auf einem lokal kompakten Raum ,,verschwindet im Unendlichen“, 
wenn sie auBerhalb von kompakten Mengen beliebig klein wird. Fiir kompakte Raume ist 
diese Bedingung leer. 
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besteht — daB es einen dritten gibt, der sie beide umfaBt. Dem Beweis dieser 
Tatsache ist die vorliegende Arbeit gewidmet. Sie bildet den AbschluB einer 
friiheren [3a],.in der die Grundlage geschaffen wurde. 

C) Nun eine Ubersicht iiber das Ergebnis! 

Wir gehen von folgenden Voraussetzungen aus: 

Cy) @ ist eine beliebige lokal kompakte Abelsche Gruppe; die duale Gruppe 
wird mit G bezeichnet. 

I’ ist eine abgeschlossene Untergruppe von G; wir schreiben GQ’ fiir die 
Quotientengruppe G/T’. 

A’ ist eine abgeschlossene Menge in G’. 

C,) A’ ist abzihlbar*). 

C,) A’ besteht aus lauter unabhiingigen Elementen von G’, zu denen noch das 
neutrale Element hinzukommen kann. 

Diese Bedingung bedeutet folgendes: Sind a, b, . . ., c irgendwelche endlich 
viele Elemente von A’, die untereinander und vom neutralen Element ver- 
schieden sind, so ergibt ein Produkt a‘b’ . . . c* nur dann das neutrale Element, 
wenn die Exponenten alle Null sind. 

C,) I ist das Ideal aller Funktionen in D(G), deren Fouriertransformierte 
auf dem vollstindigen Urbild von A’ in G verschwinden. 

Wir werden dieses Urbild in der Folge mit Q bezeichnen. Q ist also die 
Menge aller Elemente von G, deren Bild bei der kanonischen Abbildung 
G-- @ in A’ liegt. 

Bemerkung. Die Menge 2 tritt hier an die Stelle der Untergruppe J in A), 
bzw. der Menge Z in B). Wenn A’ nur aus dem neutralen Element besteht, 
so ist 2 = I’, also liegt dann genau Fall A) vor. Reduziert sich andererseits J" 
auf das neutrale Element von G, so erhalt man Fall B), in einer ganz leichten 
Verallgemeinerung. 

In dieser Arbeit wird die Quotientenalgebra L*(@)/I im Fall C) explizit 
bestimmt. 

Zu diesem Zweck braucht man allerdings die moderne Theorie des Integrals 
von Funktionen, die auf einem lokal kompakten Raum definiert sind und Werte 
in einem Banachschen Raum annehmen. Diese Theorie ist bei Stone [5] und 
BoursBakI [1] dargestellt. 

Wir werden folgendes Ergebnis beweisen: 

Satz. Unter den obigen Voraussetzungen C,(0 < i < 3) gilt, sofern die 
Gruppe G im Unendlichen abzihlbar ist*): 

(Ss) D@|I = Lyay(@). 


Die Bedeutung der rechten Seite ist folgende: 
@ ist diejenige Quotientengruppe von G, die ]' (s. oben C,)) zur dualen 
Gruppe hat. 


*) An Stelle der Abzahlbarkeit von A’ geniigt es vorauszusetzen, daB A’ reduzibel ist, 
d. h. keine nicht-leere perfekte Teilmenge enthilt. 

*) Eine lokal kompakte Gruppe heiBt ,,im Unendlichen abzahlbar‘‘, wenn sie Ver- 
einigung von abzdhlbar vielen kompakten Untermengen ist. Der Sinn dieser Bedingung 
wird sich spiter ergeben (vgl. § 2, Hilfssatz 1). 
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C(A’) ist die Banachsche Algebra aller komplexwertigen stetigen Funktionen 
auf A’ (s. oben C,)—C,)), die im Unendlichen verschwinden*), mit der Norm 
sup |/(2)|- 

I},4)(@’) ist die D’-Algebra der integrierbaren Funktionen auf G’ mit 
Werten in C(A’)'). 

Die Isomorphie (,%,) ist sowohl algebraisch als auch isometrisch (bei ent- 
sprechender Normierung des Haarschen MaBes auf G’). 

Der obige Satz zeigt also, da8 die mittels der Fouriertransformation 
definierte Quotientenalgebra einer gewohnlichen L'-Algebra komplexwertiger 
Funktionen eine verallgemeinerte L'-Algebra sein kann — d. h. eine L-Algebra 
von Funktionen, deren Werte nicht mehr komplexe Zahlen, sondern Elemente 
einer Banachschen Algebra sind. So zeigt sich auch hier, von einem neuen 
Gesichtspunkt aus, der klassische Zusammenhang zwischen harmonischer 
Analyse und Integrationstheorie. — 

Der Fall C) enthalt sowohl A) als auch B) (vgl. auch die Bemerkung weiter 
oben): Wenn namlich A’ nur aus einem Element, z. B. dem neutralen Element, 
von @’ besteht, so ist C(A’) der Kérper der komplexen Zahlen, L},,,)(@’) 
wird die gew6hnliche komplexe Algebra L(G’) und (,*,) ist dann nichts anderes 
als («). Reduziert sich andererseits J” auf das neutrale Element von G, so besteht 
auch @’ nur aus einem Element; dann fallt aber L},,-)(@’) mit C(A’) zusammen, 
d. h. aus (,*,) wird (**), wenn man statt A’ noch Z schreibt. 

Nun ein kurzer Uberblick iiber den Gang des Beweises und die Gliederung 
der Arbeit: 

Wir definieren zuerst (§2) eine homomorphe Abbildung von I*(G) in 
I} ,4(G@), deren Kern gerade das Ideal J (vgl. oben C,)) ist. Dazu ist allerdings 
vorher eine topologische Untersuchung notwendig. Die Voraussetzungen, 
unter denen die Abbildung von L*(@) definiert wird, sind iibrigens weit all- 
gemeiner als diejenigen des Satzes. 

Zweitens zeigen wir (§ 3): Bei dieser Abbildung ist das Bild von I*(G) in 
Lh a)(@) dicht. Der Beweis dieser Tatsache erfordert einige Uberlegungen 
gruppentheoretisch-analytischer Natur. 

Aus den Ergebnissen der §§ 2, 3 folgt dann, unter den im Satz angegebenen 
Voraussetzungen, auf Grund von Theorem 5 in [3a] die Beziehung (,*,); dies 
wird in § 4 gezeigt. 

In §5 werden die Fouriertransformierten der integrierbaren Funktionen 
auf G’ mit Werten in C(A’) betrachtet. Zum SchluB wird in § 6 ein gewisser 
linearer Unterraum von solchen Funktionen untersucht, der bei der obigen 
Abbildung eine besondere Rolle spielt. 


2. Die homomorphe Abbildung von L(G) 


Die Abbildung von L*(@) in L},,4-)(@’), von der am SchluB von § 1 die 
Rede war, wird mittels der Fouriertransformation definiert. In diesem Zu- 
sammenhang ist zuerst eine topologische Vorbetrachtung notwendig. 


5) ,,Integrierbar“ ist immer in bezug auf das Haarsche Ma der Gruppe gemeint. 
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Sei G eine beliebige lokal kompakte Gruppe (also nicht notwendig Abelsch 
oder im Unendlichen abzahlbar) und J" eine abgeschlossene, invariante Unter- 
gruppe. In der Quotientengruppe @’= G/I" sei irgendeine Untermenge A’ 
gegeben; das vollstandige Urbild von A’ in @ bei der kanonischen Abbildung 
G+ G@’ werde mit Q bezeichnet. Die Bezeichnungen sind so gewahlt wie in 
§ 1, C), weil wir es spéter mit dem dort betrachteten Fall zu tun haben werden. 
Doch wollen wir hier ganz allgemein vorgehen. 

Die Menge 22 ist eine Vereinigungsmenge von Nebenklassen von J”. Unter 
einem Vertretersystem (mod I’) von Q versteht man eine Teilmenge A von Q, 
die von jeder Nebenklasse von J", die zu 2 gehért, genau ein Element enthilt. 
Bei der kanonischen Abbildung G — G’ wird also A umkehrbar eindeutig auf A’ 
abgebildet. 

Da @’ stetiges Bild von @ ist, ist die Abbildung A —> A’ sogar stetig. Sie 
wird aber im allgemeinen nicht topologisch sein — auch dann nicht, wenn A’ 
abzahlbar ist, wie man sich an ganz einfachen Beispielen klarmachen kann: 
Betrachten wir etwa auf der Geraden die Menge 22 bestehend aus den Punkten 


z=m+—(m=0, +1, +2,...;n=1,2,3,...), also das vollstandige Ur- 


2 xi 
bild der auf dem Kreis |z| = 1 liegenden abgeschlossenen Menge A’ = fo=}, >1 


bei der Abbildung 2-> z= #2, Dann ist die Menge A={n+—} _. ein 


Vertretersystem (mod 1) von Q, aber A ist diskret, wihrend A’ einen Haufungs- 
punkt enthalt, namlich den Punkt z= 1. Auch die Menge (3 ist ein 


Vertretersystem (mod 1) von 22, aber topologisch nicht aquivalent mit A’. 

Damit ist die folgende Definition gerechtfertigt : 

Unter den eingangs angefiihrten Voraussetzungen heiBt eine Menge Ac 2 
ausgezeichnetes Vertretersystem (mod I") von 2, wenn A bei der kanonischen 
Abbildung G — @’ topologisch auf A’ abgebildet wird. Insbesondere enthalt 
also A aus jeder Nebenklasse von J’, die zu 2 gehért, genau ein Element. 

Zur Veranschaulichung folgen nun zwei Beispiele : 

1. Sei G = R*, die (Gruppe der Verschiebungen der) Ebene (z, y), und 
I= R', die z-Achse. G/I’ 1aBt sich durch die y-Achse darstellen. Zu jeder 
beliebigen Menge A’ in G/I” kann man leicht ein ausgezeichnetes Vertreter- 
system (mod J’) des vollsténdigen Urbildes 2 finden, nimlich die Punkte 
von 2 auf der y-Achse. 

2. Sei G = R?, wie in 1., und J" = Z, die Gruppe der ganzzahligen Punkte 
auf der x-Achse; G/I’ ist also ein Zylinder. Sei A’ irgendeine abzihlbare Menge 
in G/T’. Dann ist auch das vollstandige Urbild 2 von A’ abzahlbar, a'so gibt 
es in der Ebene R? sicher eine Gerade, die zur y-Achse parallel ist und 2 nicht 
trifft, sagen wir die Gerade x = 2). Dann ist der Teil von 2, der zwischen den 
Geraden x= x, und z= 2,+ 1 liegt, ein ausgezeichnetes Vertretersystem 
(mod I’) von Q. 

In diesen beiden Fallen ergibt sich die Existenz eines ausgezeichneten Ver- 
tretersystems ganz leicht; man beachte jedoch, daB in 2. bloB ein Existenz- 
beweis gegeben wird. 
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Fiir unsere Zwecke brauchen wir nun das folgende Ergebnis: 

Hilfssatz 1. Unter den Voraussetzungen C,) und C,) von § 1 gibt es immer 
ein ausgezeichnetes Vertretersystem A (mod I’) fiir das vollstiindige Urbild von A’ 
in der dualen Gruppe G, sofern die gegebene Gruppe G im Unendlichen abzihlbar 
ist®). 

Der allgemeine Existenzbeweis, der hier zu fiihren ist, ist natiirlich 
schwieriger und wird in einer anderen Arbeit erbracht ([4], Satz 2); er griindet 
sich wesentlich auf die Metrisierbarkeit von @ (vgl. dazu die Bemerkung am 
Schlu8 von [4]). Hier wollen wir gleich mit den analytischen Entwicklungen 
beginnen, in deren Verlauf sich auch klar ergeben wird, welche Rolle die aus- 
gezeichneten Vertretersysteme spielen. Nachher mége der Leser die allgemeinen 
topologischen Uberlegungen in [4] betrachten — oder sie nach Belieben iiber- 
gehen, sofern er sich nur fiir die Fille interessiert, die in der klassischen 
Analysis vorkommen, also die Gerade, der Kreis, der Euklidische Raum, der 
Zylinder und der Torus, wo der Existenzbeweis einfach genug ist, wie die obigen 
Beispiele zeigen. 

Wir wollen also hier — auch der Allgemeinheit halber — so vorgehen: Wir 
setzen nur C,) voraus und betrachten eine beliebige abgeschlossene Menge 
A'c @ = GIT, die folgende Bedingung erfiillt: 

CT) Es gibt ein ausgezeichnetes Vertretersystem A (mod I’) fiir das voll- 
stéindige Urbild Q von A’ in G. 

Dies ist eine ganz allgemeine Bedingung ; alle Ergebnisse in diesem und dem 
folgenden Abschnitt werden sich nur darauf griinden. 

Zufolge der obigen Bedingung, durch die topologische Abbildung A’ + A, 
wird A’ aus der Quotientengruppe G’ in die Gruppe @ verlagert. Damit ist der 
Weg frei zur Anwendung der Fouriertransformation, zur Definition der Ab- 
bildung von L(G) in LZ}, 4°)(@’). 

Dies wollen wir jetzt ausfiihren. Dabei sollen des leichteren Verstandnisses 
wegen auch die nétigen Satze der modernen Integrationstheorie ausfihrlich 
dargelegt werden. 

Zunachst erwahnen wir einen Satz, der fiir das Folgende grundlegend ist: 

Sei A(x) eine (komplexe) integrierbare Funktion auf G*). Sei g eine ab- 
geschlossene Untergruppe, G’ die Quotientengruppe G/g. Mit x’ bezeichnen wir 
das Bild von z bei der kanonischen Abbildung G + G’. Dann ist 


h’ (z’) = f h(xs) ds, 
g 
wo ds das Haarsche MaB auf g bedeutet, eine Funktion von 2’ ¢ G’, die mit 
médglicher Ausnahme einer Nullmenge’) definiert ist, und es gilt: 
(1) h' (z’) € D(@’)®). 





*) Vgl. *). Diese Bedingung ist gleichbedeutend damit, daB die duale Gruppe @ das 
erste Abzahlbarkeitsaxiom erfiillt, also metrisierbar ist. 

7) ,,.Nullmenge“ bedeutet Menge vom (Haarschen) Ma8 Null. 

*) Genauer bedeutet dies: Die Funktion fallt auBerhalb der erwihnten Nullmenge mit 
einer integrierbaren Funktion auf G’ zusammen. Die obige Ausdrucksweise ist in der Praxis 
bequem. 
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Bei entsprechender Normierung des Haarschen MaBes dz’ auf G’ gilt fir alle 
integrierbaren Funktionen h(x) auf G: 


(2) J dz’ [ h(xs)ds =f h(z)dz. 
GC’ g G 


Fir Einzelheiten und den Beweis vgl. Strong [5], III, S. 485—487, und das 
Kapitel iiber das Haarsche Ma8 in dem BourBakischen Werk ’°). 

Nun zur Definition der Abbildung von L(G)! 

Unter den Voraussetzungen C,) und Cf) (vgl. oben) definieren wir fir 
integrierbare®) Funktionen {(xz) auf G die Abbildung 


(3) f(x) > f'(x’, a) = f f(xs) (xs, A) ds, ACA. 
g 


Dabei sei g diejenige abgeschlossene Untergruppe von G, die I'c G zugeordnet 
ist!), und A ein gegebenes ausgezeichnetes Vertretersystem (mod I") von Q. 

Die Funktion /’(z’, A) in (3) hat folgende Eigenschaften: 

a) f'(x’, A) ist definiert fiir alle 2¢€ A und fiir alle x’ ¢ G’ = G/g auBerhalb 
einer Nullmenge N’, die nur von der Funktion f(z) abhaingt, namlich fiir alle 
x’ € G, fiir die [{ {(xs) ds existiert. 


g 
b) Fiir jedes feste x'€ G’ auBerhalb von N’ ist f'(x', A) vermége der topolo- 
gischen Abbildung A ¢ A + i’ € A’ (vgl. Cf)) eine stetige Funktion auf A’, die 
im Unendlichen verschwindet, d. h. ein Element von C(A’)"). 
c) Fiir jedes feste 2 ¢ A ist f'(x’, A) eine Funktion in L'(@’), und zwar gilt 
fiir jedes x’ ¢ G’ auBerhalb von N’ (vgl. a)) 


If’ (x’, A] < f \f(xs)| ds, 
g 


wo also die rechte Seite eine von A ¢ A unabhangige Funktion in Z(G’) ist”). 
Zum Beweis von b) schreiben wir (fiir 2’ ¢ N’) 


(4) f(x’, A) = (x, a) + f f(xs) (8, A) ds. 
Vv 


Hier ist nun / f{(xs)(s,4)ds die Fouriertransformierte der integrierbaren 


a o 
Funktion /(xs), 8 €g, also eine stetige Funktion auf @’= G/J’, die im Un- 
endlichen verschwindet. Sie gehért also insbesondere, wenn man sie auf A’ 
beschrankt, zu C(A’). Weiter laBt sich (x, A) fiir A ¢ A wegen der topologischen 
Abbildung A — A’ auch als stetige Funktion auf A’ auffassen™). Wenn wir also 


*) Dieses Kapitel wird hoffentlich bald erscheinen. Herrn Professor A. Wert sage ich 
auch hier aufrichtigen Dank fiir die leihweise Uberlassung des Manuskriptes. 

1°) Das heiBt G/g und I’, g und ar sind duale Gruppen; vgl. [6], S. 108—109. 

11) Die Definition von C(A’) befindet sich in § 1 bei Beziehung (,*,). 

12) Beziiglich des Ausdruckes ,,Funktion in L'(@’)“ vgl. *). 

13) Genauer gesagt, beniitzen wir hier die Stetigkeit der umgekehrten Abbildung 
A’ +A. 
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f(x’, 4’) = f(z’, A) setzen, wo J’ ¢ A’ das Bild von A ¢ A ist, so gehdrt f(x’, 2’), 
2’ ¢ A’, (far festes x’ ¢ N’) zu C(A’)*). 

Die Bedeutung der Eigenschaften a), b), c) wird erst richtig klar im Zu- 
sammenhang mit den Grundbegriffen der modernen Integrationstheorie. Wir 
wollen daher zunachst diese Grundbegriffe fiir den besonderen Fall, der hier 
in Betracht kommt, auseinandersetzen. 

Es bezeichne f(x’) irgendeine (iberall) auf G’ definierte Funktion mit 
Werten in C(A’), also 

f(z’) = f(z’, 2’) (2 €@’, WEA’). 
Alle diejenigen Funktionen f(z’), fiir die 


(5) Ny (t) = f [t(2’)] dz’ <0 


@ 
ist, bilden den Raum F},,')(G’); dabei ist ||-|| die Norm in C(A’), also 


(6) f(x’) = sup |f(z’, 2’)| , 
yea’ 
und 


tow 

F 
bedeutet das obere Iniegral (in bezug auf das Haarsche MaB) auf @’ 
(vgl. Boursaki [1], Chap. IV, § 1 und § 3). Insbesondere gehéren zu F},4°)(G@’) 
alle stetigen Funktionen auf @’ mit Werten in C(A’) und kompaktem Trager; 
sie bilden einen linearen Unterraum von F},,-)(@’). 

Man definiert nun den Raum #},,,-)(@’) als die abgeschlossene Hiille dieses 
linearen Unterraumes in F},,-)(@’); vgl. Boursaxt [1], 8. 131, Définition 2. 

Zwei Funktionen f,, f, aus #},,,-)(@’) heiBen aquivalent, wenn N, (f,—!,) =0 
ist, also wenn sie sich héchstens auf einer Nullmenge unterscheiden. Die 
Aquivalenzklassen von £},,,-)(@’) bilden einen Banachschen Raum, eben den 
Raum L},4)(@’); vgl. Boursaxt [1], Chap. IV, § 3, insbesondere Proposition 3, 
8. 127—128, und Théoréme 2, S. 133. 

Bemerkung. Bei der Definition von L},,-(@’) wird die Bedingung Cf) 
gar nicht beniitzt. Erst bei der Abbildung von L*(@) in L},,,-)(@’) spielt sie eine 
entscheidende Rolle. 

Die Bedeutung der Eigenschaften a), b), c) (s. oben) im Sinne der modernen 
Integrationstheorie ist nun folgende. Schreiben wir (vgl. (3)) 


(7) M(a')=f' (2, =f (a, a) (AE A',AECA). 


Dann besagen a) und b): f' (z’) ist eine fast iiberall auf G’ (nimlich mit Aus- 
nahme der in a) genannten Nullmenge N’) definierte Funktion mit Werten in 
OA’). 

Aus der Eigenschaft c) folgt nun: Die Funktion f' (x’) fallt fast iiberall auf G’ 


4*) Man beachte iibrigens, daB fiir festes A die beiden Faktoren auf der rechten Seite 
von (4) fiir sich allein nicht Funktionen auf der Quotientengruppe @’ = Q/g sind. 








la 
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mit einer Funktion in £},4°)(G’) zusammen. Denn zufolge c) gilt, wann immer 
x’ € G’ auBerhalb von N’ liegt, 

sup |f'(z’, A)| = f |f(xs)| ds 
ACA g 


und weiter (wenn wir beiden Seiten dieser Ungleichung fiir z’¢ N’ etwa den 
Wert Null beilegen) 


f sup |f'(2’, | da’ < Lf \f(xs)| ds} de’ 
G’ AEA @ ¢ 
=S{S \i(xs)| ds} a2’ 
@ ¢ 
=f \fla)| dz 
G 


(vgl. (2)). Das letate Integral ist die Norm |/f\|, in L(G). 

Wenn man nun etwa definiert: f*(z’) = f(z’) fiir x’ ¢ N’, f*(x’) = Null- 
element von C(A’) fiir x’ € N’, so folgt also (vgl. (5), (6)) 
(8) Ny (ft) S | fh 
und daher ist f* in F},4)(@’). 

Jetzt kann man weiter so schlieBen: Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine stetige 
Funktion u(x) mit kompaktem Trager auf G derart, daB |f — u!, < « ist. Sei 


(9) u'(x’, A) = f u(xs) (zs,A)ds, ACA, 
und man setze wieder (vgl. (7)) : 
(10) w (2) = u'(2z’, A’ )=u'(z’, dA) (AE A’, AEA). 


Wir werden weiter unten beweisen: u’(zx’) ist eine stetige Funktion auf G’ mit 
kompaktem Triger. 
Da nun (vgl. (8)) 
N,(f—w') s |f—ul,<e 

und e > 0 beliebig ist, folgt dann, daB f{* zu #},4-)(@’) gehdrt; vgl. Bour- 

BAKI [1], S. 132, Proposition 7. 

Also hat f’(2x’) die oben angegebene Eigenschaft; wir driicken sie in Uber- 
einstimmung mit der traditionellen Schreibweise kurz in der Form 
t(2’) € Licay(@’) 

aus und schreiben dann einfach an Stelle von (8) 

(11) N,(f) s |fh. 

Es sei noch bemerkt, daB man jetzt nachtriglich bei der Norm N,(f) 
f |f’ (x’)|| dx’ den Stern weglassen kann; vgl. Boursaki [1], S. 147, Corol- 
“ 

laire 1. 

Nun der Beweis fiir die obige Behauptung tiber u’ (2)! Aus 
ju’(x’, A)| S f ju(xs)| ds 


. 
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ergibt sich sofort, daB u’(x’) einen kompakten Trager hat. Die Stetigkeit von 
‘ w’(z’) beweist man durch folgendes Argument: 

Sei « > 0 und U, eine Umgebung des neutralen Elementes von G derart, 
daB fir alle x € G gilt: 


(12) f \u(yxs)—u(xs)|\ds<e fir yeU,; 
g 
vgl. [3c], S. 479, (ii). 


Sei A(t) eine integrierbare Funktion auf der Untergruppe g, die auBerhalb 
von U,7\ g verschwindet und der Bedingung 


A(t)>0O firalle t¢g, 


fh(tj)}dt=1 
genigt. . 
Sei 
(13) k(x) = f h(t) u(t-' x) dt; 
- 


diese Funktion ist stetig und integrierbar auf G. Weiter ist, wenn wir analog 
zu (9) 


(14) k’(x’, 4) = f k(xs) (xs, 7) ds 
g 
setzen, k’(x’, A) fiir jedes x’ ¢ G’ definiert und es gilt fiir alle 2 ¢ A 
|u’ (a’, A) — k(x’, a)| < f ju(xs) — k(xs)| ds 
<ff h(t) |u(xs) — u(t-'xs)| dtds 
me 


und zwar fiir jedes 2’¢ G’ (vgl. (12)). Daraus folgt, wenn wir wie in (10) 
k’ (x) = k’ (2’, 2’) = h(a’, A) (A'€ A’, A € A) setzen, 

|u’(x’)—k’(z’)| Se 
fiir alle x’ ¢ G’ (vgl. (6)). 

Wir werden zeigen, daB k’(z’) stetig ist; da sich nun u’(z’) durch stetige 
Funktionen beliebig genau gleichmaBig annahern laBt, folgt dann die Stetigkeit 
von u’(z’). 

Setzt man (13) in (14) ein, so ergibt sich 


k(x’, A) = h(A)* uw’ (2’, a), 


(15) h(a) = f h(t) (ta) dt 
v 


ist. 
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Es ist dann fir beliebiges z, y ¢ G 
|k’ (y’ x’, A) — k(x’, A)| = |A(A)| « Ju’ (y’ a’, A) — w'(2’, a)| 
S |A(A)| -{f |\u(yxs)—u(xs)| ds + f ju(yxs)| ds \(y, A) —1)} 
g gv 
S |A(A)| -{f \u(yxs) — u(xs)| ds + C- \(y, 4)—1)}, 
g 


wo C eine von x, y und A unabhangige Konstante ist (vgl. [3c], S. 479, (i)). 

Die Funktion (A) ist die Fouriertransformierte von h(s) (vgl. (15)), also 
eine Funktion f(A’) auf der Quotientengruppe G’, der dualen Gruppe von g 
(vgl. #°)). Daher gibt es fiir gegebenes 7 > 0 eine kompakte Untermenge K’ 
von A’ derart, daB fiir alle 2’¢ A’ auBerhalb von K’ die Bedingunz |h(A’)| < » 
erfiillt ist. Sei KC A das Urbild von K’ bei der topologischen Abbildung A > A’, 
so daB also K kompakt ist. Dann ist 


|A(A)| <<» fir alle A¢€A auBerhalb von K. 


Sei nun V, eine Umgebung des neutralen Elementes von G derart, daB 
\(y,A4)—1|< firalle ye V, undalle Ac K 


gilt und auBerdem (12) mit 7 an Stelle von ¢ und V, anstatt U, erfillt ist. 
Dann erhalt man schlieBlich, da |A(A)| < 1 ist (vgl. (15)): 
Wenn y € V,,, also y’¢ V;, liegt, so ist 
|k’ (y’ a’, A)— h(a’, A)| < n+ (1+ 2C), 
und zwar fiir alle x’ ¢ G’ und alle J ¢ A. Daraus folgt sofort die (gleichmaBige) 
Stetigkeit von k’(z’) und daher auch, wie erwahnt, diejenige von wu’ (z’). 

Hilfssatz 2. Unter den Voraussetzungen Cy), § 1, und Cf), § 2, gilt: 

Sei A ein gegebenes ausgezeichnetes Vertretersystem (mod I") von 2, dem 
vollstiindigen Urbild von A’ in G. Dann wird durch die Formeln (3) und (7) eine 
Abbildung 
(16) f(z) > f(z’) 
von I1(G@) in Lb,4(G’) definiert. 

Diese Abbildung ist ein Homomorphismus, dessen Kern das Ideal I aller 
Funktionen in I*(G) ist, deren Fouriertransformierte auf Q verschwinden"). 

Der erste Teil ist bereits bewiesen; es ist nur noch zu bemerken, daB bei der 
Abbildung (16) dquivalente integrierbare Funktionen auf G, d.h. solche, die 
sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden, auf dasselbe Element von Lj, 4-)(@’) 
abgebildet werden. Dies folgt sofort aus der Beziehung (11), angewandt auf die 
Differenz zweier solcher Funktionen. 

Die Linearitét der Abbildung (16) ist offensichtlich; es ist also aur die 
Abbildung der Faltung (/, * /,)(x) zweier integrierbarer Funktionen /,(<), f,(z) 





18) Wir sprechen von ,,Funktionen“ in L'(G); dies ist die traditionelle Ausdrucks- 
weise, aber ein «abus de langage» im Sinne von Boursaxt. Ubrigens sollte man nach 
Boursaki Lj,(@) schreiben, wo C den Kérper der komplexen Zahlen bedeutet. Analoges 
gilt fir L(@’). 

Math. Ann. 140 30 
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auf G zu untersuchen, d.h. es ist zu zeigen, daB /, x f, auf f, x f abgebildet 
‘wird, wo « die Faltung in L},,-)(@’) bedeutet. 
Dies ergibt sich so: Es ist 
(fi * f2) (x8) + (x8, A) | f(y) (y, 4) fa(zsy*) (zsy*, A) dy, 
also foigt 
S (h* fa)(xs) - (x8, 4) ds =fhw&, A) f fe(xsy-*) (xsy-', A) dsdy 
. : 


v 
(17) et f(y) (y, 4) fo(2’ y’-}, A) dy, 
wobei 
fo(z’, A) = f fe(x8) (xs, A) ds, AcA , 
g 


bedeutet. Der Ausdruck (17) l4Bt sich nun (vgl. (2)) in der Form 
(18) Lily A Blety a) dy’, eA, 


schreiben, wo /;(x’, A) analog definiert ist wie /;(2’, 2), und das ist definitions- 
gemaB die Faltung f, x f in L},4)(@’), wenn man noch A ¢ A durch /’¢€ A’ 
ersetzt. 

Es gilt iibrigens fiir beliebige Funktionen h,, h, in L},,-)(@’) 


N,(hy* hy) S N,(h,)- N, (hy) , 


wo N, die Norm in ZL}, 4-(G@’) ist (vgl. (5)); doch brauchen wir dies weiter nicht. 
Nun untersuchen wir den Kern der Abbildung (16). 
Fiir jedes feste 4 € A ist f’ (x’, 2) eine Funktion in L(G’) (vgl. Eigenschaft c)). 
Die Fouriertransformierte dieser Funktion ist 


(19) ff (@, )@ Vax, vel. 


Wenn man fiir /’(z’, A) den Ausdruck (3) einsetzt und Formel (2) beachtet, 
so ergibt sich, daB (19) 


(20) =f1@ (x, Ay) da = f(dy) 


ist, wo /(£), @ € G, die Fouriertransformierte von {(x) bedeutet. 

Wenn nun f'(z’) fast iiberall verschwindet, so ist fiir jedes feste A ¢ A die 
Funktion f’(2’, A) ¢ I*(@’) fast iiberall Null. Also gilt fiir jedes 4 ¢ A: /(Ay)=0 
fiir alle y ¢ I’. Wegen 2 = A - I’ verschwindet also /(#) fiir alle # € Q, dh. f(x) 
gehért zum Ideal J. 

Sei umgekehrt f(x) in J, d. h. {(#) = 0 fiir alle ¢ ¢ Q. Um zu zeigen, daB 
dann f' (x’) fast iiberall auf G’ verschwindet, braucht man im allgemeinen Fall 
ein Approximationsargument; fiir den Fall, daB A’ abzahlbar ist, vgl. die 
Bemerkung weiter unten. 

Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine stetige Funktion u(x) auf G mit kompaktem 
Trager derart, daB die Faltung 


h(x) = (wu f)(z), 
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die auch zu J gehért, der Bedingung 


If—Ali<e 
geniigt (vgl. [6], S. 52). Daher gilt (vgl. (11)), wenn h’ (z’) das Bild von h(z) ist, 
(21) N,(f—h’) <e. 


Setzen wir nun, wie gewohnlich, h’(x’) = h’(2’, 4’) = h’(2’, A), so ist nach 
(18) fiir jedes A€ A 


h'(x’, A) wif u'(y’, A) f(z’ y'—, A)dy’. 


Da nun wu’(y’, A) eine beschrinkte Funktion von y’¢ G’ (sogar eine stetige 
Funktion mit kompaktem Trager) ist, so ist h’(x’, A) fiir jedes feste A ¢ A eine 
stetige Funktion von 2’¢ G’. Da ihre Fouriertransformierte auf I" identisch 
verschwindet (vgl. (19) und (20)), folgt: h’(x’, A) = 0 fiir alle x’ ¢ G’. Daher 
verschwindet h’(x’) fiir alle z’¢ G’ und aus (21) folgt jetzt N,(f') <«, also 
N, (f’) = 0, d. h. f'(2z’) verschwindet fast iiberall auf @’. 

Bemerkung. Wenn A’ abzéhlbar ist, so la4Bt sich der Beweis direkt fiihren. 
Da wegen /(Ay) = 0 (y € I’) f’(2’, A) fiir jedes feste 2 ¢ A fast iiberall auf G’ 
verschwindet, gibt es infolge der Abzahlbarkeit von A eine Nullmenge N’ in @’ 
derart, daB f'(z’, A) fiir alle z’¢ G’ auBerhalb von N’ und alle 2¢ A ver- 
schwindet, d. h. f' (x’) verschwindet auBerhalb von N’ auf G’. 


3. Eine Eigenschaft der Abbildung von L*(G) 


Die Fouriertransformierten der Funktionen von Z(G) sind dicht im Raume 
aller komplexwertigen stetigen Funktionen auf der dualen Gruppe G, die im 
Unendlichen verschwinden. Dies folgt sofort aus dem Satz von WEIERSTRASS- 
Stone!*). Wir wollen hier eine Verallgemeinerung beweisen, die fiir unsere 
Zwecke wesentlich ist. 

Hilfssatz 3. Unter den Voraussetzungen C,), § 1, und Cf), § 2, gilt: Bei der 
Abbildung von I+ (@) in L},4-,(@’), die durch (3) wnd (7) definiert wird, ist das 
Bild von IA (G) in L}y4-)(@’) dicht. 

Der oben erwahnte Fall entspricht den Bedingungen, daB J" sich auf das 
neutrale Element von G reduziert und A’ die ganze Gruppe G’, also hier @, ist. 
Denn dann ist in (3) die Untergruppe g = G, G’ besteht nur aus einem Element 
und L},4)(G@’) ist dasselbe wie C(A’) = C(@). 

Zum Beweise des Hilfssatzes betrachten wir die Funktionen von der Form 


(22) 2d 4, (4') up (z’) , 
wo die a,,(A’) Funktionen in C(A’) mit kompaktem Trager und die u/,(2’) reelle, 
stetige Funktionen auf G, ebenfalls mit kompaktem Trager, sind und 5’ eine 
endliche Summe bedeutet. 

Die Funktionen (22) sind in #},,-,(@’) dicht; dies folgt aus Proposition 10, 
S. 135, bei Boursaxi [1] und der Tatsache, daB die Funktionen in C(A’), die 
einen kompakten Trager haben, in C(A’) dicht sind. 


*) Fir genauere Hinweise vgl. etwa [2b], 8S. 508—509. 
30* 
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Man kann iibrigens in (22) voraussetzen, daB die Funktionen u},(z’) der 
‘Bedingung u/,(2’) > 0 geniigen. 

Wir wollen nun folgendes beweisen : 

Sei eine reelle, nicht-negative, stetige Funktion 
(23) u’(x’) 
auf G’ gegeben, die einen kompakten Trager hat. Sei weiter a(A’) eine gegebene 
komplexwertige stetige Funktion mit kompaktem Trager auf A’. 

Dann gibt es fiir jedes e > 0 eine integrierbare Funktion /(x) auf G derart, 
da8 ihre Bildfunktion f(x’) Gie Bedingung 
(24) N,(a-u’—f') = f ja-u'(z’)— f(z’) dz’ <e 

FA 


erfillt. Dabei bedeutet a die Funktion a(A’) und | -|| die Norm in C(A’). 

Aus (24) folgt auf Grund der vorigen Bemerkungen sofort der zu beweisende 
Hilfssatz. 

Zur Bestimmung der Funktion f(x) gehen wir folgendermaBen vor"’): 

Sei K'c A’ der kompakte Trager von a(A’) (s. oben)-und Kc A das Urbild 
von K’ bei der topologischen Abbildung A > A’, so daB also K kompakt ist. 

Sei U: eine offene Umgebung des neutralen Elementes von G derart, daB die 
Bedingung 
(25) \(z,4)—1|<e fiiralle x¢€U undalle AcK 


erfiillt ist; dabei sei ¢ das in (24) vorgeschriebene. 
Es gibt nun eine stetige Funktion u(x) auf G mit kompaktem Trager, die 
den Bedingungen 
u(z)20, 
(26a) f u(xs) ds = u'(z’) 
gd 
geniigt, wobei wu’ (x’) die gegebene Funktion (23) ist; vgl. [6], S. 43. 

Sei T der Trager von u(x). Da T kompakt ist, gibt es endlich viele Elemente 
¥n€ T (1 <n N) derart, daB die Umgebungen {y,- U},;<,<y die Menge T 
tiberdecken; dabei ist U die oben eingefiihrte offene Umgebung. 

Die Funktion u(x) l4Bt sich jetzt in eine Summe 


(26b) u(x) = s U, (x) 


n=1 
zerlegen, wobei die u,(x) reelle, nicht-negative, stetige Funktionen auf @ sind, 
die der Bedingung 
(27) u,(xz)=0 fir xz¢y,U0 (lsons WN) 


geniigen. Die Méglichkeit einer solchen Zerlegung folgt aus einem bekannten 
Ergebnis (BourBakKI [1], S. 49, Lemme 1; vgl. auch [6], 8S. 37). 


a”) Es sei dem Leser empfohlen, sich bei den folgenden Ausfiihrungen jedesmal zu 
’ tiberlegen, welche Vereinfachungen eintreten, wenn die Gruppe G — oder nur die Quotienten- 
gruppe G’ — diskret ist. Der diskrete Fall war der Ausgangspunkt fiir den Beweis von 
Hilfssatz 3. 


12O mm 


we 
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Setzen wir noch 


(28) u(x’) = f uy (x8) ds, lensQN, 

so sind die w;,(x’) stetige Funktionen an G’ und es gilt (vgl. (26a, b)) 
u,(z’)20, 

(29) ¥ wiz’) = wie’). 


n=1 
Weiter iibertragen wir nun die gegebene Funktion a(’), 4’ € A’, vermittels 
der topologischen Abbildung A > A’ auf A, schreiben also entsprechend a(A), 
4 «A. Dann definieren wir fiir 1 < n < N 


(30) a,,(A) =4Yn, 4) > a(A) , AcA, 


mit den oben eingefiihrten Elementen y,. 
Es gibt nun N integrierbare Funktionen h,(s) auf der Untergruppe g, die 
folgenden Bedingungen geniigen: Setzen wir 


(31) h,,(A) = f hy(s) (8, A) ds, AcA, 
v 


so ist (mit dem vorgeschriebenen e — vgl. (24)) 
(32) |hn (A) — a, (A)| <e 


fir alle A€¢ A(l1 sn N). Die Existenz der Funktionen h,,(s) folgt daraus, 
daB die Fouriertransformierten der integrierbaren Funktionen auf g in C(A’) 
dicht sind, wie sich aus dem Satz von WEIERSTRASS-STONE ergibt**). Die 
Funktionen h,,(s) kénnen sogar als stetige Funktionen auf g mit kompaktem 
Trager angenommen werden. 

Wir definieren jetzt 
N, 


IA 


fn (2) = f Ihy(t) Uy (t-* x) dt, lan 
g 
und werden zeigen, daB die Funktion 
N 
(33) f(x) = XS fa(z) 
n=1 


die gewiinschte Eigenschaft hat, namlich daB ihre Bildfunktion die Bedingung 
(24) erfillt. 

Die Funktionen /,,(z) sind auf G stetig und integrierbar. Weiters ist, wenn 
wir 


fn (x’.A) = f falas) (x8, A) ds, AEA , 
g 


setzen, f),(x’, A) fiir alle x’ ¢ G’ definiert und es gilt (vgl. (31)) 
f(a’, 2) = hy (A) > f Uy (x28) (x8, 2) ds , lsnsQ. 
9 


Sei 


f(a’) = f(x’, 2) = f(a’, AD (7€ A’, A€ A). 
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_ Wir wollen zeigen, da 
(34) a> w,,(2’) —f,(2')| S Ae w,(z’) 
ist (1 < n < N), mit einer von ¢ unabhangigen Konstanten A. Dabei sind die 


Funktionen u/,(x’) durch (28) definiert, a = a(A’) und | -|| ist die Norm in C(/’). 
In der Tat gilt fiir jedes A ¢ A 


a(A) { u, (xs) ds—h,(A) f u,(xs) (x8, 4) ds < 
g y 
S |a(A) f u,(xs) ds —a,(A) f u,(xs) (xs, A) ds| + &+ f U_(xs) ds 
g g g 


(vgl. (32)). Hier la8t sich der erste Ausdruck in der Form 
ja(A) f u, (xs) {1 — (asy,1, 2)} ds 
g 


schreiben (vgl. (30) ), ist also 


S |a(A)|- f u(x) - |(xsy,1, 4)— 1] ds 
a 


und dies ist wegen (25) 
< |a(A)|-e-°f un(xs)ds fiirjedes ACA, 
g 
denn aus u,, (xs) > 0 folgt xsyz'¢ U (vgl. (27)) und fiir ja(A)| > O ist A € K. 
Es folgt also schlieBlich 


ja " u;,(x’) a. ft), (x’)} > (\a| ei 1) 5 Uy, (2") ’ 1 a> N ? 


HA 
W\ 


fiir alle 2’ € G’ und (34) ist bewiesen. 
Nun ist klar, daB die Funktion (33) die gewiinschte Eigenschaft hat, denn 
aus (34) folgt durch Addition, wenn man (29) beriicksichtigt, 


i! N 
la-w'(x’)— SY ti(z')| < A-e-u'(z’) 
|| n=1 

oder 


ja- w(x’) —f'(2’)| < A-e-u'(z’), 


wo f'(z’) das Bild der Funktion (33) ist. Durch Integration tiber G’ ergibt sich 
schlieBlich 

f ja-w(z’)—P(z’)| dx’ = Bee, 

G 


wobei B von ¢ unabhangig ist. Damit ist (24) bewiesen und der Beweis von 
Hilfssatz 3 fertig. 

Es sei zum SchluB nochmals bemerkt, da8 Hilfssatz 3 unter der allgemeinen 
Voraussetzung CT), §2, nicht unter der viel spezielleren C,), § 1, bewiesen 
wurde. 


4. Beweis des Satzes 


Die einzelnen Bausteine fiir den Beweis sind nun alle vorhanden; es bleibt 
nur noch ibrig, sie zusammenzufigen. 
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Wir gehen von den Voraussetzungen in § 1, C), aus und nehmen auBerdem 
an, daB die Gruppe G im Unendlichen abzahlbar ist. Dann 148t sich mittels 
eines ausgezeichneten Vertretersystems (Hilfssatz 1, § 2) eine homomorphe 
Abbildung f(z) > f(z’) von L*(@) in L},4)(@’) definieren, deren Kern gerade 
das Ideal J in § 1, C), ist (Hilfssatz 2, § 2). Die Quotientenalgebra L*(@)/I ist 
also algebraisch isomorph mit dem Bild von L’(@) in L},4-(@’). 

In einer friiheren Arbeit ist nun bewiesen worden, daB 

inf f |f(x)—fo(z)| dx = f | (2’)| da’ 

1<1 G4 a 
ist; vgl. [3a], § 1 und § 4, Theorem 5'*). Der Ausdruck links ist die Norm in der 
Quotientenalgebra L’(G@)/I, der rechts die Norm in L},,-)(G’). Der Sinn dieses 
Ergebnisses ist also, daB die obige Isomorphie isometrisch ist. 

Die Quotientenalgebra L(G)/I ist also isometrisch in Lj, 4-)(@’) eingebettet. 
Hilfssatz 3 (§3) besagt nun, daB sie in L},4-)(@’) dicht ist. Nun ist diese 
Quotientenalgebra, wie jede Quotientenalgebra einer Banachschen Algebra, 
ein vollstindiger metrischer Raum. Daher folgt, da8 L‘(@)/I mit dem ganzen 
Raum Lj}, 4°)(@’) zusammenfaillt. 

Damit ist der Satz von § 1, C), bewiesen. 

Der Beweis bleibt auch fiir allgemeine lokal kompakte Abelsche Gruppen — 
d. h. ohne die Bedingung, daB die Gruppe im Unendlichen abzahlbar ist — 
giltig, wann immer die Voraussetzungen C,), 0 < i < 3, von §1 und die 
Bedingung Cf) von § 2 erfiillt sind. 

Die Bedingung Cf) ist insbesondere dann erfiillt, wenn die Menge A’ c @’ 
(vgl. C,)) eine der folgenden Eigenschaften hat: 

1. A’ ist diskret. 

2. A’ ist eineindeutiges Bild einer kompakten Menge Ac @"). 

3. Die Untergruppe I’c G (vgl. C,)) ist kompakt und A’ ist eineindeutiges 
Bild einer abgeschlossenen Menge Ac G"*). 

Im ersten Fall ist wegen der Stetigkeit der Abbildung G — G’ jedes Ver- 
tretersystem (mod J") des vollstandigen Urbildes von A’ eine diskrete Menge, 
also ausgezeichnet. Der zweite Fall ergibt sich aus der bekannten Tatsache, daB 
ein eineindeutiges stetiges Bild einer kompakten Menge topologisches Bild ist. 
Im dritten Fall schlieBlich ist die Abbildung G + G’ abgeschlossen (vgl. die 
Bemerkung am SchluB von §3 in [6], S. 19—20) und daraus ergibt sich 
ebenfalls, daB A topologisch auf A’ abgebildet wird. 

Es ist ein noch ungeléstes Problem, ob die Bedingung Cf) aus C,) und C,) 
folgt; vgl. die Bemerkungen im AnschluB an Hilfssatz 1, § 2. 

Der Satz von § 1, C), enthalt insbesondere folgendes Ergebnis: 

Sei f,(x’) eine beliebige Funktion in £}, 4-)(G’). Dann gibt es eine (komplex- 


18) Es sei noch besonders darauf aufmerksam gemacht, daB Theorem 5 auch gilt, 
wenn A’ auch das neutrale Element von G’ enthalt und reduzibel statt abzihlbar ist*); 
vgl. eine entsprechende Bemerkung auf 8S. 262 a. a. O. Man beachte auch, daB in Theorem 5 
das Vertretersystem A nicht ausgezeichnet zu sein braucht; vgl. FuBnote 1 a. a. O., 8.261. 


1%) ,,Bild“ bezieht sich auf die kanonische Abbildung G -> @’. 
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wertige) integrierbare Funktion {(x) auf G derart, daB ihre Bildfunktion f (x’) 
' bei der durch (3) wnd (7) definierten Abbildung die Bedingung 

I(x’) = f,(z’) 
fast iiberall auf G’ erfiillt. 

Die Griinde fiir das Auftreten einer Ausnahmemenge vom MaBe Null sind 
zweierlei: Erstens ist die Bildfunktion f'(z’) im allgemeinen nur fast iiberall 
auf G’ definiert und zweitens kann sie auBerdem noch in einer Nullmenge von 
f,(z’) verschieden sein. 


: 5. Fouriertransformierte der Funktionen in 7}, ,-)(@’) 


Wir gehen zuniachst von den allgemeinen Voraussetzungen C,), § 1, und 
Cf), § 2, aus. Sei f(z’) in £3, 4(@), 


f(x’) = f(z’, 2’), NEA’. 
Dann ist die Fouriertransformierte von f(x’) definiert durch 
(35) Ay) = [te @ nae’, yer, 


ist also eine Funktion auf der dualen Gruppe J" von G’ mit Werten in C(A’). 
Es gilt, wenn man wieder 


(36a) f(y) =fly. 2), Ved’, 
schreibt, 
(36b) Hy, 8) = f a, BYR ae. 


Denn fiir festes 2’ ¢ A’ kann man setzen: 
f(x’, 2) = Qe’), ay), 

wo a} dasjenige stetige lineare Funktional auf C(A’) ist, das durch die im 
Punkte i’ konzentrierte Einheitsmasse erzeugt wird, und (36b) folgt jetzt, 
wenn man noch beiderseits mit (z’, y) multipliziert, aus Corollaire 1, 8. 148, bei 
Boursaki [1]. Also ist /(y, 2’) gerade die gewohnliche Fouriertransformierte 
von f(z’, 4’). 

Sei jetzt /(x) eine integrierbare Funktion auf G und betrachten wir die 
Funktion /’ (z’, A) fiir festes 4 ¢ A (vgl. (3)). Diese Funktion ist in [1(G’) und 
hat nach (19) und (20) die Fouriertransformierte 


(Ay), 


als Funktion von y ¢ J" betrachtet. 
Nach (36a, b) ist also die Fouriertransformierte der durch (7) definierten 
Funktion f(z’), 


Ty) = {te @ ae, 


nichts anderes als 
(37) H(A y); ACA, 
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wobei A das gegebene ausgezeichnete Vertretersystem ist und {(Ay), A A, als 
Funktion auf I’ mit Werten in C(A') aufgefaBt wird; das letztere ist wegen der 
topologischen Abbildung A — A’ gestattet. 

Sind insbesondere die Voraussetzungen des Satzes von § 1, C), erfiillt, so ist 
die Fouriertransformierte jeder Funktion in £},,)(@’) von der Form (37), wo 
/(@) die Fouriertransformierte einer (komplexwertigen) integrierbaren Funk- 
tion auf G ist (vgl. das Ergebnis am Ende von § 4). 


6. Uber einen linearen Unterraum von 7}, ,,,(@’) 


In der Aussage, die am Ende von § 4 formuliert wurde, tritt eine der Natur 
der Sache nach unbestimmte Menge vom MaBe Null auf. Hier wollen wir einen 
linearen Unterraum von £%},,-)(G’) betrachten, fiir den sich ein genaueres 
Ergebnis beweisen l4Bt, namlich den linearen Unterraum aller stetigen Funk- 
tionen in #},4-)(@’), die Bilder von stetigen integrierbaren Funktionen auf @ 
sind, deren Fouriertransformierte auBerhalb von kompakten Mengen ver- 
schwinden. Das Ergebnis ist folgendes : 

Unter den Voraussetzungen des Satzes von §1, C), gilt: Hine Funktion 
k(x’) € Lb ~4)(@’) ist bei der durch (3) und (7) definierten Abbildung genau 
dann das Bild einer stetigen, integrierbaren Funktion h(x) auf G, deren Fourier- 
transformierte auBerhalb einer kompakten Menge verschwindet, und zwar ist 

h’(z’)=k(z’) firalle 2'€@’, 
wenn k(2’) folgende Eigenschaften hat: 

1. k(2’) ist stetig. 

2. Die Werte von k(x’) sind Funktionen in C(A’), die alle auBerhalb einer 
festen kompakten Untermenge von A’ verschwinden. 

3. Die Fouriertransformierte von k(z’), 


k(y) = [k(z’) 2 yp) dz’, yer, 
e 
verschwindet auBerhalb einer kompakten Menge*). 
Um die Notwendigkeit dieser Bedingungen zu zeigen, betrachten wir eine 


stetige, integrierbare Funktion (xz) auf G, deren Fouriertransformierte 4 (#) 
auf @ auBerhalb einer kompakten Menge K verschwindet : 


(38) A(@)=0 far #¢R. 
Wir setzen wie in (3) und (7) 
(39) h(x’, 4) = [ h(xs) (zs, A) ds, AcA, 
und ; 
h’ (z’) = h(x’, 2’) = h(a’, A) (A’'€ A’, A¢ A). 


Nach Hilfssatz 1 in [3b] ist A’(x’, A) und daher auch h’(z’) fir alle 2’ ¢G 
definiert. 


2°) Man beachte, daB diese Fouriertransforriierte eine Funktion auf J’ mit Werten in 
C(A’) ist, wie im AnschluB an (35) bemerkt. 











440 H. Rerrer: 


Es gilt nun folgende Darstellung: 
(40) Wi (2, a) = [ Ry) (2, y)dy, ACA. 


Sie ergibt sich aus dem Zusatz zu Hilfssatz 1 in [3b]: Setzen wir /(zx) 
= h(x) (z, A), so daB also {(#) = A(A2) ist, so erhalten wir aus der dortigen 
Formel fiir @ = é gerade (40). 

Aus (40) folgt nun, wenn man noch links 4 ¢ A durch j’¢ A’ ersetzt, 


|’ (x’, 2’)| sf |A(Ay)| dy. 


Also gilt fiir jedes feste x’ ¢ G’, daB h’(z’, 2’) auf A’ auBerhalb der kompakten 
Menge 
Ki = RB’ nA’ 

verschwindet, wo K’ das Bild von K in @’ ist; vgl. (38). Daher hat h’(z’) 
Eigenschaft 2. 

Die Beziehung 1’ ¢ K; bedeutet soviel wie A ¢ K,, wo K, das Urbild von Kj 
bei der topologischen Abbildung A > A’, also kompakt ist”). 

Aus f(A y) + @ und A € A folgt also 4 € K, und weiter, wenn wir wieder (38) 
beriicksichtigen, 
(41) y € (Kj? KR) \I'= Ky, 
wo also K, auch eine kompakte Menge ist. 

Nun kénnen wir Eigenschaft 1 zeigen. Es ist nach (40) fiir x, y ¢ G 


|h’ (y’ x’, A) — h' (2’, A)| sf |A(Ay)| - \(y, y) Il dy. 


Sei U, eine Umgebung des neutralen Elementes von G@ derart, da8 fiir 
y « U, und y € K, die Bedingung |(y, y) — 1| < e gilt. Dann ist also fiir y € U, 
und jedes A € A 
(42) |h' (y' x’, A) — h(x’, A)| << M-e, 
wo M = max f |k(Ay)| dy ist. Also folgt 
cA FP 


\h’(y’2’)—an'(z’)| < M-e 
fir y'¢ ULC G@ (und alle 2’¢ @’), d.h. h’(z’) ist (gleichmaBig) stetig (Be- 
dingung 1). 

Die dritte Eigenschaft ist jetzt leicht nachzupriifen, denn aus dem vorher 
Gesagten folgt: (Ay) = 0 fiir alle A ¢ A, wenn y ¢ I" auBerhalb von K, liegt 
(vgl. (41)). Die Fouriertransformierte h’ (y) von h’(x’) verschwindet also auf J" 
auBerhalb der kompakten Menge K,; vgl. § 5, insbesondere (37). 

Die Bedingungen 1, 2,3 sind auch hinreichend. Sei k(x’) die dort erwahnte 
Funktion ; wir setzen, wie gewohnlich, k(x’) = k(x’, 2’), 2’ ¢ A’. Nach dem Satz 
von § 1, C), gibt es eine integrierbare Funktion f(x) auf G derart, da8 fir alle 
ACA 
(43) E(y, 2) =f(ay), vel, 
gilt, wo 2’ das Bild von A und &(y, 4’) die Fouriertransformierte von k(z’, A’) 
ist; vgl. § 5. 

%) Es ist ibrigens K, = (K - I’) 7. A, wo K die in (38) erwahnte Menge ist. 
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Wir bezeichnen die in Bedingung 2 genannte kompakte Untermenge 
von A’ mit Kj, die in 3 genannte kompakte Untermenge von I" mit K,. Sei K, 
das Urbild von Kj; bei der topologischen Abbildung A > A’. Die Menge K, ist 
ebenfalls eapaia. 

Dann gilt also wegen (43) 

f(Ay) = 
fiir A ¢ A auBerhalb von K, (siehe Bedingung 2) oder fir y ¢ J’ auBerhalb von K, 
(siehe Bedingung 3). 
Sei jetzt w(x) eine stetige, integrierbare Funktion auf G, deren Fourier- 
transformierte w(#) der Bedingung 
w(#)=1 fir #€K,-K, 
geniigt und auBerhalb einer kompakten Menge verschwindet. Sei A(x) die 
Faltung (w * f)(xz). Dann ist 
(ay) =f(ay) 
fiir alle 4¢ A und alle y ¢ J’, denn h(#) = w(#) -/(#) und fir # = Ay, mit 
A¢€Aund y € I, ist (2) = 1, wann immer / (2) + 0 ist. 
Mit der Bezeichnung (39) gilt also fiir jedes feste 4’¢ A’ nach dem Ein- 
deutigkeitssatz fir Fouriertransformierte 
h' (x’, 2’) = k(x’, 2’), 
und zwar fiir alle x’ ¢ G’, denn beide Seiten sind stetige Funktionen von ~’ ; fiir 
k(x’, 2’) folgt dies aus der Stetigkeit von k(z’), fiir h’(x’, 2’) ist es oben be- 
wiesen worden (vgl. (42)). Also gilt 
h’ (x’) = k(z’) 
iiberall auf G’. 

Im Zusammenhang mit dem soeben bewiesenen Ergebnis sei auf folgende 
Frage hingewiesen: Was sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafiir, daB eine stetige Funktion auf G’ mit Werten in C(A’) und kompaktem 
Trager bei der durch (3) und (7) definierten Abbildung das Bild einer stetigen 
(komplexen) Funktion mit kompaktem Trager auf G ist ? Man vergleiche dazu 
das Buch von A. Wer [6], S. 43. 
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Berichtigung 
zu der in Band 140, Seite 22—32 (1960) erschienenen Arbeit 
Lokalkompakte zusammenhingende topologische 
Halbgruppen mit dichter Untergruppe 
Von 


Kart Hetnricu Hormann in Tiibingen 


Die Voraussetzung c) des Hauptsatzes in [2], 8. 22—23 muB lauten: 

c) Ist 1 das Neutralelement einer dichten offenen Untergruppe, so bildet die 
Menge aller Elemente x aus K, die beziiglich 1 kein Inverses besitzen (zu denen 
also kein x’ € K mit xx’ = | existiert), einen nicht leeren total unzusammen- 
hiingenden Unterraum. (Diese Forderung hat ziemlich unmittelbar zur Folge, dap 
genau ein Element ohne Inverses existiert.) 

Anmerkung. Ohne die zwar in [1], aber nicht in [2] nicht ausdriicklich 
erwahnte Voraussetzung, daB der total unzusammenhingende Unterraum aller 
Nichtinversen beziiglich 1 wenigstens einen Punkt enthalte, erfiillt jede lokal- 
kompakte, zusammenhiangende topologische Gruppe die tibrigen Voraussetzun- 
gen des Satzes, und neben den in der Folgerung des Hauptsatzes genannten drei 
echten Halbgruppen sind diese topologischen Gruppen die simtlichen Halb- 
gruppen, die dann den in [2] angegebenen Voraussetzungen des Hauptsatzes 
geniigen. Von der Existenz wenigstens eines Nichtinversen wird in [2], Hilfs- 
satz 2, S. 24 Gebrauch gemacht. 


Ich danke Herrn Prof. B. L. van DER WAERDEN, Ziirich, fiir seinen freundlichen Hin- 
weis auf die Fehlerhaftigkeit der Formulierung des Hauptsatzes in [2]. 
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